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Las modificaciones que se hicieron para la sexta edition, en ingles, de Ecuaciones diferenciales 
con aplicaciones de modelado, tuvieron dos fines: asegurar que la information fuera actual y 
relevante para los alumnos y, al mismo tiempo, mantener las bases que se usaron en las 
ediciones anteriores. Este nuevo libro, escrito teniendo en cuenta al alumno, conserva el nivel 
basico y el estilo directo de presentation de las ediciones anteriores. 

En ecuaciones diferenciales, igual que en muchos otros cursos de matematicas, los 
profesores comienzan a dudar de algunos aspectos de los metodos pedagogicos tradicionales. 
Esta saludable valoracion es importante para que el tema no solo tenga mas interes para 
los alumnos, sino tambien para que sea mas aplicable en el mundo en que se desenvuelven. Los 
cambios de contenido y estilo de Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, Sexta 
edicion (incluyendo el subtltulo) reflejan las innovaciones que ha observado el autor en el 
ambito general de la ensefianza de las ecuaciones diferenciales. 

Resumen de los cambios principales 

■ Mas entasis en las ecuaciones diferenciales como model os matematicos. Ahora se entreteje 

la notion de un modelo matematico en todo el libro y se describe la formulation y fallas de 

esos modelos. 

■ Cinco nuevas aplicaciones de modelado. Estas aplicaciones son contribuciones de expertos 

en cada campo y cubren areas profundas de estudio, desde la AZT y la supervivencia con SIDA, 

hasta los efectos de la reintroduccion del lobo gris al Parque Nacional Yellowstone. En la edition 
en espanol se han concentrado en el apendice IV: Aplicacidn al modelado; pero se conserva su 
relation didactica con los capitulos que enriquecen mediante su referencia en el indice. 

■ Mas entasis en las ecuaciones diferenciales no lineales, asf como en los sistemas de 
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Tres capitulos contienen secciones nuevas (3.3, 
4.9, 5.2y 5.3). 

■ Mas enfasis en problemas de valores en la frontera, para ecuaciones diferenciales ordina- 
rias. En el capitulo 5 se presentan como novedad los valores y funciones propios. 

■ Mayor utilizacion de la tecnologia. Cuando es adecuado, se usan calculadoras graficadoras, 
programas de graficacion, sistemas algebraicos computacionales y programas para resolver 
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE Solver) en aplicaciones y ejemplos, asi como en los 
conjuntos de ejercicios. 
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■ Mayor cantidad de problemas conceptuales en los ejercicios. En muchas secciones se han 
agregado ‘Problemas para discusion”. En lugar de pedir al alumno que resuelva una ecuacion 
differencial, se le pide que medite en lo que comunican o dicen esas ecuaciones. Para impulsar 
el razonamiento del estudiante a fin de que llegue a conclusiones e investigue posibilidades, 
las respuestas se omitieron intencionalmente. Algunos de estos problemas pueden servir de 
tareas individuals o gmpales, segun el criterio del profesor. 


Cambios por capitulo en esta edicion 

El capitulo 1 se ha ampliado con las nociones de un problema de valor inicial y programas para 
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias en la seccion 1.2. Se ha vuelto a redactar la 
descripcion de las ecuaciones diferenciales como modelos matematicos en la seccion 1.3, a fin 
de que el alumno la comprenda con mas facilidad. 

Ahora, el capitulo 2 combina la descripcidn de las ecuaciones homogdneas de primer orden 
con la de la ecuacion de Bernoulli, en la seccion 2.4, Solucidnpor sustitucion. El material sobre 
las ecuaciones de Ricatti y de Clairaut aparece en los ejercicios. 

El capitulo 3 tiene una nueva seccion 3.3, Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, 

que presenta sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden como modelos matematicos. 
Las trayectorias ortogonales se dejaron para los ejercicios. 

El capitulo 4 presenta el concepto de un operador diferencial lineal, en la seccion 4.1, con 
objeto de facilitar las demostraciones de algunos teoremas importantes. La forma ligeramente 
distinta de exponer las dos ecuaciones que definen los “pardmetros variables” se presenta en 

la seccion 4.6, y se la debemos a un estudiante, J. Thoo.* La ecuacion de Cauchy-Euler se 
describe en la seccion 4.7. Los sistemas de solucion de ecuaciones diferenciales con coeficien- 

tes constantes han pasado a la seccion 4.8. Hay una nueva seccion, la 4.9, Ecuaciones no 
lineales, que comienza con una descripcion cualitativa de las diferencias entre ecuaciones 
lineales y no lineales. 

El capitulo 5 contiene dos nuevas secciones. La 5.2, Ecuaciones lineales: problemas de 
valores en lafrontera, presenta los conceptos de valores propios y funciones propias (eigen- 

valores y eigenfunciones). La seccion 5.3, Ecuaciones no lineales, describe el modelado con 

ecuaciones diferenciales no lineales de orden mayor. 

El capitulo 6 solo trata las soluciones en forma de serie de las ecuaciones diferenciales 
lineales. 

La seccion 7.7 presenta la aplicacion de la transformada de Laplace a sistemas de 
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. En la seccion 7.3 se agrego una 

forma alternativa del segundo teorema de traslacion. 

El capitulo 8 se limita a la teorfa y solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 
de primer orden, porque lo referente a las matrices se ha pasado al Apendice II. Con esta 
distribucion, el profesor puede decidir si el material es de lectura, o si lo intercala para 
exponerlo en clase. 


*J, Thoo, ‘Timing is Everything,” The College Mathematical Journal, Vol. 23, N° 4, septiembre de 1992. 



PREFACIO xi 


El capi'tulo 9 se volvio a escribir. El analisis de errores de las diversas tdcnicas numericas 
se presenta en la section respectiva que se destina a cada metodo. 

Complementos 

Para los profesores* 

Complete Solutions Manual (Warren W. Wright), donde aparece el desarrollo de las respuestas 
a todos los problemas del texto. 

Experiments for Differential Equations (Dermis G. Zill/Warren S. Wright), que contiene 
un surtido de experimentos para laboratorio de computation, con ecuaciones diferenciales. 

Programas 

ODE Solver: Numerical Procedures for Ordinary Differential Equations (Thomas Kiffe/Wi- 
lliam Rundel), para computadoras IBM y compatibles, y para Macintosh. Es un paquete que 
presenta representaciones tabulares y graficas de los resultados, para los diversos metodos 
num&icos. No se requiere programacion. 

Programas en BASIC, FORTRAN y Pascal (C. J. Knickerbocker), para PC compatibles y 
Macintosh. Contienen listados de programas para muchos de los metodos numericos que se 
describen aqui. 


*Estos materiales (en ingles) se proporcionan a profesores que usen el libro como texto, para inforniilci6n enviar un 
correo electrdnico a: clientes@mail.mtemet.com.mx. 
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CAPITULO 



INTRODUCCION A LAS 
EC UAC10 NESDI FERENC IALES 


1.1 Definiciones y terminologi'a 

1.2 Problemas de valor inicial 

1.3 Las ecuaciones diferenciales como modelos matematicos 

Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


Las palabras ecuaciones y diferenciales nos hacen pensar en la solucion de cierto lipo 

de ecuacion que contenga derivadas. Aa como al estudiar algebra y trigonometria se 
invierte bastante tiempo en resolver ecuaciones, como x 2 + 5x + 4 = 0 con la variable x, 

en este curso vamos a resolver ecuaciones diferenciales como y” + 2/ + y = 0, para 

conocer la funcion y. Pero antes de comenzar cualquier cosa, el lector debe aprender 
algo de las definiciones y terminologia basicas en este tema. 


1 
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DEHNICIONES Y TERMINOLOGIA 

■ Ecuaciones diferenciales ordinarias V en derivadas parciales ■ Orden de una ecuacion 

■ Ecuaciones lineales y no lineales ■ Solution de una ecuacion diferencial 

■ Soluciones explicitas e implicitas ■ Solution trivial ■ Earn ilia de soluciones 

■ Solution particular ■ Solution general ■ Sisteinas de ecuaciones diferenciales 


Ecuacion diferencial En calculo aprendimos que la derivada, dyldx, de la funcidn y = 
<p(x) en si, otra funcion de * 2 que se determina siguiendo las reglas adecuadas; por ejemplo, si 
y = e*, entonces dyldx = 2x e*. A1 reemplazar e* por el simbolo y se obtiene 


dy 


a) 


El problema al que nos encararemos en este curso no es “dada una funcion y = </>(x), determinar 
su derivada”. El problema es “dada una ecuacion diferencial, como la ecuacion 1, £hay algun 
metodo por el cual podamos llegar a la funcion desconocida y = 0(x)?” 


DEFINICION 1.1 


Ecuacion diferencial 


Uatecuacidn que contiene las derivadas deuaa b m&s variables dependientes con respecto 
a una o mfis variables independientes es una ecuacidn diferencial. 


Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo con su tipo, orden y linealidad. 


Clasificacion segun el tipo Si una ecuacion solo contiene derivadas ordinarias de una 
o mas variables dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces se dice 
que es una ecuacion diferencial ordinaria. Por ejemplo 

son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacion que contiene las derivadas parciales de 
una o mas variables dependientes, respecto de dos o m^S variables independientes, se llama 
ecuacion en derivadas parciales. Por ejemplo, 

du = . dv 0 du_ d 2 u 

dy dx Y dx^t dt 2 

son ecuaciones en derivadas parciales, 


Clasificacion segun el orden El orden de una ecuacidn diferencial (ordinaria o en 
derivadas parciales) es el de la derivada de mayor orden en la ecuacion. Por ejemplo, 


segundo 


orden ^ 


d 2 y 

lb? 


+ 5 


I 

(dy 


primer 

V 


A 


orden 


- 4 y~e x 
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es una ecuacion diferencial de segundo orden. Como la ecuacion (y - x) dx + Ax dy — 0 se puede 
escribir en la forma 


4x ^ + y - x 
dx 

si se divide entre la diferencial dx, es un ejemplo de una ecuacion diferencial ordinaria de primer 
orden. 

Una ecuacion diferencial ordinaria general de orden n se suele representar mediante los 
sfmbolos 


F(x,y,y',. . ,/°) = 0. (2) 

En las explicaciones y demostraciones de este libro supondremos que se puede despejar la 
derivada de orden maximo, y^ n \ de una ecuacion diferencial de orden «, como la ecuacion (2); 
esto es, 




Clasificacion seeun la linealidad o no linealidad Se dice que una ecuacion dife¬ 
rencial de la forma y™ =f(x, y, y’, . . .,)f n “ es lineal cuandofes una funcion lineal dey, y', 

■ ■ Esto significa que una ecuacion es lineal si se puede escribir en la forma 

a n (x) ^ + a n . ,(*)i+ ■ ■ + °o(x) y = g(x). 

En esta ultima ecuacion, vemos las dos propiedades caracteristicas de las ecuaciones diferen- 
ciales lineales: 

i) La variable dependiente y y todas sus derivadas son de primer grado; esto es, la potencia 
de todo termino donde aparece y es 1, 

ii) Ca& coeficiente solo depende de x, que es la variable independiente. 

Las funciones dey como sen y o las funciones de las derivadas dey, como e ^ no pueden aparecer 
en una ecuacion lineal. Cuando una ecuaci6n diferencial no es lineal, se dice que es no lineal. 
Las ecuaciones 


iy - x) dx + 4x dy = 0, 

y"-2y' + y = 0, 

3 ^ + 6v = e , 

dx 3 dx + by 

ecuaciones lineales ordinarias 
lado, 

de primero, segundo y 

tercer orden, respectivamente. Por 

el coeficiente 

funcion no 

potencia 

depende dey 

lineal dey 

distinta de 1 

i 

... l d\ 

• a J- 
d\ . •> » 


d 2 d* 

( 1 +y)y' + 2y = e x , + sen ° 


son ecuaciones diferenciales no lineales de primero, segundo y cuarto orden, respectivamente. 
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Soluciones Como dijimos, uno de los objetivos de este curso es resolver o hallar las 
soluciones de las ecuaciones diferenciales. 


DEFINICION 1.2 


Solucion de una ecuacidn diferencial 


Cuando lllia funcion <*>, definida en alglin intervalo /, se sustituye en una ecuacidn diferencial 
y transforma esa ecuacife en una identidad, se dice que es una SOilttCMi de la ecuacidn en 
el intervalo. ■ 


En otras palabras, una solucion de una ecuacion diferencial ordinaria, como la ecuacion (2), es 
una funcion <p con al menos « derivadas y 

F(x , </>(*), <p\x), . . ., 4^ n \x)) = 0 para todo x en /, 

Se dice que y = <p(x) satisface la ecuacion diferencial. El intervalo / puede ser intervalo 
abierto, (a, b), cerrado, [a, b], infinito, (a, °°), etcetera. Para nuestros fines, tambien supondre- 
mos que una solucion <p es una funcion de valores reales. 


EJEMPLO 1 


Comprobacion de una solucion - 

Comprobar que y = x 4 /l 6 es una solucion de la ecuacion no lineal 


dy = 

dx 


xy 


1/2 


en el intervalo (-«>, oo). 

SOLUCION Un modo de comprobar que la funcion dada es una solucion es escribir la 
ecuacion diferencial en la forma dy/dx~xy m = 0, y ver, despues de sustituir, si la suma 
dyldx - xy i/2 es cero para toda x en el intervalo. Con, 


vemos que 


dy _ .x 3 _x 3 
dx 16 4 

dx dy m _ £. 


( x *\ m x 2 

~ \16/ 


v3 

0 , d 1/2 _ s* _:2_ — A 

W ~7 4 ~ ° 


para todo numero real. Observese que y m =£l\ es , por definicion, la rafz cuadrada ncj 
negativa de x 4 /l 6. 


EJEMPLO 2 


Comprobacion de una solucion 


La funcion y = xe* es una solucion de la ecuacion lineal 


y" - 2y' + y= 0 
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en el intervalo °°). Para demostrarlo, sustituimos 


/ = xe* + e" y /' = xe* + 2e x . 


Vemos que 


, /' - 2/ + y = (xe x + 2e x ) - 2{xe x + e x ) + xe* = 0 

para todo numero real. ■ 

No toda ecuacion diferencial que se nos ocurra tiene, necesariamente, una solucion. Para 

resolver el problema 5 1 de los ejercicios 1.1, el lector debe meditar en lo anterior. 

Soluciones explicitas e implicitas A1 estudiar calculo uno se familiariza con los 
terminos funciones explicitas e implicitas. Como algunos metodos de solucion de ecuaciones 

diferenciales pueden llevar directamente a estas dos formas, las soluciones de las ecuaciones di- 
ferenciales se pueden dividir en soluciones explicitas o implicitas. Una solucion en que la 
variable dependiente se expresa tan solo en terminos de la variable independiente y constantes, 
se llama solucion expllcita. Para nuestros fines, podemos decir que una solucion expllcita es 

una formula expllcita y = 0(x) que podemos manipular, evaluar y diferenciar. En la description 
inicial vimos que y = es una solucion expllcita de dy/dx - 2xy. En los ejemplos 1 y 2, y = 
x 4 /16 y y = xe x son soluciones explicitas de dy/dx = xy xt 2 y y” - 2 y' + y = 0, respectivamente. 
Observese que, en los ejemplos 1 y 2, cada ecuacion diferencial tiene la solucion constante y 
= 0, -oo < X < oo, Una solucion expllcita de una ecuacion diferencial, que es identica a cero en 
un intervalo I, se llama solucion trivial. Una relacion G(x, y) = 0 es una solucion impllcita 
de una ecuacion diferencial ordinaria, como la ecuacion (2), en un intervalo I, siempre y cuando 
exista al menos una funcion cj) <l ue satisfaga la relacion, y la ecuacion diferencial, en /. En otras 
palabras, G(x, y) = 0 define impllcitamente a la funcion 0. 


EJEMPLO 3 


Comprobacion de una solucion impllcita 


La relacion x 2 + y 2 - 4 = 0 es una solucion impllcita de la ecuacion diferencial 


dy __ x 
dx y 


(3) 


en el intervalo -2 < x < 2. Derivando impllcitamente obtenemos 





dy 

o bien 2x + 2y — = 0. 


Al despejar el slmbolo dy/dx de la ultima ecu acion s e obtiene la ecuac ion (3). Ademas, el 
lector debe comprobar que las funciones y\ = ^4- X 2 y y 2 = —a/ 4 - x 2 satisfacen la relacion 
(en otras palabras, que x 2 + y\ 2 - 4 = 0 y x 2 + y-i - 4 = 0) y son soluciones de la ecuacion 
diferencial en -2 < x <2. ■ 

‘Toda relacion de la forma x 2 + y 2 - c = 0 satisface formalmente la ecuacion (3) para 
cualquier constante c; sin embargo, se sobreentiende que la relacion siempre debe tener sentido 


4 
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en el sistema de los numeros reales. Asl, por ejemplo, no podemos decir que x 2 + y 2 + 4 = 0 sea 
una solucion impllcita de la ecuacion. (qPor que no?) 

Debe quedar intuitivamente clara la distincion entre una solucion explicita y una implicita, 
porque en lo sucesivo ya no haremos la aclaracion “es una solucion explicita (o implfcita)”. 

M as terminologfa El estudio de las ecuaciones diferenciales es semejante al del calculo 
integral. A veces, a una solucion se le llama integral de la ecuacion y a su grafica, curva 
integral o curva de solucion. En calculo, al evaluar una antiderivada o una integral indefinida 
empleamos una sola constante c de integration. En forma parecida, al resolver una ecuacion 
diferencial de primer orden, F(x, yf ) = 0, por lo general obtenemos una solucion con una sola 
constante arbitraria, o parametro c, Una solucion con una constante arbitraria representa 
un conjunto G(x, y, c) = 0 de soluciones y se llama familia monoparametrica de soluciones. 
Al resolver una ecuacion diferencial de orden n, F(x, y, y’, . , y^) = 0, se busca una familia 
n-parametrica de soluciones G(x, y, c\, Ci, , • • , c,) = 0. Esto solo quiere decir que una sola 
ecuacion diferencial puede tener una cantidad infinita de soluciones que corresponden a las 
elecciones ilimitadas del parametro o parametros. Una solucion de una ecuacion diferencial 
que no tiene parametros arbitrarios se llama solucion particular; por ejemplo, podemos 
demostrar que, por sustitucidn directa, toda funcion de la familia monoparametrica y = cer 
tambien satisface la ecuacion (1). La solucion original y = F corresponde a c — 1 y, por 
consiguiente, es una solucion particular de la ecuacion. La figura 1.1 muestra algunas de las 
curvas integrates de esta familia. La solucion trivial y = 0, que corresponde a c = 0, tambien es 
una solucion particular de la ecuacion 0). 



FIGURA 1.1 


EJEMPLO 4 


Soluciones 


particulares 


La funcion y = c\ £ + Cie~ x es una familia biparametrica de soluciones de la ecuacion lineal 
de segundo orden y” -y = 0. Algunas de las soluciones particulares sony = 0 (cuando C\ = 

ci = 0),y = e* (cuando c\ = 1 y a = 0), yy=5e x - 2e~ x (cuando c\ = 5 y c 2 = -2). ■ 


En todos los ejemplos anteriores hemos usado x y y para representar las variables 
independiente y dependiente, respectivamente. Pero en la practica, esas dos variables se repre- 
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SCIltan mediante muchos sfmbolos distintos. Por ejemplo, podriamos representar con t la 
variable independiente y con x la variable dependiente. 


EJEMPLO 5 


Uso de distiTbs sribobs 


Las funciones x = C\ cos 4f y x = C'i sen At, donde C\ y Ci son constantes arbitrarias, son 
soluciones de la ecuacion diferencial 

x" + 16x = 0. 


Para x = c\ cos 4 1, las primeras dos derivadas con respecto a t son x' — -Ac\ sen At, y x" — 
-16 ci cos At. A1 sustituir x" y x se obtiene, 

x" + 16x = —16cj cos 4f + 16(ci COS At) - 0. 

Analogamente, para x = C 2 sen At, vemos que x" = -16 Cj sen At, y as! 

x" + 16x = -16 c 2 sen At + 16(c2 sen At) = 0. 

Por ultimo, es facil comprobar que la combination lineal de soluciones — o sea, la familia 
biparametrica x = C] COS At + C 2 sen 4 1 — es una solucion de la ecuacion dada. ■ 

En el proximo ejemplo mostraremos que una solucion de una ecuacion diferencial puede 
ser una funcion definida por tramos. 


EJEMPLO 6 


Solucion 


delrida 


por tramos 


El lector debe comprobar que toda funcion de la familia monoparametrica y = cx 4 es una 
solucion de la ecuacion diferencial xy’ - Ay = 0 cn el intervalo (-°°, «>) -Fig. 1,2a —, La 
funcion definida por tramos 


J-x\ x < 0 
y 1 x\ x>Q 


es una solucion particular de la ecuacion, pero no se puede obtener a partir de la familia y 
= cx 4 escogiendo solo una c (Fig. 1.2b). 


En algunos casos, una ecuacion diferencial tiene una solucion que no se puede obtener 
particularizando alguno de los parametros en una familia de soluciones. Esa solucibn se Uatfid 

solucion singular. 


EJEMPLO 7 


Solucion singular 


En la seccion 2.1 demostraremos que y = (x 2 /A + c) 2 proporciona una familia monoparattl^* 
trica de soluciones dey’ = xy 1 /2 , Cuando c = 0, la solucion particular que resulta es y * * 4 /l 6. 
En este caso, la solucion trivial y = 0 es una solucion singular de la eCuaci6n porque no se 
puede obtener partiendo de la familia y eligiendo algun valor del parametro c. 
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(a) 



Solucion general Si toda solucion de una ecuacion de orden n, F(x, y, y’, y^) = 0, 
en un intervalo /, se puede obtener partiendo de una familia n-parametrica G(x, y, C\, C 2 , ■ ■ 
c„) = 0 con valores adecuados de los parametros a (i= 1,2, ■ ■ ., n), se dice que la familia es la 
solucion general de la ecuacion differencial. A1 resolver las ecuaciones diferenciales lineales 
vamos a imponer restricciones relativamente sencillas a los coeficientes de esas ecuaciones. 
Con estas restricciones siempre nos aseguraremos no solo de que exista una solucion en un 
intervalo, sino tambien de que una familia de soluciones contenga todas las soluciones posibles. 
Las ecuaciones no lineales, a exception de algunas de primer orden, son dificiles de resolver 
-e incluso resultan irresolubles-, en terminos de las funciones elementales comunes (com- 
binaciones finitas de potencias 0 raices enteras de x, de funciones exponenciales y logaritmicas, 
0 funciones trigonometricas 0 trigonometricas inversas). Ademas, si en cierto momento nos 
encontramos con una familia de soluciones de una ecuacion no lineal, no es obvio cuando la 
familia es una solucion general. Por lo anterior, y en un nivel practico, el nombre “solucion 
general” solo se aplica a las ecuaciones diferenciales lineales. 


Sistemas de ecuaciones diferenciales Hasta ahora hemos descrito ecuaciones dife¬ 
renciales aisladas con una funcion desconocida; pero muchas veces, en teoria y en muchas 
aplicaciones, debemos manejar sistemas de ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias es un conjunto de dos 0 mas ecuaciones donde aparecen las 
derivadas de dos o mas funciones desconocidas de una sola variable independiente; por 
ejemplo, si x y y representan variables dependientes y / es la variable independiente, el conjunto 
siguiente es un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden: 


dx 

dt 

dy 

dt 


3x - 4y 


= x + y. 


(4) 
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Una solution de un sistema como el anterior es un par de funciones diferenciables, x = <p\(t) y 
y - fait), que satisface cada ecuacion del sistema en algun intervalo comun /. 


Observation 


Es necesario exponer algunos conceptos finales acerca de las soluciones implicitas de las 
ecuaciones diferenciales. A menos que sea importante o adecuado, por lo general no es 
necesario tratarde despejaryde una solucion imp Ifc ita, G(x, y) =0, para que aparezca una 
forma exp Ifc ita en terminos de x. En el ejemplo 3 podemos despejar facil mente y de la r elation 
x 1 + y 2 - 4 = 0, en terminos de x para llegar a las dos soluciones, y\ = V4 - x 2 y y 2 = - V4 -X 1 , 
de la ecuacion diferencial dyldx = -xly', pero no debemos enganarnos con este unico ejemplo. 
Una solution imph'cita, G(x, y) = 0, puede definir una funcion (j> perfectamente diferenciable que 
sea una solucion de una ecuacion diferencial; pero incluso ast resulte imposible despejar en 
G(x,y) =0 con metodosanah'ticos como los a Igebra icos. En la seccion 2.2 veremos que xe 2y - 
sen xy +J 2 +c =0 es una solucion implfc ita de una ecuacion diferencial de primerorden. La 
tare a de despejar y de esta ecuacion, en terminos de x, presenta mas problemas que el tedio 
de manipularsimbolos, ya que no esposible. 


EJERCIOOS 1.1 


En los problemas 1 a 10, establezca si la ecuacion diferencial es lineal o no lineal. Indique el 
orden de cada ecuacion. 


i <\d 1. (1 - x)y" - 4xy' + 5y = cos x , 2. x - 2 (^\ + y = 0 4 


AO 3. yy' + 2y = 1 + x l 

si 4. x 2 dy + (y - xy - xe x ) dx = 0 


d 2 y 


dx 


m 5. jc 3 y (4) - x 2 y" + 4 xy' - 3y = 0 1^06. -A + 9y =seny 


_ dy 
a® 7. A 
dx 


11 + 


d 2 y 

\dx 2 


dx 2 

d 2 r k 

ao 8 . -77 = —x 
dt 2 r 2 


ao 


9. (senx)y m - (cos x)y' = 2 (1 - y 2 ) dx + x dy - 0 


En los problemas 11 a 40, compmebe que la funcion indicada sea una solucion de la ecuacion 
diferencial dada. En algunos casos, suponga un intervalo adecuado de validez de la solucion. 
Cuando aparecen, los simbolos c\ y ci indican constantes. 

11. 2y' + y = 0; y = e~* a 12. y' + 4y = 32; y = 8 

U. ^~ 2y = A; y = e 3x + 10e 2x 14. ^ + 20y = 24; y = f - fe” 20 ' 

15. y' = 25 + y 2 \ y = 5 tan 5x 

U 'fx = S + c ^ X>0, Cl >0 

17. y' + y = senx; y = ^senx - \ cos x + 10e~ x 
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18. 2xy dx + ( x 2 + 2y) dy = 0; x 2 y + y 2 = Ci 

19. x 2 dy + Ixydx = 0; y = - 20. (y') 3 + xy' = y; y = x + 1 

21 . y = 2xy' + y(y') 2 ; y 1 = + ki) 

22. y’ = 2v17i; y = 

23. y' — — y = 1; y = xlnx,x>0 

x 


24. 


dP 

dt 


= P(a - bP ); P = 


ac 1 e‘ M 
1 + 


25. ^ = (2 - *)(1 - X); In = t 

26. y' + 2xy = 1; y = e ' 2 dt + CjC - * 2 


27. (x 2 + y 2 ) ix + (x 2 - xy) dy = 0; Ci(x + y) 2 = xe y,x 

28. y" + y’ - 12y = 0; y = cie 3 * + c 2 e~* x 

29. y" - 6y' + 13y = 0; y = e 2x cos 2x 

30. ^ ~ 4 ^ 7 - + 4y = 0; y = e 2x + xe 2x 
dx 1 dx 


31. y" = y; y = cosh x + senh x 

32. y” + 25y = 0; y = Cj cos 5x 

33. y” + ( y ') 2 = 0; y = In |x + Ci + c<i 

34. y" + y = tan x; y = —cos x ln(sec x + tan x) 

35. x^ + 2^ = 0; y = C\ + c 2 x~\x >0 

dx 2 dx 

36. x 2 y" - xy’ + 2y = 0; y = x cos(ln x), x > 0 

37. x 2 y" - 3xy' + 4y = 0; y = x 2 + x 2 In x, x > 0 

38. y - y" + 9y' — 9y = 0 ; y = c\ sen 3x + c 2 cos 3x + 4e x 

39. y"' - 3y" + 3y' - y = 0 ; y = xV 

40. x 3 ^ + 2x 2 ^ + y = 12x 2 ; y = CiX + c 2 xIn x 4- 4x 2 ,x > 0 


En los problemas 41 y 42, compruebe que la funcion definida por tramos sea una solution de 
la ecuacion diferencial dada. 


41. 


xy' - 2y = 0; 



x < 0 
x s 0 


42. 



x < 0 
x>0 


43. Una familia monoparametrica de soluciones dey’ = y 2 - 

1 +ce 2x 
y = 1 - ce lx 


es 
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Determine por inspeccion una solu cion sing ular de esa ecuacion diferencial. 

44. En la pagina 5, que y = V 4-x 2 y y = - ^4 -x 2 son soluciones de dyldx = -x/y, en el 
intervalo (-2, 2). Explique por que 




V4 - x 2 , 
—V4 — x 2 , 


-2<x<0 
0 < 2 


no es una solucion de esa ecuacion diferencial en el intervalo. 


En los problemas 45 y 46, determine valores de m tales que y = e mx sea una solucion de la 
ecuacion diferencial respectiva. 

45. y” - 5y' + 6y = 0 46. y” + 10 y' +25 y=0 


En los problemas 47 y 48, determine los valores de m tales que y — x m sea una solucion de la 
ecuacion diferencial respectiva. 

47. x 2 y" - y - 0 48 . x 2 y" + 6 xy' +4 y - 0 


En los problemas 49 y 50 compruebe que cada par de funciones sea una solucion del sistema 
respectivo de ecuaciones diferenciales. 

-dr , 'j 

a, a =x + 3y 


di_ 


dt 


= 5a: + 3y; 


x = e 21 + 3e 6 ‘, y = ~e~ 2t + 5e 6 ‘ 


5 Q %=4y + e> 


d 2 x 
dt 2 

x = COS 2t + sen 2t + ^ e', y = — cos 2t -sen 2t — ^ e 1 


Problemas para discusion 

51. a) Forme, cuando menos, dos ecuaciones diferenciales que no tengan soluciones reales, 
b) Forme una ecuacion diferencial cuya solucion real unica sea y = 0. 

52. Suponga que y = <f)(x ) es una solucion de una ecuacion diferencial de orden n, F(x, y, y, 

,y w ) = 0, en un intervalo I. Explique por que 0, <f>\ . . ~ *1 deben ser continuas en /. 

53. Suponga que y = <p(x) es una solucion de una ecuacion diferencial dyldx = y(a — by), donde 
a y b son constantes positivas. 

a) Determine por inspeccion dos soluciones constantes de la ecuacion. 

b) Use solo la ecuacion diferencial para determinar en el eje y intervalos en que una 
solucion y = (f>{x) no constante sea decreciente y los intervalos en que y = <fi(x) sea 
creciente. 
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c) Use solo la ecuacion diferencial, explique por que y = a/2b es la ordenada de un punto 
de inflexion de la grafica para la solucion y = cp(x ) no constante. 

d) En los mismos ejes coordenados trace las graficas de las dos soluciones constantes que 
determino en la parte b), y una grafica de la solucion no constante y = <f>(x), cuya forma 
se sugirio en las partes b) y c). 

54. La ecuacion diferencial y = xy’ + f(y') se llama ecuacion de Clairaut. 

a) Derive ambos lados de esa ecuacion con respecto a x para comprobar que la familia de 
rectas y - ex +/(c), cuando c es una constante arbitraria, es una solucion de la ecuacion 
de Clairaut. 

b) Con el procedimiento de la parte a), describa como se descubre en forma natural una 
solucion singular de la ecuacion de Clairaut. 

c) Determine una familia monoparametrica de soluciones y una solucion singular de la 
ecuacion diferencial y = xy’ + (y ) 2 . 


1.2 


PROBLEM AS DE VALOR INICIAL 

■ Probleina de valor inicial ■ Condition initial ■ Existencia y unicidad de una solution 

■ lntervalo de existencia ■ Programs para resolver ecuationes diferenciales ordinarias 


Problema de valor inicial A menudo nos interesa resolver una ecuacion diferencial 
sujeta a condiciones prescritas, que son las condiciones que se imponen ay(x) o a sus derivadas. 
En algun intervalo Z que contenga a Xq, el problema 


Resolver: 4JL = /(*, yW) 

Sujeta a: y ( X „) = Yo, /(*o) = y u . ..> y (n -'\x 0 ) = y n _ H 

en donde yo, yu . . . , y n „ i son constantes reales especificadas arbitrariamente, se llama 
problema de valor inicial. Los valores dados de la funcion desconocida, y(x), y de sus primeras 
n - 1 derivadas en un solo punto xo: X*o) = ^0^ X(^o) = y\, ■ ■ ■ , * ^(^o) = >"(« - 1) se llaman 

condiciones iniciales. 

Problemas de valor inicial de primero y segundo orden El problema enuncia- 
do con las ecuaciones (1) tambien se denomina problema de valor inicial de enesimo orden; 
por ejemplo, 


Resolver: 


Sujeta a: 

X*o)=yo 

Resolver: 


Sujeta a: 

'P' 

o 

II 

« 

V; 

5? 

o 

II 


(3) 
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son problemas de valor inicial de primero y segundo orden, respectivamente. Son faciles de 
interpretar en terminos geometricos. Para las ecuaciones (2) estamos buscando una soludon 
de la ecuadon diferencial en un intervalo / que contenga a Xo, tal que uria curva de solucion pase 
por el punto prescrito (xo, yo ) -Fig- 1.3. 

soluciones de la ecuacion diferencial 



FIGURA 1.3 Problema de valor iniciol de primer orden 

Para las ecuaciones (3), deseamos determinar una solucion de la ecuacion diferencial cuya 
grafica no solo pase por (xo, yo)j sino que tambien pase por ese punto de tal manera que la 
pendiente de la curva en ese lugar seajM (Fig. 1.4). El termino condition initial precede de los 
sistemas flsicos en que la variable independiente es el tiempo t y donde y(to) = yo, y y\to) = y\ 
representan, respectivamente, la posicion y la velocidad de un objeto en cierto momento o 
tiempo inicial to. 

A menudo, la solucion de un problema de valor inicial de onden n entrana la aplicadon de 
una familia n-parametrica de soluciones de la ecuacion diferencial dada para determinar n 
constantes espedalizadas, de tal modo que la solucion particular que resulte para la ecuacion 
“se ajuste” (0 satisfaga) a las n condidones inidales. 

soluciones de la ecuacion diferencial 



FIGURA 1,4 Problema de valor iniciol de segundo orden 


EJEMPLO 1 


Problema de valor inicial de primer orden 


Se compmeba iadlmente que y = ce” es una iamilia monoparametrica de soludones de la 
ecuadon y = y, de primer orden, en el intervalo (-°°, °°). Si espedficamos una condidon 
inicial, per ejemplo, y(0) = 3, al sustituir x = 0, y = 3 en la familia, se determina la constante 
3 = ce° = c; por consiguiente, la lundon y = 3e* es una soludon del problema de valor inicial 

/=y, y(0) = 3. 

Ahora bien, si pedimos que una soludon de la ecuadon diferendal pase por el punto (1, -2) 
y no por (0,3), entonces y(l) = -2 dara como resultado -2 = ce; o sea, c = —2e *. La lundon 
y - -2e x ~ 1 es una soludon del problema de valor inidal 

/ = y. y(i) = -2. 
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En la figura 1.5 vemos las graficas de esas dos funciones. 



HGURA 1.5 Soluciones de problemas de valor inicial 


EJEMPLO 2 


Problema de valor inicial de segundo orden 


En el ejemplo 5 de la seccion 1.1 vimos que x = c\ COS 4/ + ci sen 4 1 es una familia 
biparametrica de soluciones de x" + 16x = 0. DetermineniCS una solucion del problema de 
valor inicial 


x” + 16x = 0, 



(4) 


solucion Primero sustituimos x(ir/2) = -2 en la familia dada de soluciones: c\ cos 27r 
+ Cj sen 2n = -2. Como cos 27r = 1 y sen 2tt = 0, vemos que c\ - -2. A continuation 
sustituimos A*/ 2) = 1 en la familia monoparamdtrica x(t) = -2 COS 4 1 + ci sen 4t. Primero 
derivamos y despues igualamos t = 'nil y x’ = 1, y obtenemos 8 sen + 4c2 cos 27 T = 1, con 
lo que vemos que C 2 = jl por lo tanto, 


X =-2 


cos 4t + -sen 4t 
4 


es una solucion de (4) ■ 

Existencia y unicidad A1 resolver un problema de valor inicial surgen dos asuntos 
fundamentales: 

lExiste una solucion al pmblenia? Si la hay, £es unica? 

Para un problema de valor inicial, como el de las ecuaciones (2), lo que se pregunta es: 


Existencia 

Unicidad 

i,La ecuacion diferencial dyldx = f(x,y) tiene so¬ 
luciones? 

iAlguna de las curvas solucion pasapor elpunto 
(*o,yo)? 

l Cudndopcdemos estar seguros de que haypre- 
cisamente una ciirva solucion que pasa por el 
punto (jt 0 , yo)7 
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Notese que en los ejemplos 1 y 2, empleamos la frase "una solution” y no "la soluci6n” del 
problema. El articulo indefinido se usa deliberadamente para indicar la posibilidad de que 
existan otras soluciones. Hasta ahora no hemos demostrado que haya una solution unica para 
cada problema. El ejemplo siguiente es de un problema de valor initial con dos soluciones. 


EJEMPLO 3 


Un problema de valor inicial puede tener varias soluciones 


Ambas funciones y = 0 y y = jc 4 /1 6 satisfacen la ecuacion diferencial dyldx = xyi, y la 
condition inicial y(0) = 0, de modo que el problema de valor inicial 


dy 

dx 


-- 


= ry 


y ( 0)=0 


tiene dos soluciones cuando menos. Como vemos en la figura 1.6, las graficas de ambas 
funciones pasan por el mismo punto, ( 0 , 0 ). 



FIGURA 1.6 Dos soluciones del mismo problema de valor inicial 


Dentro de los confines seguros de un curso formal de ecuaciones diferenciales, se puede 
asumir, que la mayor parte de las ecuaciones diferenciales tienen soluciones y que las 
soluciones de los problemas de valor inicial pmbablemente seat) unicas. Sm embargo, en la 
vida real las cosas no son tan idilicas. Por consiguiente, antes de resolver un problema de valor 
inicial es preferible conocer, si existe una solution y, cuando exista, si es la unica. Puesto que 
vamos a manejar ecuaciones diferenciales de primer orden en los dos capitulos siguientes, 
enunciaremos aqui, sin demostrarlo, un teorema que define las condiciones suficientes para 
garantizar la existencia y unicidad de una solucion a un problema de valor inicial de primer 
orden, para ecuaciones que tengan la forma de las ecuaciones (2). Sdlo hasta el capitulo 4 
examinaremos la existencia y unicidad de un problema de valor inicial de segundo orden. 


TEOREMA 1.1 


Existencia de una solucion unica 


Sea R una region rectangular del piano xy, definida por a $ x < b, c < y £ d, que contiene al, 
punto (xo, ya). Si/(x, y) y dftdy son continuas en F, entonces existe un intervalo /, centrado 
en Xq, y una funcion unica, y(x) definida en I, que satisface el problema de valor initial 
expresado por las ecuaciones (2). 


El resultado anterior es uno de los teoremas mas comunes de existencia y unicidad para 
ecuaciones de primer orden, ya que es bastante facil comprobar los criterios de continuidad de 
/(*. y) y Bfldy. En la figura 1.7 podemos ver la interpretacidn geomdtrica del teorema 1.1. 
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Uo> Vo) 


c 


- 1 “ 1 - 


a 


b x 


HGURA L7 Region rectangular n 


EJEMPLO 4 


Regreso al ejemplo 3 


En el ejemplo anterior vimos que la ecuacion diferencial dy/dx = xy m tiene cuando menos 
dos soluciones cuyas graficas pasan por (0,0). Al examinar las funciones 


f(x,y) = xy m 


df _ x 
dy 2 y m 


se advierte que son continuas en el semipiano superior definido por y > 0; por consiguiente, 
el teorema 1.1 permite llegar a la conclusion de que para cada punto (*o, yo), yo > 0 de ese 
semipiano, hay un intervalo centrado en xq en que la ecuacion diferencial tiene una solucion 
unica. Asf, por ejemplo, sin resolverla, sabemos que existe un intervalo centrado en 2 en que 
el problema de valor inicial dy/dx = xy xa , y(2) = 1, tiene una solucion l'mica. ■ 

El teorema 1.1 garantiza que, en el ejemplo l s no hay otras soluciones de los problemas 
de valor inicial y'=y, .y(O) = 3 y y’ =y j/(l) =-2, aparte dey= 3e x y y = -2e x ~\ respectivamente. 
Esto es consecuencia de que/(x, y) = y y df/dy = 1 sean continuas en todo el piano xy. Tambien 
se puede demostrar que el intervalo en que esta definida cada solucion es °°). 


EJEMPLO 5 


Intervalo de existencia 


En la ecuacion dy/dx =x 2 +y 2 , vemos que f(x, y) = x 2 + y 2 y dfldy = 2 y son ambas polinomios 
en x y y y, por consiguiente, continuas en cualquier punto. En otras palabras, la region R del 
teorema 1.1 es todo el piano xy; en consecuencia, por cada punto dado (jco, y'o) P asa una y 
solo una curva de solucion. Sin embargo, observemos que esto no significa que el intervalo 
maximo I de validez de una solucion de un problema de valor inicial sea, necesariamente, 
(-oo, oo). El intervalo / no necesita ser tan amplio como la region R. En general, no es posible 
hallar un intervalo especffico 1 en que se defina una solucion sin resolver la ecuacion 
diferencial (consulte los problemas 18, 19 y 29, en los ejercicios 1.2). 


Utilerias para solucion de ecuaciones ordinarias Es posible llegar a una repre¬ 
sentation grafica aproximada de una solucion de una ecuacion o sistema de ecuaciones 
diferenciales sin tener que obtener una solucion explfcita o implfcita. Para tener esa repre¬ 
sentation grafica se necesitan programas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias 
(ODE solver). En el caso de una ecuacion diferencial de primer orden como dy/dx = f(x, y), 
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basta dar/(x, y) y especificar un valor inicial y(x o) = jiq. Si el problema tiene una solucion, el 
programa presenta la curva de solucion;* por ejemplo, segun el teorema 1 .1 tenemos la 
seguridad de que la ecuacion differencial 

-y + sen;t 
dx 

solo tiene una solucion que pasa por cada punto (jt 0 , yo) del piano xy. La figura 1.8 muestra las 
curvas de solucion generadas con un programa para resolver ecuaciones diferenciales ordina- 
rias que pasan por (-2.5, 1), (-1, -I), (0, 0), (0, 3), (0, -1), (1, 1), (1, -2) y (2.5, -2.5). 


y 



FIGURA 1.8 Algunas soluciones de y’ = -y + sen x 


Observaciones 


i) El lector debe ester consciente de la drferencia entre afiimar que una solucion exisbs y 
presenter una solucion. Es claio que si llegamos a una solucion proponiendola, podemos 
decir que existe; peio una solucion puede existir sin que podamos piesentarla. En otras 
palabras, cuando decimos que una ecuacion diferencial tiene solucion, esto no sigifica 
tembien que existe un metodo para llegara ella. Una ecuacion diferencial puede tener una 
solucion que satisfcga las condiciones iniciales especificadas, pero quiza lo mejor que 
podamos hacersea apioximarla. En el capitulo 9 describiremos los metodos de aproxima- 
cion para las ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales que tbnrian la teoria en 
que se basan los piogramas para resolver ecuaciones diferenciales oidinarios. 
if) Las condiciones del teorema LI son sulicientes pero no necesarias. Cuando f(x, y) y 
a//3v son continuas en una legion R rectangular, siempie se debe concluir que existe una 
solucion de las ecuaciones como las repiesentados en (2), y que es unica, siempie que (xq, 
y ( j) sea un punto interior de R. Sin embaigo, si no son validas las condiciones descritas en 
la hipotesis del teorema 1.1, puede suceder cualquier cosa: que el problema (2) sign 
teniendo uno solucion y que esa solucion sea unica, o que el problema (2) tenga varias 
soluciones 0 ninguna. 


EJERCICIOS 12 


En los problemas 1 a 10, determine una region del piano xy para la cual la ecuacion diferencial 
dada tenga una solucion unica que pase por un punto (xo> yo) en la region. 


*De aqul en adelante el lector debe recordar que una curva de solucion generada por estos programas es aproximada 
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1. ^ = y M 
dx 

2. ^ = Vxy 
dx 

^fe¬ 

ll 

a d y 

4. -j--y = x 
dx 

5. (4 - y 2 )y' = x 2 

6. (1 + y 3 )y'= x 2 

7 . (f + y 2 )y' = y 1 

8. (y - x)y’ = y + x 

a dy 3 

y. —f- — x i cos y 
dx 

** 

O 

ii 

i 

>—>■ 

'h' 

i 


En los problemas 11 y 12 determine por inspeccion al menos dos soluciones del problema de 
valor inicial respectivo. 

11. y' = 3y M , y(0) = 0 12. x^- = 2y, y(0) = 0 


En los pr oblema s 13 a 16 determine si el teorema 1.1 garantiza que la ecuacion diferen¬ 
cial y’ = Vy 2 -—91 titiene una solucion unica que pase por el punto dado. 

13 . (1,4) 14 . ( 5 , 3 ) 

15 . ( 2 , - 3 ) 16 . (- 1 , 1 ) 

17. a) Determine por inspeccion una familia monoparametrica de soluciones de la 6CUaci6n 
diferencial xy’ = y. Compmebe que cada miembro de la familia sea una solucion del 
problema de valor inicial xy' = y, y(O) = 0. 

b) Explique la parte a) determinando una region R del piano xy, para la que la ecuacion 
diferencial xy' - y tenga solucion unica que pase por un punto ( Xq, yo) de R. 

c) Compmebe que la funcion definida por tramos 


fO, x < 0 
U, *2:0 


satisfaga la condicion y(O) = 0. Determine si la funcion tambi&l es una solucion del 
problema de valor inicial en la parte a). 

18. a) Para la ecuacion diferencial y’ = 1 + y 2 , determine una region R, del piano xy, para la 

cual la ecuacion diferencial tenga solucion unica que pase por un punto (xo, yo) en R. 

b) Demuestre que y = tan x satisface la ecuacion diferencial y la condicion y(0) = 0; pero 
explique por que no es solucion del problema de valor inicial y’ = 1 + y 2 , y(0) = 0 en el 
intervalo (-2, 2). 

c) Determine el mayor intervalo / de validez, para el que y = tan x sea una solucion del 
problema de valor inicial en la parte b). 

19. a) Compruebe que la ecuacion diferencial y’ =y 2 tiene solucion iinica que pasa por 

cualquier punto (xo, y g) del piano xy. 

b) Con un programa ODE solver obtenga la curva de solucion que pasa por cada uno de 
los siguientes puntos: (0, 0), (0, 2), (1, 3), (-2, 4), (0, -1.5) y (1, -1) con una utileria. 

c) Use las graficas que obtuvo en la parte b) a fin de conjeturar el intervalo 1 maximo de 
validez para la solucion de cada uno de los siete problemas de valor inicial. 

20. a) Para la ecuacion diferencial y’ = x/y determine una region R del piano xy para la cual la 

ecuacion diferencial tenga solucion unica que pase por un punto (xq, yo) en R. 
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b) Use un programa ODE solver para determinar las curvas de solucion de varios proble- 
mas de valor inicial para (xo, yo) en R. 

c) Con los resultados de la parte b), conjeture una familia monoparametrica de soluciones 
de la ecuacion diferencial. 

En los problemas 21 y 22 utilice el hecho de que y = l/( 1 + cj e _x ) es una familia monoparame¬ 
trica de soluciones de y’ = y - y 1 , para determinar una soluci6n del problema de valor inicial 
formado por la ecuacion diferencial y la condicion inicial dada. 

21. y(0)=-i 22. y(-l) = 2 

En los problemas 23 a 26 use el hecho de que y = c\f + C 2 e~ x es una familia biparametrica de 
soluciones dey” -y = 0, para llegar a una solucion del problema de valor inicial formado por 
la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales dadas. 

23. y(0) =i, y’(0) = 2 24. y(l) = 0, y’(l) = e 

25. y(-l) = 5, y’(-l) = -5 26. y(0) = 0, y’(0) = 0 

Problemas para discusion 

27. Suponga qu e/(x, y) satisface las hipotesis del teorema 1.1 en una region rectangular, R, 

del piano xy. Explique por que dos soluciones distintas de la ecuacion diferencial y’ —f(x, 
y) no se pueden intersectar ni ser tangentes entre si en un punto (Xo, ya) en R. 

28. El teorema 1.1 garantiza que solo hay una solucion de la ecuacion diferencial y’ = 3y 4/3 

cos X que pase por cualquier punto (xo, yo) especificado en el piano xy. El intervalo de 
existencia de una solucion depende de la condicion inicial y(xo) = yo- Use la famila 
monoparametrica de soluciones y = l/(c - sen x) 3 para determinar una soluci6n que 
satisfagay(7r) = 1/8. Determine una solucion que satisfaga y(7r) = 8. Con esas dos soluciones 

forme una base para razonar sobre las siguientes preguntas: a partir de la familia de 

soluciones dada, ^cuindo cree que el intervalo de existencia del problema de valor inicial 
sea un intervalo finito? ,;Cudndo es un intervalo infinite? 


LAS ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODBOS MATEMATICOS 

■ Modelo matematico ■ Nivel de resolution de un modelo ■ Segutida ley de Newton del movimiento 

■ Segutida ley de Kirchhoff I Sisteina dinamico ■ Variables de estado ■ Estado de un sistema 

■ Respuesta de un sistema 

Ttotit fut/vct, el En esta seccion nos concentraremos en la formulacion de ecuacio¬ 

nes diferenciales como modelos matematicos. Una vez examinados algunos metodos para 
resolver ecuaciones diferenciales, en los capitulos 2 y 4, regresaremos y resolveremos algunos 
de esos modelos en los capitulos 3 y 5. 

Modelo matematico Con frecuencia se desea describir el comportamiento de algtin 
sistema 0 fenomeno de la vida real en terminos matemdticos; dicho sistema puede ser flsico, 
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sociologico o hasta economico. La description matematica de un sistema o fenomeno se llama 
modelo matematico y se forma con ciertos objetivos en mente; por ejemplo, podrlamos tratar 
de comprender los mecanismos de cierto ecosistema estudiando el crecimiento de las pobla- 
ciones de animales, o podrlamos tratar de fechar fosiles analizando la desintegracion de una 

sustancia radiactiva, sea en el fosil o en el estrato donde se encontraba. 

La formulacion de un modelo matematico de un sistema se inicia: 

i) Mediante la identification de las variables causantes del cambio del sistema. Podre 

mos elegir no incorporar todas las variables en el modelo desde el comienzo. En este 

paso especificamos fif nivel de resolution del modelo. 

A continuation, 

ii) Se establece un conjunto de hipotesis razonables acerca del sistema que tratamos de 

describir Esas hipotesis tambien incluyen todas las I eyes empiricas aplicabies al 
sistema. 

Para algunos fines quiza baste contar con modelos de baja resolucion; por ejemplo, en los 
cursos basicos de flsica el lector habra advertido que al modelar el movimiento de un cuerpo 
que cae cerca de la superficie de la Tierra, se hace caso omiso de la resistencia del aire. Pero 
si el lector es un cientrfico cuyo objeto es predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un 
proyectil de largo alcance, debera tener en cuenta la resistencia del aire y demas factores, como 
la curvatura de la Tierra. 

Dado que las hipotesis acerca de un sistema implican con frecuencia la razon o tasa de 

cambio de una o mas de las variables, el enunciado metematico de todas esas hipotesis es una 

o mas ecuaciones donde intervienen derivadas. En otras palabras, el modelo matematico es una 
ecuacion o sistema de ecuaciones diferenciales. 

Una vez formulado un modelo matematico (sea una ecuacion diferencial o un sistema de 

ellas), llegamos al problema de resolverlo, que no es facil en modo alguno. Una vez resuelto, 
comprobamos que el modelo sea razonable si su solucion es consistente con los datos experi- 
mentales o los hechos conocidos acerca del comportamiento del sistema. Si las predicciones 
que se basan en la solucion son deficientes, podemos aumentar el nivel de resolucion del modelo 

o elaborar hipotesis altemativas sobre los mecanismos del cambio del sistema; entonces, se 

repiten los pasos del proceso de modelado (Fig. 1.9). Al aumentar la resolucion, aumentamos 
la complejidad del modelo matematico y la probabilidad de que debamos conformarnos con 

una solucion aproximada. 





Expresar las hipotesis en terminos 

Formulacion 

Hipotesis 

de ecuaciones diferenciales 

matematica 




Si es necesario, 
modificai las hipotesis 
0 aumentar la resolucion 
del modelo 


Comprobar las pre¬ 
dicciones del modelo 
con hechos conocidos 


Resolver las ecuaciones 
diferenciales 

I 

Mostrar las predicciones del modelo, 
por ejemplo, en forma graftca 


Obtener 
las soluciones 


HGURA 1.9 
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Con frecuencia, el modelo matematico de un sistema/zsico inducira la variable t, el tiempo. 
En este caso, una solution del modelo expresa el estado del sistema; en otras palabras, para 
valores adecuados de t, los valores de la o las variables dependientes describen el sistema en 
el pasado, presente y futuro. 

Crecimiento y decaimiento Uno de los primeros intentos de modelar matematicamen- 
te el crecimiento demografico humano lo hizo Thomas Malthus, economista ingles en 1798. 
En esencia, la idea del modelo malthusiano es la hipotesis de que la tasa de crecimiento de la 
poblacion de un pais crece en forma proporcional a la poblacion total, P(t), de ese pais en 
cualquier momento t. En otras palabras, mientras mas personas haya en el momento t, habra 
mas en el futuro. En terminos matematicos, esta hipotesis se puede expresar 

f- J> °” <*> 

donde k es una constante de proporcionalidad. A pesar de que este sencillo modelo no tiene en 
cuenta muchos factores (por ejemplo, inmigracion y emigracion) que pueden influir en las 
poblaciones humanas, haciendolas crecer o disminuir, predijo con mucha exactitud la poblacion 
de Estados Unidos desde 1790 hasta 1860. La ecuacion diferencial (1) aun se utiliza con mucha 
frecuencia para modelar poblaciones de bacterias y de animales pequenos durante cortos 
intervalos. 

El nucleo de un atomo esta formado por combinaciones de protones y neutrones. Muchas 
de esas combinaciones son inestables; esto es, los atomos se desintegran, o se convierten en 
atomos de otras sustancias. Se dice que estos nucleos son radiactivos; por ejemplo, con el 
tiempo, el radio Ra 226, intensamente radiactivo, se transforma en gas radon, Rn 222, tambien 
radiactivo. Para modelar el fenomeno de la desintegracion radiactiva, se supone que la tasa con 
que los nucleos de una sustancia se desintegran (decaen) es proporcional a la cantidad (con mas 
precision, el numero) de nucleos, A(t), de la sustancia que queda cuando el tiempo es t (o en el 
momento t): 


LISi. . „ IASI , . . 

— <w A 0 sea — —kA. (2) 

dt dt 

Por supuesto que las ecuaciones (1) y (2) son exactamente iguales; la diferencia radica en la 
interpretation de los simbolos y de las constantes de proporcionalidad. En el caso del creci¬ 
miento, como cabe esperar en (1), k> 0, y en el caso de la desintegracion, en (2), k<0. El 
modelo de desintegracion (2) tambien se aplica a sistemas biologicos; por ejemplo, la determi- 
nacion de la “vida media" o “periodo medio” de una medicina. Nos referimos al tiempo que 
tarda el organismo en eliminar 50% de ella, sea por excrecion o metabolizacion. 

Veremos el mismo modelo basico de (1) y (2) en un sistema economico. 

Capitalization continua del interes El interes que gana una cuenta de ahorros, a 
menudo se capitaliza o se compone trimestralmente o hasta mensualmente. No hay razon para 
detenerse en esos intervalos; el interes tambien podria componerse cada dia, hora, minuto, 
segundo, medio segundo, microsegundo, etcetera; es decir, se podria componer continuamen- 
te. Para modelar el concepto de la composicion continua del interes supongamos que S(f) es la 
cantidad de dinero acumulada en una cuenta de ahorros al cabo de t anos, y que r es la tasa de 
interes anual, compuesto continuamente. Si h > 0 representa un incremento en el tiempo, el 
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interes que se obtiene en el intervalo (/ + h) — t es igual a la diferencia entre las cantidades 
acumuladas: 


S{t + h) - 5(0- (3) 

Dado que el interes esta definido por (tasa) x (tiempo) x (capital inicial), podemos determinar 
el interes ganado en ese mismo intervalo mediante 

rhS{t), o tambien mediante rhS(t + h). (4) 

Vemos intuitivamente que las cantidades en (4) son las cotas inferior y superior, respectiva- 
mente, del interes real en la expresion (3); esto es, 

rhS(t) < 5(f + h) - S(t) < rhS(t + h) 

rS(t) < S( U h )~ S ^ ^ rS(t + h ). (5) 

o sea 11 


Como queremos que h sea cada vez menos, podemos tomar el h'mite de (5) cuando h —> 0: 


rS(t) i' Hm 

A-.0 


S{t + h)~ 5(Q 

h 


— rS(t). 


Y de este modo se debe cumplir 


h->o h 


0 sea 


dS 

dt 


= rS. 


( 6 ) 


Lo esencial de haber escrito las ecuaciones (1), (2) y (6) en este ejemplo es: 


Urn sola ecuacion diferencial puede ser modelo matematico de muchos fendmenos 
distintos. 


Con frecuencia, los modelos matematicos se acompanan de condiciones detlnitorias; por 
ejemplo, en las ecuaciones (1), (2) y (6) cabria esperar conocer una poblacion inicial, Po, una 
cantidad inicial de sustancia, Ao, disponible, y un saldo inicial, 5o, respectivamente. Si el tiempo 
inicial se define como 1 = 0, sabemos que P(O) = Pq, que A(O) = Aq y que 5(0) = So. En otras 
palabras, un modelo matematico esta formado por un problema de valor inicial, o tambien 
(como veremos en la seccion 5.2) por un problema de valores en la ffontera. 

Reacciones quimicas La desintegracion de una sustancia rediactiva, caracterizada por 
la ecuacion diferencial (1), es una reaccion de primer orden. En qufmica hay algunas 
reacciones que se apegan a la siguiente ley emplrica: si las moleculas de la sustancia A se 
descomponen y forman moleculas mas pequenas, es natural suponer que la rapidez con que 
se lleva a cabo esa descomposicion es proporcional a la cantidad de la sustancia A que no ha 
sufrido la conversion; esto es, si X(r) es la cantidad de la sustancia A que queda en cualquier 
momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante negativa (porque X es decreciente). 
Un ejemplo de una reaccion quhnica de primer orden es la conversion del clomro de 1-butilo 
(cloruro de terbutilo) para formar alcohol f-butllico: 
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(CH 3 ) 3 CC1 + NaOH -»(CH 3 ) 3 COH + NaCl 

La rapidez de la reaccion esta determinada tan solo por la concentracion del cloruro de terbutilo. 
Ahora bien, en la reaccion 

CH 3 C1 + NaOH -» CH 3 OH + NaCl, 

por cada molecula de cloruro de metilo se consume una molecula de hidroxido de sodio para 
formar una molecula de alcohol metflico y una de cloruro de sodio. En este caso, la razon 
con que avanza la reaccion es proporcional al producto de las concentraciones de CH 3 C1 y 
NaOH que quedan. Si X representa la cantidad de CH 3 OH que se forma, y ay b son las 
cantidades dadas de las dos primeras sustancias, A y B, las cantidades instantaneas que no se 
han convertido en C son a - X y (3 — X, respectivamente; por lo tanto, la razon de formation 
de C esta expresada por 


^ =*(«-*)(/ 3-X), (7) 

donde k es una constante de proporcionalidad. Una reaccion cuyo modelo es la ecuacion (7) se 
denomina reaccion de segundo orden. 

Diseminacion de una enfermedad Cuando se analiza la diseminacion de una enfer- 
medad contagiosa -la gripe, por ejemplo-, es razonable suponer que la tasa o razon con que 
se difunde no solo es proporcional a la cantidad de personas, x(r), que la han contraido en el 
momenta t, sino tambien a la cantidad de sujetos, y(t), que no han sido expuestos todavia al 
contagio. Si la tasa es dxldt, entonces 


dx 

dt 


= kxy, 


( 8 ) 


donde k es la acostumbrada constante de proporcionalidad. Si, por ejemplo, se introduce una 
persona infectada en una poblacion constante de n personas, entonces X y y se relacionan 
mediante x + y - n + 1. Usamos esta ecuacion para eliminar y en la ecuacion (8) y obtenemos 
el modelo 


f t = kx(n+l-x) (9) 

Una condicion inicial obvia que acompana a la ecuacion (9) es x(0) = 1. 

Ley de Newton del enfriamiento Segun la ley empirica de Newton acerca del enfria- 
miento, la rapidez con que se enfrfa un objeto es proporcional a la diferencia entre su 
temperatura y la del medio que le rodea, que es la temperatura ambiente. Si T(t) representa 
la temperatura del objeto en el momento t, T m es la temperatura constante del medio que lo 
rodea y dT/dt es la rapidez con que se enfrfa el objeto, la ley de Newton del enfriamiento se 
traduce en el enunciado matematico 


dr 

dt 


T~T m 


0 sea 


*± = k(T-T m ), 


( 10 ) 
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en donde k es una constante de proporcionalidad. Como supusimos que el objeto se enfrfa, se 
debe cumplir que T > T m \ en consecuencia, lo logico es que k < 0. 

Mezclado A1 mezclar dos soluciones salinas de distintas concentraciones se da pie a una 
ecuacion diferencial de primer orden, que define la cantidad de sal que contiene la mezcla. 
Supongamos que un tanque mezclador grande contiene 300 galones de agua, en donde se ha 
disuelto sal. Otra solucion de salmuera se bombea al tanque a una tasa de 3 galones por minuto. 
El contenido se agita perfectamente, y es desalojado a la misma tasa (Fig. 1.10). Si la 
concentration de la solucion que entra es 2 libras/galon, hay que formar un modelo de 
la cantidad de sal en el tanque en cualquier momento. 



Sea A(t) la cantidad de sal (en libras) en el tanque en cualquier momento t, En este caso, 
la rapidez con que cambia A(r) es la tasa neta: 


dA 

dt 




tasa de entrada 
de la sustancia 


tasa de salida 
de la sustancia 


- R\- Ri 


Ahora bien, la razon, R\, con que entra la sal al tanque, en lb/min, es 
R\ = (3 gal/min) . (2 lb/gal) = 6 lb/min, 
mientras que la razon, Ri, con que sale la sal es 


Rl= (3 gal/min). 

Entonces, la ecuacion (11) se transforma en 


300 


lb/gal 


- —ib/min. 


( 11 ) 


dA A 

dt 100 


( 12 ) 


Vaciado de un tanque En hidrodinamica, la ley de Torricelli establece que la velocidad 
v de eflujo (o salida) del agua a traves de un agujero de bordes agudos en el fondo de un tanque 
lleno con agua hasta una altura (o profundidad) h es igual a la velocidad de un objeto (en este 
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caso una gota de agua), que cae libremente desde una altura h; esto es, v = V2 ~gh, donde g es la 
aceleracion de la gravedad. Esta ultima expresion se origina al igualar la energla cinetica, ^/wv 2 , 
con la energla potencial, mgh, despejando v. Supongamos que un tanque lleno de agua se deja 
vaciar por un agujero, por la accion de la gravedad. Queremos determinar la profundidad, h, 
del agua que queda en el tanque (Fig. 1. 11) en el momenta t. 





FI GURA 1,11 

Si el area trans versal del agujero es Aq, en pies cuadrados, y la velocidad del agua que sale 
del tanque es v = V2 gh , en pies por segundo, el volumen de agua que sale del tanque, por 
segundo, es Aq ^2gh, en pies cubicos por segundo. Asf, si V(t) representa al volumen del agua 
en el tanque en cualquier momento t, 

^j=-A 0 V2^h, (13) 

donde el signo menos indica que V esta disminuyendo. Observese que no tenemos en cuenta 
la posibilidad de friction en el agujero, que podria causar una reduction de la tasa de flujo. Si 
el tanque es tal que el volumen del agua en cualquier momento t se expresa como V(f) = A v h, 
donde A w son los pies cuadrados (ft 2 ) de area const ante del espejo (la superficie superior) del 
agua (Fig. 1.1 l),dV/dt = A v dhldf. Sustituimos esta ultima expresion en la ecuacion (13) y 
llegamos a la ecuacion differencial que deseabamos para expresar la altura del agua en cualquier 
momento f: 


dh 

dt 



(14) 


Es interesante observar que la ecuacion (14) es valida aun cuando A w no sea constante. En este 
caso, debemos expresar el area del espejo del agua en funcion de h: A w = A(h), 


Segunda ley de Newton del movimiento Para establecer un modelo matematico 
del movimiento de un cuerpo dentro de un campo de fuerzas, con frecuencia se comienza con 

la segunda ley de Newton. Recordemos que en fisica elemental, la primera ley del movimiento 

de Newton establece que un cuerpo quedara en reposo o continuara moviendose con velocidad 
constante, a menos que sea sometido a una fuerza externa. En los dos casos, esto equivale a 
decir que cuando la suma de las fuerzas LFt — o sea, la fuerza neta o resukante- que actiian 
sobre el cuerpo es cero, la aceleracion a del cuerpo es cero. La segunda ley del movimiento de 

Newton indica que cuando la fuerza neta que actiia sobre un cuerpo no es cero, la fuerza neta 

es proporcional a su aceleracion a; con mas propiedad, TFk = ma, donde m es la masa del cuerpo. 
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Caida libre Supongamos ahora que se arroja una piedra hacia arriba, desde la azotea de 
un edificio. i,Cual es su posicion en el momento fl Como se ve en la figura 1.12, consideremos 
que su posicion respecto al suelo es s(t). La aceleracion de la piedra es la segunda derivada, 
cfs/dt 2 . Si suponemos que la direccion hacia arriba es positiva, que la masa de la piedra es m 
y que no hay otra fuerza, ademas de la de la gravedad (g), actuando sobre la piedra, la segunda 
ley de Newton establece que 

d 2 s d 2 s 

m-jp- _ -mg o sea - = p g . (15) 

Donde g es la aceleracion de la gravedad y mg es el peso de la piedra. Se usa el signo menos 
porque el peso de la piedra es una fuerza que se dirige hacia abajo, opuesta a la direccion 
positiva. Si la altura del edificio es Sq y la velocidad inicial de la piedra es VO, s queda 
determinada mediante el problema de valor inicial 

W 2 v 

J(0) = 5 0 , s’(O) = Vq. (16) 


v o / ' 
r F?71 ' 



rrrrr 
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piedra 

■So 

rrrrr 

s 

edificio 
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FIGURA 1.12 


Aunque no hemos estudiado las soluciones de las ecuaciones que hemos formulado, vemos que 

la ecuacion (16) se puede resolver integrando dos veces la constante -g con respecto a f, Las 

condiciones iniciales determinan las dos constantes de integration. 

Caida de los cuerpos y resistencia del aire En ciertas circunstancias, un cuerpo 

que cae, de masa m, se encuentra con una resistencia del aire que es proporcional a su velocidad 

instantanea, v. En este caso, si consideramos que la direccion positiva es hacia abajo, la fuerza 
neta que actua sobre la masa es mg - kv, en que el peso, mg, del cuerpo es una fuerza que actua 
en direccion positiva y la resistencia del aire, en direccion contraria -esto es, hacia arriba— 
o direccion positiva. Ahora bien, como v se relaciona con la aceleracion a mediante a = dvfdt, 
la segunda ley de Newton se enuncia como F = ma = m dvldt, Al igualar la fuerza neta con 
esta forma de la segunda ley, obtenemos una ecuacion diferencial de la velocidad del cuerpo 
en cualquier momento: 


dv 

m — = mg- kv. 


( 17 ) 


En este caso, k es una constante de proporcionalidad positiva. 
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Circuitos en serie Examinemos el circuito en serie simple que contiene un inductor, un 
resistor y un capacitor (Fig. 1.13). En un circuito con el interrupter cerrado, la corriente se 
representa con i(r) y la carga en el capacitor, cuando el tiempo es t, la corriente I se denota con 

q{t)- Las letras L, C y R son constantes denominadas inductancia, capacitancia y resistencia, 

respectivamente. Segun la segunda ley de Kirchhoff, el voltaje E{t) a traves de un circuito 
cerrado debe ser igual a las caidas de voltaje en el mismo. La figura 1.13 tambien muestra los 
simbolos y formulas de las caidas respectivas de voltaje a traves de un inductor, un capacitor 

y un resistor. Como la corriente i(t) se relaciona con la carga q(t) en el capacitor mediante i — 

dqldt, sumamos las caidas de voltaje 

inductor = L ^ 

dt dt 2 

dq 

resistor - iR- R—r 
dt 



Inductor: 

inductancia L. henries (h) 
caida de voltaje: L ^ 



L 


Resistor: 

rCSlStCIlCl^ i?. ohms (O) 

cafda de voltaje: if! 


R 


Capacitor: 

capacitancia C: farads, (f) 
caida de voltajes: ^ q 



(b) 


RGURA 1.13 
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capacitor = ^ q 

e igualamos la suma al voltaje total para llegar a la ecuacion diferencial de segundo orden 

/ 2 „ 




( 18 ) 


En la seccion 5.1 examinaremos con detalle una ecuacion diferencial analoga a la (18). 


Observation 


Cada ejemplo de esta seccion describio un sistema dinamico; esto es, uno que cambia o 
evoluciona al paso del tiempo t. Como el esbudio de los sistemas dinamicos es una lama de las 
matematicas de moda en la actualidad, a veces usaremos la tEiminologi'a de esa lama con 
nuesbas descripciones. 

En teiminos mas pnecisos, un sistema dinamico consiste en un conjuntao de variables 
dependientaes del tiempo, que se llaman variables de estado, mas una negla que peunite 
deteiminar(sin ambiguedades) el estado del sistema (que puede serpasado, pnesente o future)) 
en teiminos de un estado especilicado en cierto momento to- Los sistemas dinamicos se clasiiican 
como sistemas discietos o continuos en el tiempo, o de tiempos discietos o continuos. En este 
libro solo nos ocupanemos de los sistemas dinamicos continuos en el tiempo, que son aquellos 
en que todos las variables estan definidas derrtro de un intervalo continuo de tiempo. La regia 
o modelo matematico en un sistema de estos es una ecuacion o sistema de ecuaciones 
difeienciales. El estado del sistema enel momento t esel valor de las variables de estado en 
ese instants; el estado especificado del sistema en el instants t 0 es, tan solo, el conjunto de 
condiciones iniciales que acomparian al modelo matematico. La solucion de un pioblema 
de valor inicial se llama tespuesta del sistema; porejemplo, en el caso de la desintegiacion 
ladiactiva, la regia es dAldt = kA. Ahoia, si se conoce la cantidad de sustancia radiactiva 
en cieito instants f 0( y es; por ejemplo, A(tg) = Aq, entonces, al resolver la regia se ve que la 
respuesta del sistema cuando t > / 0 es A(t) = Agd 1 ~ (Sec. 3.1). Esta solucion es unica y Aft) es 
la variable unica de estado paia este sistema. En el COStftie la piedia arrojada desde la azotea 
de un ediiicio, la tespuesta del sistema es la solucion a la ecuacion difeiencial cPs/dt^ ~ ~9i 
sujeta al estado inicial sfO) =s 0 , s’(0) = v 0 , y es la conocida formula sft) ~ - - ^i 2 + v a t + s 0 ,0<t 

< T, en donde T tepiesenta el valor del tiempo en que la piedia llega al $uelo. Las variables de 
estado son s(t) y s'(t), la posicion y la velocidad verticales de la piedia, respectivamente. 
Observese que la aceleiacion, S"(t), no es una variable de estado paique basta conocer 
cualquier posicion y velocidad iniciales en el momento f 0 paia deteiminar, en forma unica, la 
posicion, sft), y la velocidad, s’ft) =v(t), de la piedia en cualquier momento del intervalo to < t 

< 71 La aceleiacion, s"(t) = a(t), en cualquier momento esta definida por la ecuacion diferencial 

S”ft) =-g,o<t<T. 

Ultima observacion; no todo sistema que se estudia en este libro es un sistema dinamico. 
Tambien levisaiemos algunos sistemas estaticos en que el modelo es una ecuacion difeiencial. 


EJERCICIOS 1.3 


1. Con base en las hipotesis del modelo de la ecuacion (1), determine una ecuacion diferencial 
que describa la poblacion, P(t), de un pais, cuando se permite una inmigracion de tasa 
constante r. 
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2. El modelo descrito por (1) no tiene en cuenta la tasa de mortalidad; esto es, el crecimiento 
demografico es igual a la tasa de natalidad. En otro modelo de poblacion variable en una 
comunidad se supone que la tasa de cambio de la poblacion es una tasa neta; o sea, la 
diferencia entre la tasa de natalidad y la de mortalidad. Formule una ecuacion differencial 
que describa la poblacion P(t), si las tasas de natalidad y mortalidad son proporcionales a 
la poblacion presente en cualquier momento t. 

3. Una medicina se inyecta en el torrente sanguineo de un paciente a un tlujo constante de r 

g/s. A1 mismo tiempo, esa medicina desaparece con una razon proporcional a la cantidad 

x(t) presente en cualquier momento t. Formule una ecuacion differencial que describa la 

cantidad x(t). 

4. En el momento / = 0, se introduce una innovacion tecnologica en una comunidad de n 
personas, cantidad fija. Proponga una ecuacion diferencial que describa la cantidad de 
individuos, x{t), que hayan adoptado la innovacion en cualquier momento t. 

5. Suponga que un tanque grande de mezclado contiene 300 galones de agua en un inicio, en 

los que se disolvieron 50 libras de sal. A1 tanque entra agua pura con un tlujo de 3 gal/min 
y, con el tanque bien agitado, sale el mismo tlujo. Deduzca una ecuacion diferencial que 
exprese la cantidad A{t ) de sal que hay en el tanque cuando el tiempo es t. 

6. Suponga que un tanque grande de mezclado contiene al principio 300 galones de agua, en 

los que se han disuelto 50 lb de sal. Al tanque entra otra sallDUera a un tlujo de 3 gal/min 

y, estando bien mezclado el contenido del tanque, salen tan solo 2 gal/min. Si la concen- 

tracion de la solucion que entra es 2 lb/gal, deduzca una ecuacion diferencial que exprese 
la cantidad de sal, A(r), que hay en el tanque cuando el tiempo es t. 

7. Por un agujero circular de areaAo, en e l f° n d° de un tanque, sale agua. Debido a la friction 

y a la contr accion de la corriente cerca del agujero, el tlujo de agua, por segundo, se reduce 

a cAo'Jlgh, donde 0 < c < 1. Deduzca una ecuacion diferencial que exprese la altura h 
del agua en cualquier momento t, que hay en el tanque cubico de la figura 1.14. El radio del 
agujero es 2 in y g = 32 ft/s 2 . 



agujero 

circular 


~T 

10 ft 

_U 


FIGURA 1.14 


8. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto, de 2 ft de radio y 10 ft de altura, parado 

sobre una de sus bases. Al principio, el tanque esta lleno de agua y esta sale por un agujero 

circular de 1 in de radio en el fondo. Con la informacion del problema 7, formule una 
ecuacion diferencial que exprese la altura It del agua en cualquier momento t. 

9. Un circuito en serie tiene un resistor y un inductor (Fig. 1.15). Formule una ecuacion 
diferencial para calcular la corriente ;'(/), si la resistencia es R, la inductancia es L y el 
voltaje aplicado es E{t). 

10. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor (Fig. 1.16). Establezca una ecuacion 
diferencial que exprese la carga q(f) en el capacitor, si la resistencia es R, la capacitancia 
es C y el voltaje aplicado es E(t). 

11. En la teorfa del aprendizaje, se supone que la rapidez con que se memoriza algo es 

proporcional a la cantidad que que& por memorizar. Suponga que Mrepresenta la cantidad 
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FIG URA 1.15 



C 

RGURA L16 



total de un tema que se debe memorizar y que A(t) es la cantidad memorizada cuando el 
tiempo es t. Deduzca una ecuacion diferencial para determinar la cantidad A(r). 

12. Con los datos del problema anterior suponga que la cantidad de material olvidado es 

proporcional a la cantidad que se memorizd cuando el tiempo es Formule una ecuacion 

diferencial para A(t), que tome en cuenta los olvidos. 

13. Una persona P parte del origen y se mueve en la direccion positiva del eje x, tirando de 
una carga que se mueve a lo largo de la curva C. Esa curva se llama tractriz (Fig. 1.17). 
La carga, que al principio se hallaba en el eje y, en (0, s), esta en el extremo de la cuerda 
de longitud constantes, que se mantiene tensa durante el movimiento. Deduzca la ecuacion 
diferencial para definir la trayectoria del movimiento (o sea, la ecuacion de la tractriz). 
Suponga que la cuerda siempre es tangente a C. 

14. Cuando un cuerpo -como el del paracaidista que se ve en la figura 1.18 antes de que se 
abra el paracaldas — se mueve a gran velocidad en el aire, la resistencia del mismo se 
describe mejor con la velocidad instantanea elevada a cierta potencia. Formule una 
ecuacion diferencial que relacione la velocidad v(f) de un cuerpo de masa m que cae, si la 
resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instantanea. 




15. Cuando se fija una masa m a un resorte, este se estira s unidades y cuelga en reposo en la 
position de equilibrio que muestra la figura 1.19b). Al poner en movimiento el sistema 
resorte y masa, sea x{t ) la distancia dirigida desde el punto de equilibrio hasta la masa. 
Suponga que la direccion hacia abajo es positiva y que el movimiento se efectua en una 
linea recta vertical que pasa por el centra de gravedad de la masa. Tambien suponga que 
las unicas fuerzas que actuan sobre el sistema son el peso mg de la masa y la fuerza de 
restauracion del resorte alargado que, segun la ley de Hooke, es proporcional a su 
alargamiento total. Deduzca una ecuacion diferencial del deplazamiento x(t) en cualquier 
momento t. 
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FIGURA 1.19 


16. En el agua Bota un bam I cilmdrico de s ft de diametro y w lb de peso. Despues de un 
hundimiento inicial, su movimiento es oscilatorio, hacia arriba y hacia abajo, en llnea 
vertical. Guiandose por la figura 1.20b), deduzea una ecuadon difeiencial para determinar 
el desplazamiento vertical y(t), si se supone que el origen esta en el eje vertical y en la 
superficie del agua cuando el banil esta en reposo. Use el prindpio de Anquimedes, el cual 
dice que la fiicrza de flotadon que ejcice el agua sobte el banil es igual al peso del agua 
que desplaza este. Suponga que la diiecdon hada abajo es positiva, que la dcnsidad del 
agua es 62.4 lb/ft 3 y que no hay resistenda critic el banil y el agua 

17. Como vemos en la figura 1.21, los rayos luminosos chocan con una curva C en el piano, 
de tal manera que todos los rayos L paralelos al eje x se reflejan y van a un punto linico, 
0. Suponga que el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexion y deduzea una 
ecuadon difeiencial que describa la forma de la curva G [Sugerenda: al examinar la figura 
vemos que se puede esaibir <j> = 28. ^Por que? A continuadon use la identidad tiigonomb 
trica adecuada] 



si 2 



--- 

--- 




^0“ 







(b) 



FIGURA 1.20 


FIGURA 1.21 
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Roblemas para discusion 

18. La ecuacion diferencial 


— = (k cos t) P, 

at 

en que k es una constante positiva, modela la poblacion humana, P(t), de cierta comunidad. 
Proponga una interpretacion de la solucion de esta ecuacion; en otras palabras, tipo 

de poblacion (en cuanto a cantidad) describe esta ecuacion diferencial? 

19. Una gran bola de nieve tiene forma de esfera. A partir de determinado momento, que 
podemos identificar como t = 0, comienza a fundirse. Para fines de discusion, suponga 
que la fusion es de tal manera que la forma permanece esferica. Comente las cantidades que 
cambian con el tiempo durante la fusion. Describa una interpretacion de la “fusion” como 
una rapidez. Si es posible, formule un modelo matematico que describa el estado de la bola 
de nieve en cualquier momento / > 0. 

20. A continuacion veamos otro problema con la nieve: el “problema del quitanieves”. Se trata 
de un clasico que aparece en muchos textos de ecuaciones diferenciales y fue inventado 
por Ralph Palmer Agnew. 

U n dta comenzo a nevar en forma intensa y constante. U n quitanieves comenzo a 
medio dia, y avanzo 2 millas la primera hora y 1 mil la la segunda. iA que hora 
comenzo a nevar? 

El problema se encuentra en Differential Equations, por Ralph Palmer Agnew (McGraw- 
Hill Book Co.). Describa la construccion y solucion del modelo matematico. 

21. Suponga que se perfora un agujero que pasa por el centra de la Tierra y que por el se deja 
caer un objeto de masa m (Fig. 1.22). Describa el posible movimiento de la masa. Formule 
un modelo matematico que lo describa. Sea r la distancia del centra de la Tierra a la maa, 
en el momento t, y Mia masa de la Tierra. Sea M r la masa de la parte de la Tierra que esta 
dentro de una esfera de radio r, y sea 6 la densidad constante de la Tierra. 


superficie 



FIGURA 1.22 


22. Una taza de cafe se enfrfa obedeciendo a la ley de Newton del enfriamiento (Ec. 10). Con 
los datos de la grafica de la temperatura T{t), figura 1.23, calcule T m , To y k, con un modelo 
de la forma 


Y t =KT-T m ), 7XO) = To, 
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Ejercicios de repaso 


Sin consultar el texto, conteste los problemas 1 a 4. Llene el espacio en bianco o conteste 

cierto/falso. 

1. La ecuacion diferencial y’ = 1/(25 - x 2 - y 2 ) tiene solucion unica que pasa por cualquier 

punto (*o, yo) en la o las regiones definidas por_ 

2. El problema de valor inicial xy’ = 3 y, y(O) = 0 tiene las soluciones y — x 3 y ._ 

3. El problema de valor inicial y -y m ,y{ 0) = 0 no tiene solucion, porque dfldy es discontinua 

en la recta y = 0. _ 

4. Existe un intervalo centrado en 2, en que la solucion unica del problema de valor inicial 

/ = (y- l) 3 ,y(2)=l esy = 1. _ 


En los problemas 5 a 8 mencione el tipo y el orden de la ecuacion diferencial respectiva. En 
las ecuaciones diferenciales ordinarias mencione si son lineales o no. 


5. (2 xy - y ’) dx + e x dy = 0 

7 d 2 u d 2 u 
dx 1 ay* 


6. (senxy)y"' + 4xy' = 0 

8. x 7 ^ - 3x ~ + y = x 2 
dx 2 dx 


\ 


. i < < * 

0 rl ^ •• a J * 

En los problemas 9 a 12 compruebe que la funcion indicada sea una solucion de la ecuaci6n 
diferencial respectiva. 


9. y' + 2xy = 2 + x 1 + y 2 \ y = jc + tanx, - 

10. x 2 y" -t xy' + y = 0; y = C\ cos(ln x) + c 2 sen(ln x), x > 0 

11 . y - 2y" - y’ + 2y = 6; y = C\e x + c 2 e~ s + c 2 e lx + 3 

12. y< 4 ) - 16y = 0; y = sen 2x + cosh 2x 
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En los problemas 13 a 20, determine por inspection al me nos una solucion de la ecuaci6n 
diferencial dada. 


13. y' = 2x 
15. y" = 1 
17. y" = Y 
19. y" = -y 


14. f = 5y 
ax 

16. y'=y 3 - 8 

18. 2y & = 1 
ax 

20. y" = y 


21. Determine un intervalo en el cual y 2 - 2y = x 2 - x - 1 defina una solucion de 2(y - 1 )dy + 
(1 - 2x)dx = 0. 

22. Explique por que la ecuacion diferencial 


dyf _ 4 -/ 

y dxj 4^7 


no tiene soluciones reales cuando |x| <2, [y| > 2. qHay otras regiones del piano xy donde 
la ecuacion no tenga soluciones? 

23. El tanque conico de la figura 1.24 pierde el agua que sale de un agujero en su fondo. Si el 
area transversal del agujero es ~ de ft 2 , defina una ecuacion diferencial que represente la 
altura h del agua en cualquier momento. No tenga en cuenta la friccion ni la contraccion 
del chorro de agua en el agujero. 

24. Un peso de 96 lb resbala pendiente abajo de un piano inclinado que forma un angulo de 
30” con la horizontal. Si el coeficiente de friccion dinamica es fj,, deduzca una ecuacion 
diferencial para la velocidad, v(t), del peso en cualquier momento. Aplique el hecho de 
que la fuerza de friccion que se opone al movimiento es fjN, donde N es la componente 
del peso normal al piano inclinado (Fig. 1.25). 

25. De acuerdo con la ley de Newton de la gravitacion universal, la aceleracion a de cafda 
libre de un cuerpo (como el satelite de la figura 1.26) que cae una gran distancia hacia la 
superficie no es la constante g. Mas bien, esa aceleracion, que llamaremos a, es inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia r al centra de la Tierra, a = k/r donde k 
es la constante de proporcionalidad. 

a) Emplee el hecho de que en la superficie de la Tierra, r = R y a = g, para determinar la 
constante de proporcionalidad k. 


8ft 
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FIGURA 1.26 


b) Aplique la segunda ley de Newton y el resultado de la parte a) para dcducir una ecuadon 
difeiendal para la distanda r, 

c) Aplique la legla de la cadena cn la forma 

d\ft d v z dv dr 

d? dt dr dt 

para expresar la ecuadon difeiendal de la parte b) en forma de una ecuadon difeiendal 
donde intervengan v y dv/dr. 



CAPITULO 


EC UACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 



2.1 Variables separables 

2.2 Ecuaciones exactas 

2.3 Ecuaciones lineales 

2.4 Soluciones por sustitucion 
Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


Ya podemos resolver algunas ecuaciones diferenciales. Comenzaremos con las de 
primer orden y veremos como hacerlo; el metodo dependera del tipo de ecuacion. A 
travesde losanos, losmatematicoshan tratado de resolver muc has ecuaciones 
especializadas. Por eNo hay muchos metodos; sin embargo, lo que funciona bien con 
un tipo de ecuacion de primer orden no necesariamente se aplica a otros. En este 
capitulo nos concentraremos en tres tipos de ecuaciones de primer orden. 


36 
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VARIABLES SEPARABLES 

■ Solution por integration ■ Definition de urn ecuacion diferencial separable 

■ Metodo de solution ■ Perdida de urn solution ■ Formas alternativas 


Tlo-fa 

Con freeuencia, para resolver las ecuaciones diknenciales se tendra que integral'y quiza la integracion 
requieia alguna tecnica especial. Corrvendra emplear algunos minutes en un repaso del texto de 
calculo, o si se dispone de un SAC £istema algebraico de computacion: computer algebra system), 
lepasar la sintaxis de los comandos para llevar a cabo las integiaciones ha sic as por partes o 
traceiones paiciales. 

Solucion por integracion Comenzaremos nuestro estudio de la metodologi'a para re¬ 
solver ecuaciones de primer orden, dy/dx = fix, y), con la mas sencilla de todas las ecuaciones 
diferenciales. Cuandofes independiente de la variable y -esto es, cuando f(x, y) = g(x)- la 
ecuacion diferencial 


(1> 

se puede resolver por integracion. Si g(x ) es una funcion continua, al integrar ambos lados de 
(1) se llega a la solucion 


y = J g(x) dx = G(x) + c, 

en donde G(x) es una antiderivada (o integral indefinida) de g(x); por ejemplo, 

Si ^ = 1 + e lx entonces y = J (1 + e lx ) dx = x + | e 21 + c. 

La ecuacion (1), y su metodo de solucion, no son mas que un caso especial en que f en 
dy/dx =f(x, y) es un producto de una funcion de x por una funcion dey. 


DEFINICION 2.1 


Ecuacion separable 


V "i 

Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden, de la forma 


& 

dx 


= gW h(y) 



es separable, o de variables separables. 
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Observese que al dividir entre la funcion My), una ecuacion separable se puede escribir en la 
forma 


donde, por comodidad,p(y) representa a my)- As! podemos ver de inmediato que la ecuacion 
(2) se reduce a la ecuacion (1) cuando h(y) = 1. 

Ahora bien, si y = 0 ( x ) representa una solucion de (2), se debe cumplir 

| p(<f>(x))<f>'(x) dx = I g(x) dx. (3) 

Pero dy = 4>'(x) dx, de modo que la ecuacion (3) es lo mismo que 

| p(y) dy = j g(x) dx o H (y) = G(x) + c, (4) 

en donde H(y) y G(x) son antiderivadas de p(y) = l/h(y) y de g(x), respectivamente. 

M etodo de solucion La ecuacion (4) indica el procedimiento para resolver las ecuacio- 
nes separables. Al integrar ambos lados dep(y) dy = g(x) dx se obtiene una familia monopara- 
metrica de soluciones, que casi siempre se expresa de manera implicita. 


7l<xta. 

Na hay necesidad de emplear dos constantes cuando se integia una ecuacion separable, poique si 
escribimos H(y) + c\ = G{x) + C% la difeiencia Q - C] se puede neemplazar con una sola constants c, 
como en la ecuacion (4). En muchos casos de los caprtulos siguientes, sustituiiemos las constantes en 
la forma mas conveniente para deteiminada ecuacion; porejemplo, a veces se pueden neemplazar 
los multiplos o las combinaciones de constantes con una sola constants. 


EJEMPLO 1 


Solucion de una ecuacion diferencial separable 


Resolver (1 + x) dy -y dx - 0. 


SOLUCION Dividimos entre (1 + x)y y escribimos dy/y = dxl( 1 + x), de donde 


f dy _ r dx 

J y ~J1+x 

ln| y\ ~ ln|l + x\ + C\ 

y — gl”|l+*l+<i 
= e ln|l+j|. gc t 

= |1 + x\e c > 

= ± e c '(l + x). 


i — leyes de los exponentes 


|l+X| = l+JC,JC^~l 
|1 + jc| = — (1 + jc), a: < — 1 


Definimos c como ±e c \ con lo que llegamos ay = c(l + x). 
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SOLUCION ALEFNATVA Como cada integral da como resultado un logaritmo, la election 
mas pmdente de la constante de integration es ln|c|, en lugar de c: 

ln[y| = ln|l + x| + ln|c|, o bien ln[y|) = ln|c(l + x)|, 
y entonces y = c(l + x). 

Aun cuando no todas las integrales indefinidas sean logaritmos, podria seguir siendo 
mas conveniente usar ln|c|. Sin embargo, no se puede establecer una regia invariable. 


EJEMPLO 2 


Problema de valor inioial 


Resolver el problema de valor inicial ^ y(4) = 3. 

SOLUCION Partimos dey dy - —x dx para obtener 

fydy= - fxdx y 


y 2 _ 


+ Cl. 


Esta solucion se puede escribir en la forma x 2 + y 2 ~ c 2 , si sustituimos la constante 2c\ con 
c 2 . Vemos que la solucion representa una familia de circulos concentricos. 

Cuando x —4, y = 3, de modo que 16 + 9 = 25 = c 2 . Asf, el problema de valor inicial 
determina que x 2 + y 2 = 25. De acuerdo con el teorema 1.1, podemos concluir que, es el 
l'mico circulo de la familia que pasa por el punto (4, 3) (Fig. 2.1). 



FIGURA 2.1 


Se debe tener cuidado al separar las variables porque los divisores variables podrian ser 
cero en algun punto. Como veremos en los dos ejemplos siguientes, en ocasiones se puede 
perder una solucion constante mientras resolvemos un problema. Consriltcsc tambien el 
problema 58, en los ejercicios 2.1. 


EJEMPLO 3 


Feidida de una solucion 


Resolver X y A dx+ (y 1 + 2)e ix dy = 0. 


(5) 
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SOLUCION A1 multiplicar la ecuacion pore 31 y dividirla entre y 4 obtenemos 
division termino a termino —> xe^ 1 dx + ——j —dy = 0 o sea xe 3 * dx + (y 2 + 2y -4 ) ify = 0/ (6) 

y 

En el primer termino integramos por partes y 

^xe 3x ~^e 3x - y~ l - ~y ~ 3 = c x . 


La familia monoparametrica dr soluciones tambien si; punch; escribir en la forma 

e 3 *(3x-l) = - + 4+ c > (7) 

y y 

en dondr £ sustituyo a la constante 9c\. Observese qire y = 0 es una solucion correcta dr la 
ecuacion (5), pero no es un miembro del conjunto dr soluciones qur duAm; la ecuacion (7). ■ 


EJEMPLO 4 


Problema de valor iniciaf 


Resolver el problema du valor inicial ^ = y 2 - 4, y(0) = -2. 

SOLUCION Pasamos la ecuacion a la forma 

~^ = dx 
y 2 -4 

y empleamos el metodo du ffacciones parciales en el lado izquierdo. Entonces 

dy = dx 


( 8 ) 


-1/4 + 1/4 


dr mo do qur 


Ly + 2 y - 2 


iln|y + 2| + |ln|y-2| = x + ci. 


(9) 

( 10 ) 


En este caso es facil despejar y de la ecuacion implicita en funcion de x. A1 multiplicar la 
ecuacion por 4 y combinar logaritmos resulta 


In 


izl 

y + 2 


- Ax + c 2 


y asi 


y-2 
y + 2 


= ce 4x . 


Hemos reemplazado 4ci con C 2 , y e Cl con c. Por ultimo, despejamosy de la ultima ecuacion 
y obtenemos 


y 


. 1 + ce 4x 
1 - ce 4x 


(ID 


Si sustituimos x = 0 y y = -2, se presenta el dilema matematico 
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—2 = 2—— o bien-1 + c = 1 + c o bien-1 = 1. 

1 - c 

A1 llegar a la ultima igualdad vemos que debemos examinar con mas cuidado la ecuacion 
diferencial. El hecho es que la ecuacion 

d £-<!+2 X ,-2> 

queda satisfecha con dos funciones constantes, que son y = -2 y y = 2. A1 revisar las 
ecuaciones ( 8 ), (9) y (10) advertimos que debemos excluir ay = -2 y y = 2 de esos pasos de 
la solucion. Es interesante observar que despues podemos recuperar la solucion y = 2 si 
hacemos que c = 0 en la ecuacion (11). Sin embargo, no hay valor finito de c que pueda 
producir la solucion y = -2. Esta ultima funcion constante es la unica solucion al problema 
de valor inicial (Fig. 2.2). ■ 



HGURA 2.2 


Si en el ejemplo 4 hubicramos empleado ln|c| como constante de integration, la forma de 
la familia monoparametrica de solutiones seria 


y 


= 2 


c + e 4x 
c — e 4x 


( 12 ) 


Obsavese que la ecuation (12) se reduce ay = -2 cuando c = 0; pero en este caso no hay valor 
finito de c que pueda dar como resultado la solution constante y - 2. 

Si al detenninar un valor espetifico del parametro c en una familia de solutiones de una 
ecuacion diferencial de primer orden llegamos a una solucion particular, la mayorfa de los 
estudiantes (y de los profesores) tendera a descansar satisfechos. Pero en la section 12 vimos 
que una solution de un problema de valor inicial quiza no sera unica; por ejemplo, en el ejemplo 
3 de esa section el problema 


■j£ = y(0) = 0 (13) 

tiene dos solutiones cuando menos, las cuales Sony = 0 y y = x 4 /l 6. Ahora ya podemos resolver 
esa ecuacion. Si separamos vaiiables obtenemos 

Y ~ m dy - x dx, 
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queal integrar da 


2 y m - — + Cj o sea y = (— + c 

Cuando x = 0, y = 0, asi que necesariamente c = 0; por lo tanto, y = x 4 /16. Se perdio la solucion 
y = 0 al dividir entre y m . Ademas, el problema de valor inicial, ecuacion (13), tiene una cantidad 
infinitamente mayor de soluciones porque por cada election del parametro a > 0 la funcion 
definida en secciones 


y 


o, 



x<a 

x>a 


satisface al mismo tiempo la ecuacion diferencial y la condicion inicial (Fig. 2.3). 



Observacion 


En algunos de los ejemplos antaeriones vimos que la constants de la lamilia monoparametrica 
de soluciones de una ecuacion diferencial de primer oiden se puede ledefinir paia mayor 
comodidad. lambien se puede dar con fecilidad el caso de que dos personas lleguen a 
expresiones distintas de las mismas respuestas al resolver en forma correcta la misma ecuacion; 
por ejemplo, sepatando variables se puede demosbar que fomilias monopata metric as de 
soluciones de (1 +_v 2 )^ +(1 +x^)dy =0 son 

X + v 

arctan x + arctan y = c o bien --- _ c. 

J 1 - xy ~ 

Al avanzar en las siguientes secciones, el lector debe toner en cuenta que las fomilias de 
soluciones pueden ser equivalentes, en el sentido de que una se puede obtenerde otra, ya sea 
por redefinicion de la constante o por transforms ciones algebtaicas o trigonometric as. 


EJERCICIOS 2.1 


En los problemas 1 a 40 resuelva la ecuacion diferencial respectiva por separacion de variables. 

1. J = sen5x 2. ^ = (x + l) 2 

ax dx 
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3. dx + e 3x dy = 0 

7. xy' = 4y 


4. dx - x 1 dy = 0 

6. e x & = 2x 

dx 

8. ^ + 2*y = 0 
dx 


0 dy = f 

dx x 2 

u dx_ x 2 y 2 
U ' dy l+x 

13. & = e lx+2 > 
dx 

15. (4y + yx 2 ) dy - (2x + xy 2 ) dx 

16. (1 + x 2 + y 2 + x 2 y 2 ) dy = y 2 dx 

17. 2y(x + 1) dy = xdx 

“•*- v= 

2i. ~ = kS 

dr 

dP 

23. = P - P 1 

dt 

25. sec 2 * dy + cscydx = 0 

27 . e y sen 2x dx + cos x(e 2y — y) dy 

28. sec x dy = x cot y dx 

29. (e y + 1)V> dx + (e x + l) } e~ x dy 

30 . ^ = (1 + x2) ~ m{1 +y2)m 

31. (y -* yx 2 ) < ^= (y + l) 2 

33 dy xy + 3x - y - 3 

* dx xy -2x+ 4y~ 8 

35. = sen x(cos 2y - cos 2 y) 

dx 

dy 

3 6 . sec y — + sen(x — y) = sen(x + 

37 . xVl - y 2 dx = dy 

38 . y (4 — x 2 ) m dy = (4 + y 2 ) m dx 

39. ( e x + e~ x ) ~ = y 2 
dx 


10 . 


dy _ y + 1 


dx x 

u, ^ = 1 + V 

dy ysenx 


14. e x y 


*V dy — e ~y t e 2x y 


dx 


= 0 


18 . x 2 y 2 dy = (y + 1) dx 

20 dy = (2y±3\ 2 
dx \4x + 5/ 

22, iit = k(Q ~ 70) 

dN 

24. + N = Nte ,+2 

dt 

24. sen 3x dx + 2y cos 3 3x dy = 0 

= 0 


= 0 


32. -=— 

dx y y 

^ dy _ xy + 2y - x - 2 

dx xy - 3y + x - 3 


y) 


40. (x + Vx) ^ = y + Vy 
dx 


En los problemas 41 a 48 resuelva la ecuacion diferencial, sujeta a la condicion inicia) 
respectiva. 
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41. (e v + 1) sen x dx = (1 + cos x) dy, y( 0) = 0 
4 2. (1 + x 4 ) dy + x(l + 4y 2 ) dx = 0, y(l) = 0 

4 3. y dy = 4x(y 2 + l) m dx, y( 0) = 1 

44. ^ + ty = y, y(l) = 3 

dt 


i5 - d y~ = W 

47. x 2 y' = y - xy, y(-l) = -1 


46- 


dy _ y 2 - 1 
dx x 2 - 1 ’ 


48. y’ + 2y = 


y( 2) = 2 

l,y(0) = 


En los problemas 49 y 50 determine una solucion de la ecuacion differencial dada que pase por 
los puntos indicados. 

49. ^ - y 2 = -9 
dx 

(a) (0,0) (b) (0, 3) (c) (|,l) 

50. x $ = y 2 y 

dx 

(a) (0,1) (b) (0,0) (C)(U) 


51. Determine una solucion singular de la ecuacion en el problema 37. 

52. Halle una solucion singular de la ecuacion en el problema 39. 


Con frecuencia, un cambio radical en la solucion de una ecuacion differencial corresponde a un 
cambio muy pequeno en la condicion inicial o en la ecuacion misma. En los problemas 53 a 
56 compare las soluciones de los problemas de valor inicial respectivos. 

53. ^ = (y-l) 2 ,y(0)=l 


54. ^ = (y - l) 2 , y(0) = 1.01 

55. ^ = (y — 1)?, + 0.01, y(0) = I 
dx 

Sf. f = (y -1)' - 001. 7(0) = I 


Problemas para discusion 


57. Antes de discutir las dos partes de este problema, analice el teorema 1.1 y la definicion de 
una solucion imphfeita. 

a) Determine una solucion explicita del problema de valor inicial dyldx = —x/y, y(4) = 3. 
Defma el maximo intervalo, /, de validez de esta solucion. (Vease el ejemplo 2.) 

b) ^Cree c|ue x 2 + y 2 = 1 es una solucion implicita del problema de valor inicial dyldx = 
-x/y, yl 1) = 0? 

58. Se tiene la forma general dyldx = g(x)h(y), de una ecuacion differencial separable de primer 
orden. Si r es un numero tal que h(r) = 0, explique por que y = r debe ser una solucion 
constante de la ecuacion. 
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ECUACIONES EXAC1AS 

■ Diferencial exacta ■ Definition de una ecmcidn diferencial exacta ■ Metodo de solution 

La sencilla ecuacion y dx + x dy = 0 es separable, pero tambien equivale a la diferencial del 
producto de x por y; esto es, 

y dx + x dy = d(xy) = 0. 

A1 integrar obtenemos de inmediato la solution implicita xy = c. 

En calculo diferencial, el lector debe recordar que si z —f{x, y) es una funcion con primeras 
derivabas parciales continuas en una region R del piano xy, su diferencial (que tambien se llama 
la diferencial total) es 


dz = j-dx + j-dy. (1) 

dx dy 

Entonces, si/(tc, y) = c, de acuerdo con (1), 

^dx + ^dy = 0. ( 2 ) 

dx dy 

En otras palabras, dada una familia de curvas f(x, y) = c, podemos generar una ecuacion 
diferencial de primer orden si calculamos la diferencial total; por ejemplo, si x 2 - 5 xy + y 3 = c, 
de acuerdo con la ecuacion (2) 

(2x — 5y) dx + (—5* + 3y 2 ) dy ~ 0 o sea £ = 

Para nuestros fines, es mas importante darle vuelta al problema, o sea: dada una ecuacion 
como 


dy _ 5y — 2x 
dx -5x + 3 y 1 

^.podemos demostrar que la ecuacion equivale a 

d(x 2 -5xy + y i ) = 0? 


on exacta 


Una ecuacion diferencial M(x, y) + N(x, y) es una diferencial exacta en una regidn R del 
piano xy si corresponde a la diferencial de alguna funcion f(x, y). Una ecuacidn diferencial 

de primer orden de la forma 

M(x, y) dx + N(x, y)dy = Q 

cs una ecuacion diferencial exacta (di ferencial exacta o ecuacidn exacta), si la expresidn 

del I ado izquierdo es una diferencial exacta. 
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EJEMPLO 1 


Ecuaci6n difierenc ial exacta 


La ecuacion x^y 3 dx + x'y 1 dy — 0 es exacta, porque 

d = X Y dx + xY dy. 


Obsdrvese que, en este ejemplo, si M(x, y) = x z /y N(x, y) = x 3 /, entonces dM/dy = 3 xY 
= dN/dx. El teorema 2.1 indica que esta igualdad de derivadas parciales no es una casualidad. 


TEOREMA 2.1 


Criterio para una ecuocidn diferencial exacta 


Sean continuas Mix, y) y N(x, y), con derivadas parciales continuas en una region rectangu¬ 
lar, R, definida por a < X < b, c < y < d. Entonces, la condicidtt necesaiia y suficiente para 
que M(x, y) dx + N(X, y) dy sea una diferencial exacta es que 


3M = dN 
By dx 


(4) 


DEMOSTRACION DE IA NECESIDAD Para simplificar supongamos que M(x, y) y N(x, y) tienen 
primeras derivadas parciales continuas en toda (x, y). Si la expresion M(x, y) dx + N{x, y) dy es 
exacta, existe una funci6n/tal que, para todo x de R, 


M(x, y)dx+ N(x, y) dy = ^dx + ^dy. 

En consecuencia ^^ X, ^ = ^x’ = 

dM _ d fd[\ _ d 2 f _ d_ /df\ = dN_ 

^ dy dy\dx) dydx dx \dy) dx 

La igualdad de las derivadas parciales niixtas es consecuencia de la continuidad de las primeras 
derivadas parciales de M(x, y) y N(x, y). ■ 

La parte de la suficiencia del teorema 2.1 consiste en demostrar que existe una funcion,/ 
para la cual dfldx = M(x, y), y dfldy = N(x, y) siempre que se aplique la ecuacion (4). En realidad, 
la construction de la funcidn/constituye un procedimiento basico para resolver las ecuaciones 
diferenciales exactas. 

Metodo de solucion Dada una ecuacion de la forma M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0, se 

determina si es valida la igualdad (4). En caso afiiativo, existe una funcionfpara la cual 
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Podemos determinar f si integramos M(x, y) con respecto a x, manteniendo y cons tan te: 


f(x,y) = jM(x,y)dx + g(y). 


(5) 


en donde la funcion arbitraria gO) es la “constante” de integration. Ahora derivamos (5) con 
respecto ay, y suponemos que dfldy - N(x, y) ! 

Yy~Ty\y)dx\ g'{y)='N{x,y). 

d f 

Esto da g'(y) = N(x, y)~ — jM(x , y) dx. (6) 

Por ultimo integramos (6) con respecto a y y sustituimos el resultado en la ecuacion (5). La 
solucion de la ecuacion es /(x, y) = c. 


%<yta, 

Es peitinentB haceralgunasobseivaciones. La primera, es impoitante daise cuenta de que la expiesion 
N(x, y) — (d/dy) j M(x, y) dx en la ec uac ion (6) es independents de x poique 

S ["(*•!’) - T, I “('•>■)*] = f ■' Ty (si *) ■ ‘°' 

En segundo lugar, tambien pudimos iniciarel pnocedimiento anteriorsuponiendo que dJJdy = N(x, y). 
Despues de integiar N con respecto a y y derivar el resultado, llegariamos a los ana log os de las 
ecuaciones (5) y (6) que serian, respectivamente, 

f(x, y) = | N(x, y) dy + h(x) y h'(x) = M(x, y)-^| N(x, y)dy. 

En ambos casos, no se deben memorizar las Foimulas. 


EJEMPLO 2 


Solucion de una ecuacion diferencial exacta 


Resolver 2 xy dx + (x 2 - 1) dy = 0. 

SOLUCION Igualamos M(x, y) = 2 xy y N(x, y) = x 1 - 1 y tenemos 


dM _ 2x dh 

dy X dx 

En consecuencia, la ecuacion es exacta y, de acuerdo con el teorema 2.1, existe una funcion 
f(x, y) tal que 


& = 2xy y -^ = x 2 - 1. 

dx dy 
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A1 integrar la primera de estas ecuaciones obtenemos 

fix, y) = x 2 y + giy). 

Determinamos la derivada parcial con respecto a y, igualamos el resultado a N(x, y) y 
obtenemos 

0 = x 2 + g'(y) = x 2 -1. <r-N(x,y) 

Por lo tanto, giy ) = -1 Y g(y) = ~y- 

No es necesario incluir la constante de integration en este caso porque la solucion es fix, y) 

= c. En la figura 2.4 se ilustran algunas curvas de la familia x 2 y —y=c. 



RGURA 2.4 


'H-ota 

La solucion de la ecuacion no es f(x, y ) = X^y—y, si no que es fix,y ) =c o f{x, y) =0, si se usa una 
constante en la integiacion de g\y ). Observese que la ecuacion tambien se podn'a haber lesueHo 
porseparacion de variables. 


EJEMPLO 3 


Solucion de una ecuacion diferencial exacta 


Resolver (e 2y —y cos xy ) dx + (2xe 2y - x cos xy + 2 y) dy = o. 


SOLUCION La ecuacion es exacta, porque 


m 

dy 


n , dN 

= 2e ly + xysenxy — COS xy — —■ 

oX 


Entonces, existe una fvmcion/(x, y) para la cual 

M{ - X,y)= i Y N ( x >y ) = ^ 




Para variar, comenzaremos con la hipotesis que dfldy = N{x, y); 
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esto es, ^ = 2xe ly - x cos xy + 2y 

f(x, y) = 2x j e 2y dy - x J cos xy dy + 2 J y dy. 

Recuerdese que la razon por la que x sale del si'mbolo J es que en la integracion con respecto 
ay se cotisidera que x es una constante ordinaria. Entonces 

fix, y) = xe 2y -sen xy+y 2 + h(x) 

- e ly _ y cos xy + h'(x) = e 2y - y cos xy, <- M(x. V) 

as! que h’(x) = 0, o h(x) = c; por consiguiente, una faniilia de soluciones es 

xe 2y - sen xy + y 2 + c = 0. 


EJEMPLO 4 


Un problema de valor inicial 

Resolver el problema de valor inicial 


Entonces 


(cos x sen x - xy 2 ) dx+ y {\ -x 2 )dy = 0, _y(0) = 2. 


solucion La ecuacion es exacta, porque 


dM_ _ _ = dN' 
dy dx 

dy = 

fix, y)= y ~ (I - X’) + h(x) 


£ = 

dx 


-xy 1 + h’(x) = cosxsenx — xy 2 


La ultima ecuacion implica que h’(x) = cos x sen x. A1 integrar obtenemos 
h(x) = -J (cos x)( -senx dx) = - 1 cos 2 x. 


Asi 


v 2 1 

JL (i _ x ’) - - cos 2 ^ = c, o sea y\ 1 - x 1 )- cos 2 x = c, 
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c 


en donde c reemplazo a 2c\ Para que se cumpla la condition initial y — 2 cuando x = 0, se 
requiere que 4( 1) - cos 2 (0) = c -es decir, que c = 3-. Asf, una solution del problema es 
^(1 -x 2 ) - cos 2 * = 3. 


Observation 


Al piobarsi una ecuacion esexacta se debe aseguiarque tiene la ibima precisa M(x, y) dx + 
H(x ,y)dy— 0. Quiza en oc asiones haya una ec uac ion dHenenc ia I de la foima C(x, y)dx = H{x, 
y) dy. En este caso se debe lelbimular primero como G(x, y) dx - H(x, y) dy = 0, y despues 
identificar A/(.ic, y) =G(x, y),yN (x, y) = -H(x, y), y solo entoncesaplicarla ecuacion (4). 


EJERCtCIOS 2.2 


En los problemas 1 a 24 determine si la ecuacion respectiva es exacta. Si lo es, resuelvala. 

1. (2x - 1) dx + (3y + 7) dy = 0 

2. ( 2x + y) dx - (x + 6 y) dy - 0 

3. (5x + 4y) dx + (4x - By 3 ) dy - 0 

4 (seny - y sen x) dx + (cos x + x COS y - y) dy = 0 

5. (2>- 2 Jt - 3) dx+ (2yx 2 + 4) dy = 0 

6. ( 2v -- + cos 3 x)^ + ^-4jc 3 + 3ysen3x = 0 

\ X / dx X 2 

7. ( x + y)( x ~ y) dx + x(x - 2y) dy - 0 

8. ^1 + In x + dx = (1 — In x) dy 

9. (y 3 - y 2 sen x - x) dx + (3 xy 2 + 2 y cos x) dy = 0 

10. (x 3 + y 3 ) dx+ 3 xy 2 dy = 0 

11. (ylny - e~ xy )dx + ^ + xlny^ dy = 0 

2x x^ 

12 — dx-- 2 dy = 0 

. x y 

13. x^j- = 2xe z - y + 6x 2 
dx 

14 (3 x 2 y + e y ) dx + (x 3 + xe y - 2y) dy = 0 

15. (i - \ + yj dx + (i - ^ dy- ° 

16. V + 2 xy cosh v)/ + xy 2 senh x + y 2 COSh x = 0 

17. uy - ■ ■ 1 n J ^ + x 3 y 2 = 0 

1+9 X 2 ay 

18. (5y - 2 x)y'- 2y = 0 

19. (tan x — sen x sen y) dx + cos x cos y dy - 0 
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20, (3x COS 3x + sen 3*- 3) dx + (2y + 5) dy = 0 

21. (1 - 2x 2 - 2y) ^ = 4jc 3 + 4xy 


22, (2y sen x COS X — y + 2yV r ) dx = (x - sen 2 x - 4xye' 3 ' ) dy 

23, (4x 3 y - 15x 2 - y) dx + (x 4 + 3y 2 - x) dy = 0 


24, 


i + i- 


x 2 + y- 


dx 4 I ye 3, + 


x 2 + y‘ 


dy = 0 


En los problemas 25 a 30 resuelva cada ecuacion diferencial sujeta a la condition inicial 
indicada. 


25. (x + y) 2 dx + (2xy + x 2 - 1) dy = 0, y(l) = 1 
2 6, (e* + y) dx + (2 + x + ye y ) dy = 0, y(0) — 1 
2 7, (4y + 2x - 5) dx + (6y + 4x - 1) dy = 0, y (-1) = 2 

28 (^)£ + 2 ? = °' * 1)=1 

29. (y 2 cos x - 3x 2 y - 2x) dx + (2ysenx - x 3 + iny) dy = 0, y(0) = e 
30 ' + cos ^ “ ^ -Esen xc), y(0) = 1 


En los problemas 3 1 a 34 determine el valor de k para que la ecuacion diferencial correspon- 
diente sea exacta. 

31. (y 3 + kxy A — 2x) dx + (3xy 2 + 20x 2 y 3 ) dy = 0 

3 2 . (2x - y s e n x y + ky 4 ) dx — (20xy 3 + xsenxy) dy = 0 

3 3 , (2xy 2 + ye") dx + (2 x 2 y + ke x - I ) dy = 0 

3 4 , (6xy 3 + cos y) dx + ( kx 2 y 2 - X sen y) dy = 0 

35. Deduzca una funcion M(x, y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta: 


M(x, y)dx + 


xe xy + 2 xy + • 


dy = 0. 


36. Determine una funcion N(x, y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta: 

i^y m x~ m + X + dx + N(x, y) dy = 0. 

A veces es posible transformar una ecuacion diferencial no exacta, M(x, y) dx + N(x, y) dy - 0 
en una exacta multiplicandola por un factor integrante nix, y). En los problemas 37 a 42 
resuelva la ecuacion respectiva comprobando que la funcion indicada, y/(x, y), sea un factor 
integrante. 

3 7. 6xy dx + (4y + 9x 2 ) dy = 0, ^u,(x, y) = y 2 ** 

38. -y 2 dx + (x 2 + xy) dy = 0, /x(x, y) = 

x y 

39. (-xy sen x + 2y cos x) dx + 2x cos x dy = 0, //.(x, y) = xy 
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40. y(x + y + 1) dx + (x + 2 y) dy = 0, ^(x, y) = e x 

41. (2 y 2 +3 x) dx + 2 xy dy = 0, fi(x, y) = x 

42. (x 2 + 2xy - y') dx + (y 2 + 2 xy - x 2 ) dy = 0, fi(x, y) = (x + y) 2 

Problema para discusion 

43. Revisemos el concepto de factor integrante que se presento en los problemas 37 a 42. Las 
dos ecuaciones, Mdx + N dy = 0 y /jM dx + /iN dy = 0, £S0n necesariamente equivalentes 
en el sentido que una solucion de la primera tambien es una solucion de la segunda o 
viceversa? 



ECUACIONES UNEALES 

■ Definition de una ecuacion diferencial lineal m Foma normal de una ecuacion lineal 

■ Variacion de parametros UMetodo de’solucion ■ Factor integrante ■ Solucion general 

■ Funcion definida por una integral 


En el capltulo 1 definimos la forma general de una ecuacion diferencial lineal de orden n como 
sigue: 


S + a "- lW + " ’ + a ' M f x + a ^ x)y = sto- 

Recuerdese que linealidad quiere decir que todos los coeficientes solo son funciones de x y que 
y y todas sus derivadas estan elevadas a la primera potencia. Entonces, cuando n — 1, la ecuacion 
es lineal y de primer orden. 


DEFINICION 2.3 


Ecuacion lineal 


Una ecuacion diferencial de primer orden, de la forma 


oi(x) 



ao(x)y = g(x) 



es una ecuacion lineal. 

A1 dividir ambos lados de la ecuacion (1) entre el primer coeficiente, a\(x), se obtiene una 
forma mas util, la forma est&ndar de una ecuacion lineal: 

& + P(x)y=Ax )• ( 2 ) 

Debemos hallar una solucion de (2) en un intervalo I, sobre el cual las dos funciones P yfsean 
continuas. 
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En la description que sigue ilustraremos una propiedad y un procedimiento, y terminare- 
mos con una formula que representa una solution de (2). La propiedad y el procedimiento son 
mas importantes que la formula, porque ambos se aplican tambien a ecuaciones lineales de 
orden superior. 

Propiedad El lector puede comprobar por sustitucion directa que la ecuacion diferencial 
(2) tiene la propiedad de que su solution es la suma de las dos soluciones, y = y c + y p , donde 
y c es una solution de 


+ P(x)y = o (3) 

dx 

y y p es una solucion particular de (2). Podemos determinar y c por separacion de variables. 
Escribimos la ecuacion (3) en la forma 

^ + P(x) dx = 0, 

al integrar y despejar ay obtenemos y c = ce~^ />(r) ‘*. Por comodidad definiremos y c = cy\(x ), en 
donde y] - Aplicaremos de inmediato el hecho que dy\/dx + P{x)y\ = 0, para determinar 

a y P - 


Procedimiento Ahora podemos definir una solucion particular de la ecuacion (2), si- 
guiendo un procedimiento llamado variation de parametros. Aqui, la idea basica es encontrar 
una funcion, u, tal que y p = «(jc)yi(A:), en que y i, que esta definida en el parrafo anterior, sea una 
solucion de la ecuacion (2). En otras palabras, nuestra hipotesis de y p equivale ay, = cy\{x). 
excepto que el “parametro variable” u reemplaza a c. Al sustituir y p = uy\ en (2) obtenemos 


~[uyi] +P(x)uy ] =f(x) 

u ^ + y ^ + P(x)uy ^ fix) 


-dx +P{x) y' 






de modo que 
Separamos variables, integramos y llegamos a 


du = dx 

y iW 


_ f/w 


M = l 


dx. 


De acuerdo con la definicion de 


yu 


tenemos 


y P ~ uy\ = e iP(l)dx J e IPh),h f(x) dx. 
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Asf, 


y = y c + y p = ce + e ^ l>,x)dx j e^ Pix]dx f{x) dx. (4) 

Entonces, si (1) tiene una solution, debe poseer la forma de la ecuacion (4). Retiprocamente, 
por derivation directa se comprueba que la ecuacion (4) es una familia monoparametrica de 
soluciones de la ecuacion (2). 

No se debe tratar de memorizar la ecuacion (4). Hay un modo equivalente y mas facil de 
resolver la ecuacion (2). Si se multiplica (4) por 

e i p(x)dx (5) 

y despues se deriva e JP(x)dxy ~ c + j e S p ( x '> dx f(x) dx (6) 

— f e l PWdxy] _ e !PMdl f(x), (7) 

dx 

llegamos a & + P{x)e^y = e^ p ^f{x). ( 8 ) 

A1 dividir este resultado entre obtenemos la ecuacion (2). 

Metodo de solucion El metodo que se recomienda para resolver las ecuaciones (2) 
consiste, en realidad, en pasar por las ecuaciones (6) a (8) en orden inverso. Se reconoce el lado 
izquierdo de la ecuacion (8) como la derivada del producto de por y. Esto lleva a (7). A 

continuacion integramos ambos lados de (7) para obtener la solucion (6). Como podemos 
resolver (2) por integration, despues de multiplicar por esta funcion se denomina factor 

integrante de la ecuacion diferencial. Por comodidad resumiremos estos resultados. 

Solucion de una ecuacion lineal de primer orden 

i) Para resolver una ecuacion lineal de primer orden, primero se convierte a la forma de 

(2); esto es, se hace que el coeficiente de dyldx sea la unidad. 

ii) Hay que identificar P(x) y definir el factor integrante, 

iii) La ecuacion obtenida en el paso i se multiplica por el factor integrante: 

eimdx & + p (x ) e \P(x)dx y = e jP(x)d*f( x y 

iv) El lado izquierdo de la ecuacion obtenida en el paso Hi es la derivada del producto del 
factor integrante por la variable dependiente, y\ esto es, 

A [ e lnx)dx y] = e \P^f( x ), 


v) Se integran ambos lados de la ecuacion obtenida en el paso iv. 


Seccion 2.3 Ecuaciones lineales 55 


EJEMPLO 1 


Solucion de una ecuacion diferencial lir.eal 


Resolver x ^ - 4v = x 6 e x . 
dx 

SOLUCION A1 dividir entre x llegamos a la forma normal 

—— ~y = xV'. (9) 

dx x 

As! escrita, reconocemos que P(x) = -Mx y entonces el factor integrante es 

g-4/ai/i = g-41n|.i| — ginx 4 = ^-4. 

Hemos aplicado la identidad basica />'° 8 '* N = N, N > 0. Ahora multiplicamos la ecuacion (9) 
por este termino, 


y obter and obtain 


x “4 4x 5 y = xe\ 
dx 


( 10 ) 

( 11 ) 


Si integramos por partes, llegamos a 


X 4 y = xe x ” e x + C o sea y = x 5 e x - x 4 e x + cx 4 


EJEMPLO 2 


Solucion de una ecuacion diferencial lineal 


Resolver ^— 3v = 0. 
dx 

SOLUCION Esta ecuacion diferencial se puede resolver separando variables. Tambien, 
como la ecuacion se encuentra en la forma normal (2), tenemos que el factor integrante es 
gji-Vd* = Multiplicamos la ecuacion dada por este factor y el resultado es e~ 3x dy/dx - 
3 e~ ix y = 0. Esta ultima ecuacion equivale a 


£ x [e-y]=0. 


A1 integrar obtenemos e ix y - c y, por consiguiente, y - ce ix . ■ 

Solucion general Si se supone que P{x) y f(x) son continuas en un intervalo / y que Xq 
es cualquier punto del intervalo, entonces, segun el teorema 1.1, existe solo una solucion del 
problema de valor inicial 


f x + 


y(x o) = yo- 


( 12 ) 
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Pero habiamos visto que la ecuacion (2) posee una familia de soluciones y que toda solution 
de la ecuacion en el intervalo / tiene la forma de (4). Asi, para obtener una solucion de la 
ecuacion (12) basta hallar un valor adecuado de c en la ecuacion (4). Por consiguiente, el 
nombre solucion general que aplicamos a (4) esta justificado. Recuerdese que, en algunos 
casos, llegamos a soluciones singulares de ecuaciones no lineales. Esto no puede suceder en 
el caso de una ecuacion lineal si se pone la atencion debida a resolver la ecuacion en un intervalo 
comun, en que P (x) y f(x) sean continuas. 


EJEMPLO 3 


Solucion general 


Determinar la solucion general de ( x 2 + 9) ,4*v--0. 

dx 


SOLUCION 


Escribimos 


<k + x . 
dx V + 9 


^ = 0 - 


La funcion P (x) = x/(x 2 + 9) es continua en (- 00, °°). Entonces, el factor integrante para la 
ecuacion es 


e jxdxl(x 2 +9) — f ,iJ2xdxl(x 2 +9) _ giln(i 2 +9) _ + 9 


y asi 


Vx 2 + 9 ^ - , v - o 

dx Vx 2 + 9 


A1 integrar 

^ [Vx 2 + 9 y] = 0 da como resultado Vx 2 + 9 y = c. 


Asi pues, la solucion general en el intervalo es 

__ c 

y ~ Vx 2 + 9' ■ 

A exception del caso en que el primer coeficiente es 1, la transformation de la ecuacion 
(1) a la forma normal (2) requiere dividir entre ai(x). Si ai(x) no es una constante, se debe tener 
mucho cuidado con los puntos donde a\(x) = 0. En forma especrfica, en la ecuacion (2), los 
puntos en que P (x) -obtenida dividiendo ao(x) entre ai(x)— sea discontinua son potencial- 
mente problematicos. 


EJEMPLO 4 


Problema de valor initial 


Resolver el problema de valor inicial x 


d£ 

dx 


+ y = 2x, 


VI) = 0. 


SOLUCION Escribimos la ecuacion dada en la forma 
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y vemos que P(x) = \/x es continua en cualquier intervalo que no contenga al origen. En 
vista de la condicion inicial, resolveremos el problema en el intervalo (0, oo). 

El factor integrante es e^ Mx = e lnx = x, y asi 


f s M- 2x 

que es igual a xy = x + c. Despejamos y y lleganios a la solucion general 

, c 

y = x + 

* 

Pero y( 1) = 0 implica que c = - 1; por consiguiente, la solucion es 

y = x - 0 < jc < oo. 

x 


(13) 


(14) 


La grafica de la ecuacion (13), como familia monoparametrica de curvas, se presenta 
en la figura 2.5. La solucion (14) del problema de valor inicial se indica como la llnea 
gruesa en la grafica ■ 



El ejemplo siguiente muestra como resolver la ecuacion (2) cuandoftiene una disconti- 
nuidad. 


EJEMPLO 5 


Una f(x) discontinua 


Determinar una solucion continua que satisfaga 


dy 

dx 


+ y=f(x), en donde 


/(*) = 


1 , 0<x<l 
0, x > 1 


y la condicion inicial y(0) = 0. 
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RGURA 2.6 


SOLUCION En la figura 2.6 vemos que/es continua en intervalos, con una discontinuidad 
en x = 1, En consecuencia, resolveremos el problema en las dos partes que corresponden a 
los dos intervalos en que/esta definidd. Para 0 < x < 1, 


dy 

dx 


+ y = 1 0, lo que es igual, 




A1 integrar la ultima ecuacion y despejar y, obtenemos y = 1 + c\e x . Como XO) = 0, se debe 
cumplir que c\ = -1 y, por consiguiente, 


Parax > 1, 


y = i 


0 < x < 1. 




da como resultado y = c^e *. Por lo anterior podemos escribir 


3 / = 



0 < x ^ 1 
X>\. 


Ahora, para que y sea funcion continua, necesitamos que lim* ^ = y( 1). Este requisito 

equivale a C 2 e~' = 1 - c" 1 , o bien, C 2 = e — 1. Como vemos en la figura 2.7, la funcion 


y = 


\ 1 - e~ x , 0 < x < 1 
{(e — l)e~ x , x > 1 


es continua pero no es diferenciable en x = 1. 



RGURA 2.7 
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Funciones definidas por integrates Algunas funciones simples no poseen antideri- 
vadas que sean funciones elementales, y las integrales de esas funcione; se llaman no 
elemental. Por ejemplo, el lector habra aprendido en calculo integral que je x dx e J sen x 2 dx 
no son integrales elementales. En matematicas aplicadas se defmen algunas funciones impor- 
tantes en terminos de integrales no elementales. Dos de esas funciones son la funcion de error 
y la funcion de error complementario: 

erf(.r) = ^-j e dt y erfc(x) = J e dt. (15) 

Como (2/Vp)J 0 e~‘ dt - 1, tenemos que la funcion de error complementario, erfc(x), se rela- 
ciona con erf(x) mediante erf(x) + erfc(x) = 1 [Ec. (15)]. Debido a su importancia en areas 
como probabilidad y estadfstica, se cuenta con tablas de la funcion de error. Sin embargo, 
observese que erf(0) = 0 es valor obvio de la funcion. Los valores de la funcion de error tambidn 
se pueden determinar con un sistema algebraico de computacion (SAC). 



la funcion de error 


Resolver el problema de valor inicial 


dx &2xy = 2, y(0) = 1. 


SOLUCION Como la ecuacion ya se encuentra en la forma normal, el factor integrante es 
_ 2 

e x , y entonces, partiendo de 


d_ 

dx 


\e *y] = 2e x " 


obtenemos 


y = 2e* 2 \ x 
Jo 


e r dt + ce x 


( 16 ) 


Sustituimos y(O) = 1 en la ultima expresion y obtenemos c = 1; por consiguiente, la solucion 
del problema es 


y = 2e xl e ' 2 dt + e' 2 = e*‘[l + Vff erf(x)]. 

La grafica de esa solucion, que aparece en lrnea gruesa en la figura 2.8, junto a otros 
miembros de la familia definida por la ecuacion (16), se obtuvo con un sistema algebraico 
de computo. ■ 



FIGURA 2.8 Algunas soluciones de y'- 2xy = 2 


Empleo de computadoras Algunos sistemas algebraicos de computacion (programas 
matematicos) son capaces de dar soluciones explfcitas para algunos tipos de ecuaciones 
diferenciales; por ejemplo, para resolver la ecuacion y + 2y - x, se teclea 
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DSolve[y’[x] + 2y[x] = = x,y[x],x] (en Mathematics) 
y dsolve(diff(y(x),x) + 2*y = x,y(x)); (en Mnpie) 

y se obtiene, respectivamente, 


,, ^ ,i, x crii 

y[x] - > - (-) + 2 + £ 2 x 

y y(x) = 1/2 x l/4+exp( 2 x)_Cl 

Traducidos a la simbologi'a normal, ambos son y = - 1 + 1 x + ce~ 


Observacibn 


A veces, una ecuacion difeiencial de primer oiden no es lineal en una variable, pero si en la 
otia; porejemplo, a causa del teimino v 2 , la ecuacion difeiencial 


dy_ _ 1 _ 

dx x + y 2 

no es lineal en la variable y ; mas su teci'pioca 

dx , , dx , 

— = x + v o bien —— x = y 
dy 7 dy J 

st lo esen x. B lectordebe compiobarque el factor integiante sea ~ =e~ y y que se obtenga 
x = —y — 2y — 2 + ce y , integrando por partes. 


EJERCICIOS 2.3 


En los problemas 1 a 40, determine la solucion general de la ecuacion diferencial dada. 
Especilique un intervalo en el cual este definida la solucion general. 


i (i y « 

3. 3 & + 12» = 4 
dx 

5. ^ + y = e lx 
dx 


7. y' + 3x 2 y = * 2 
9. x 2 y' + xy = 1 


2. ^ + 2y = 0 

dx 


4. x^ + 2y = 3 
dx 

6. *j- = y + e x 
dx 


8 . y' + 2ry = x l 
10. y' = 2y + x 2 + 5 


12 . 


dx 

dy 


x + y 


11. (x + 4y 2 ) dy + 2y dx = 0 
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13. x dy ~ (x sen x - y) dx 

14 . ( 1 + x 1 ) dy + (xy + x 1 + x) dx = 0 


15. (1 + e x )^r + e x y~ 0 
dx 

dy 

1% cos x ~ + ysen x = 1 


16. (1-x 3 )—= 3x 2 y 
dy 

18. 7 - + y cot x = 2 cos x 

dx 

20. (1 + x)y’ - xy = x + x 2 
22. xy' + (1 + x)y = e~ x sen 2 x 


dy 


= — 


19. x^ + 4y = x 
dx 


21. x 2 y' + x(x + 2 )y = e x 

23. cos 2 x sen x dy + (y cos 3 x - 1) dx~ 0 

24. (1 — cos x) dy + (2ysenx — tanx) dx = 0 

25. y dx + (xy + 2x - ye y ) dy = 0 

26. (x 2 + x) dy = (x" + 3xy + 3y) dx 


27. x^j- + (3x + l)y = e 3 * 
dx 

29. y dx 4(x + y") dy = 0 

33. y dx + (x + 2xy 2 - 2 y) dy = 0 

34. y dx = (ye y - 2x) dy 

dr 

3 5 t— + r sec 0 = cos 6 
dd 

37. (x + 2) 2 ^ = 5-8y-4xy 
39. y' ~ (10 - y) cosh x 


dy 


28. (x+ l)^ + (x + 2)y = 2xe- 
dx 

30. xy' + 2y = e x + In x 

32. ~ — y =senhx 
dx 


3 6 ~ + 2tP = P + 4t-2 

. dt 

38. (x 2 - 1 ) 7 ^ + 2y = (x + l ) 2 
dx 

40. dx = (3e- v - 2x) dy 


En los problemas 41 a 50 resuelva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a la condition 
inicial indicada. 

41. 5y = 20, y( 0 ) = 2 

dx 

42. y’ = 2y + x(e 3 * - e 2x ), y(0) = 2 

43. L~ + Ri = E; L, R y E son constantes, j(0) = /q 

dt 

44. y~ — x = 2y 2 , y(l) = 5 

45. y’ + (tan x)y = cos 2 x, y(0) = -1 

46. ^=5x 4 e, Q(0)=-7 
dx 

47. = k(T — 50); k es una constante, T(0) = 200 
dt 
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48. x dy + (xy + 2y — 2e x ) dx = 0, y(l) = 0 

49. (x + l)=£ + y = lnx, ^ y(l)=10 

50. xy’ + y = e x , y(l) = 2 


Determine una solucion continua que satisfaga la ecuacion general dada en los problemas 5 1 
a 54 y la condicion inicial indicada. Emplee una graficadora para trazar la curva solucion. 


51. f x + 2 y =/(*),/(*) = ' 

52. ^ + y = f(x), fix) = 

53. ^ + 2 xy=f(x), fix) 


k 

553 = 3, 

i, 

0<x < 1 


x>\ 

(x, 

0<* < 1 


x>\ 


< 3 , y(0) = 0 

y( 0) = 1 


54. (1 + X 2 ) ^ + 2xy = f(x), f(x ) = j ^ * < \ y(0) = 0 

55. La funcion integral seno se define por Si(x) = ~y~dt, donde se define que el integran- 
do sea 1 cuando / - 0. Exprese la solucion del problema de valor inicial 


jc 3 ^ + 2 * 2 y = lOsenjt, y(l) = 0 


en terminos de Si(x). Utilice tablas o un sistema algebraico de computation para calcular 
y(2). Use un programa para ecuaciones diferenciales (ODE solver) o un SAC para graficar 
la solucion cuando x > 0. 

56. Demuestre que la solucion del problema de valor inicial 

|-2^- -I, ,(0)=f 

es y = -fp/2)/ erfc(x). Use tablas o un sistema algebraico de compute para calcular y(2). 
Grafique la curva de solucion con un programa ODE solver o un SAC. 

57. Exprese la solucion al problema de valor inicial 

- 2xy = 1# y(l)= 1 


en terminos de la erf(x). 

Problemas para discusidn 

58. El analisis de las ecuaciones diferenciales no lineales comienza, a veces, omitiendo los 
terminos no lineales de la ecuacion o reemplazandolos con terminos lineales. La ecuacion 
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diferencial que resulta se llama linealizacion de la primera ecuacion; por ejemplo, la 
ecuacion diferencial no lineal 





(17) 


donde r y K son constantes positivas, se usa con frecuencia como modelo de una poblacion 
creciente pero acotada. Se puede razonar que cuando P se acerca a cero, el termino no 
lineal P 2 es insignificante. Entonces, una linealizacion de la primera ecuacion es 


dP 

dt 


= rP , 


( 18 ) 


Supongamos que r = 0.02 y que K = 300. Con un programa comparese la solucion de la 
ecuacion (17) con la de la (1 8), con el mismo valor inicial P(0 ). Haga lo anterior para un 
valor inicial pequeno, P(O) — 0.5 o P(O) = 2, hasta P(O) = 200 por ejemplo. Escriba sus 
observaciones. 

59. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales aparece al estudiar un tipo especial de 
elementos de una serie radiactiva: 


dx 

dt 


= -* Ajx 


in 

dt 


= Apr - A 2y, 


en donde Ai y A 2 son constantes. Describa como resolver el sistema, sujeto a x(O) -Xq, y(O) 

=yo- 

60. En las dos partes de este problema, suponga que ay b son constantes, que P(x),f(x),f\(x) 
y fi(x) son continuas en un intervalo / y que *o es cualquier punto en I. 

a) Suponga que y\ es una solucion del problema de valor inicial y’ + P{x)y = 0, >-(x 0 ) = a, 
y que yi es una solucion dey’ + P(x)y ~f(x), X x o) = 0. Detemiine una solucion dey’ + 
P(x)y = f(x), y(x 0) = a. Demuestre que su solucion es correcta. 

b) Suponga que y\ es una solucion dey’ + P(x)y =f\(x), y(x0) = a y que >>2 es una solucion 
dey’ + P{x)y=fiix), y(x 0 ) = (5. Si y es una solucion dey’ + P{x)y-f\(x)+ / 2 (x), ^cual 
es el valor y(xo)? Demuestie su respuesta Si y es una solucion dey’ + P(x)y - C\f\(x) 
+ Cifiix), donde C\ y C 2 son constantes espedficadas ai'bitraiiamente, ^cual es el valor 
de y(x 0 )? Justilique su respuesta. 


SOLUCIONES POR SUSITTUCION 

■ Sustitucion en una ecuacion diferencial ■ Funcion homogenea • Ecuacion diferencial homogenea 

■ Ecuacion general de Bernoulli 

Sustituciones Para resolver una ecuacion diferencial, reconocemos en ella derto tipo de 
ecuadon (separable, por ejemplo), y a continuadon aplicamos un procedimiento formado por 
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etapas especificas del tipo de ecuacion que nos conducen a una funcion diferenciable, la cual 
satisface la ecuacion. A menudo, el primer paso es transformarla en otra ecuacion diferen- 
cial mediante sustitucion. Por ejemplo. supongamos que se quiere transformar la ecuacion de 
primer orden dy/dx =f(x, y) con la sustitucion y = g(x, u), en que u se considera funcion de la 
variable x. Si g tiene primeras derivadas parciales, entonces, la regia de la cadena da, 

= g x (x, u) + g u (x, u)~ 

dx dx 

A1 sustituir dy/dx con f(x, y) y y cong(x, u) en la derivada anterior, obtenemos la nueva ecuacion 
diferencial de primer orden 


f(x,g(x , u)) = g x (x, u ) + g u (x, u) — 

que, despues de despejar duidx , tiene la forma du/dx = F(x, u). Si podemos determinar una 
solucion u = (j)(x ) de esta segunda ecuacion, una solucion de la ecuacion diferencial ordinaria 
es y = g(x, </>(x)). 

Uso de sustituciones: ecuaciones homogeneas Cuando una funcionftiene la pro- 
piedad 


f(tx, ty ) = ffix, y) 

para un numero real a, se dice quefes una funcion homogenea de grado a; por ejemplo,/( jc, 
y) = x 3 + y 3 es homogenea de grado 3, porque 

f(tx, ty) = (txf + ( ty) 3 = t\x' + y’) = ?3 /(^. y), 

mientras que/(x, y) = x 3 + y 3 + 1 no es homogenea. 

Una ecuacion diferencial de primer orden, 

M(x, y) dx + N(x, y)dy = 0 (1) 

es homogenea si los coeficientes My N, a la vez, son funciones homogeneas del mismo grado. 
En otras palabras, la ecuacion (1) es homogenea si 

M(tx, ty) = t a M(x, y) Y N(tx, ty) = t a N(x, y). 

Metodo de solucion Una ecuacion diferencial homogenea como M(x, y) dx + N{x, y) dy 
= 0 se puede resolver por sustitucion algebraica. Especificamente, alguna de las dos sustitu¬ 
ciones y = ux, o x = vy, donde u y v sou nuevas variables dependientes, reducen la ecuacion a 
una ecuacion diferencial separable, de primer orden. Para demostrarlo, sustituimos y = ux y 
su diferencial, dy = u dx + x, en la ecuacion (1): 

M(x, ux) dx + N(x, ux)[u dx + x du] = 0. 

Aplicamos la propiedad de homogeneidad para poder escribir 


x a M (1, u) dx + x a N(l, u)[u dx + x du] = 0 
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0 bien 


que da 


[M( 1, u ) + uN( 1, u)] dx + x/V(l, u) du = 0, 

dx N(\,u)du 
x M(l, «) + uN(l, U) = 


Volvemos a insistir en que esta formula no se debe memorizar; mas bien, cada vez se debe 
aplicar el metodo. La demostracion de que la sustitucion x = vy en la ecuacion (1) tambien 
conduce a una ecuacion separable es analoga. 


EJEMPLO 1 


Solucion de una ecuacion diferencial homogenea - 

Resolver (x 2 + y 2 ) dx+ (x 2 - xy) dy = 0. 

SOLUCION A1 examinar Mix, y) = x 2 + y 2 y N(x, y) = x 2 - xy vemos que los dos 
coeficientes son funciones homogeneas de grado 2. Si escribimos y = ux, entonces dy = u dx 
y asi, despues de sustituir, la ecuacion dada se transforma en 

(x 2 + U 2 X 2 ) dx + (x’ - iix 2 )[u dx + X dll] = 0 

x\\ + u) dx + x 3 (l - u) du = 0 

l~ u . ,dx 

-- du H-= 0 

1 + U X 


, , 2 1 , . dx _ _ 

— 1 + -- uU t — U. tdivisionlarga 

1 + u\ X 


Luego de integrar, el ultimo renglon se transforma en 

-u + 2 ln| 1 + u\ + ln|x| = ln|c| 


- ^ + 2 In 

x 


1 +■ 


+ ln|x| — ln|c|. sustitucion inversa U = ylx 


Aplicamos las propiedades de los logaritmos para escribir la solucion anterior en la forma 


In 




cx 


_ Y 


0, lo que es lo mismo, (x + y) 2 - cxe 


ylx 


Aunque se puede usar cualquiera de las sustituciones en toda ecuacion diferencial homo¬ 
genea, en la practica probaremos con x = vy cuando la funcidn M{x, y) sea mas simple que N(x, 
y). Tambien podria suceder que despues de aplicar una sustitucion, nos encontraramos con 
integrales diffciles 0 imposibles de evaluar en forma cerrada; en este caso, si cambiamos la 
variable sustituida quiza podamos tener un problema mas facil de resolver. 

Uso de sustituciones: la ecuacion de Bernoulli La ecuacion diferencial 


^ + P(x) Y = fa) f, 


( 2 ) 
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en que n es cualquier numero real, es la ecuacion de Bernoulli. Observese que cuando n ~ 0 
y n = 1, la ecuacion (2) es lineal. Cuando n t 0 y n ^ 1, la sustitucion u = y x ~ n reduce cualquier 
ecuacion de la forma (2) a una ecuacion lineal. 


EJEMPLO 2 


Solucion de una ecuacion diferencial de Bernoulli 


Resolver x^~+y = x 2 y 2 . 


dx 


SOLUCION 


Primero reformulamos la ecuacion como sigue: 


dy 1 2 
~r + -y = xy 2 
dx x 


dividiendola entre x. A continuation sustituimos, con n = 2, 


y- u 1 


dy : 

dx 


du 

dx 


regia de la cadena 


en la ecuacion dada, y simplificamos. El resultado es 


du l 

, * U = -X. 

dx x 


El factor integrante para esta ecuacion lineal en, por ejemplo (0, °°), es 

g-Jdxlx — — glru 1 — j^-1 


Integramos 


dx 


[x~ m] = —1 


y obtenemos 


x~ x u = -X + c, 0 sea, u = -x 2 + cx. 


Como y= u entonces y = 1/m y, en consecuencia, una solucion de la ecuacion es 




x 2 + cx 


Notese que en el ejemplo 2 no hemos llegado a la solucion general de la ecuacion 
diferencial no lineal original, porque y - 0 es una solucion singular de esa ecuacion. 

Uso de sustituciones: reduction a separacion de variables Una ecuacion di 
ferencial de la forma 


^ =f(Ax + By+Q (3) 

siempre se puede reducir a una ecuacion con variables separables, con la sustitucion u - Ax + 
By + C, B ^ 0. En el ejemplo 3 mostraremos esa tecnica. 
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EJEMPLO 3 


Resolver ^ 
ax 


Empleo de una sustitucion 

= (-5* + y) 2 - 4. 


SO LUC ION Si hacemos que u = -5x + y, entonces du/dx = -5 + dy/dx, y asi la ecuacidn 
dada se transforma en 


dli c 2 A 

— + 5 = u 2 - 4 
dx 


o sea 



9, 


Separamos variables, empleamos fracciones parciales e integramos: 




u- 3 
u + 3 


= X + Cl 


u - 3 

u + 3 


= g 6 * +6c i = ce 6x . 


<— se sustituye e*' por c 


A1 despejar u de la ultima ecuacion para resustituirla, llegamos a la solucion 


u _ 


3(1 + ce 6x ) 
1 - ce 61 


osea 


y 


= 5x 


3(1 + ce 6x ) 
+ 1 - ce ix 


EJERCICIOS 2.4 


Resuelva cada una de las ecuaciones en los problemas 1 a 10, con la sustitucion apropiada. 


1. (x - y) dx + x dy = 0 
3. x dx + (y - 2x) dy = 0 

5. (y 2 + yx ) dx - x 2 dy = 0 
, dy y-x 
• ly + r 

9. -y dx +(x + Vxy) dy = 0 


2. (x + y) dx + x dy = 0 
4. y dx = 2(x + y) dy 

6. ( y 2 + yx) dx + x 2 dy = 0 
g dy _ x + 3y 
' dx 3x + y 
dy 


10. x -y- - y - Vx 2 + y 2 
dx 


Resuelva la ecuacion homogenea de cada uno de los problemas 11 a 14, sujeta a la condicion 
inicial respectiva. 


||. xyi$L = y*- x \ y(1) = 2 12 . (x 2 + 2y 2 )^ = xy, y(-l) = 1 

ax ay 

13 . (* + ye yU ) dx - xe ylx dy = 0, y(l) = o 
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14. ydx + x(ln x- In y - 1) dy = 0, y(l) = e 


En los problemas 15 a 20 resuelva la ecuacion respectiva de Bernoulli empleando una 
sustitucion adecuada. 


' 5 - x ^ +y -? 


19. x 1 + y 2 = xy 

ax 


16. v- - y = e x y 2 

ax 

18. x d -^~ - (1 + x)y = xy 2 
20. 3(1 +x') d ^=2xy(y 3 1) 


En los problemas 21 y 22, resuelva la respectiva ecuacion de Bernoulli sujeta a la condicion 
inicial indicada. 

21. x 2 f x - 2xy = 3/, y( 1) = \ 22 . f & V* = 1, y( 0) = 4 

Use el procedimiento indicado en el ejemplo 3 para resolver cada ecuacion de los problemas 

23 a 28. 


23. & = (x + y + l) 2 

dx 

25. ^ = tan 2 (x + y) 

27. ^ = 2 + Vy - 2x + 3 
dx 


24 d y - 1 ~ * ~ Z 

’ dx x + y 

26. — = sen(x + y) 

dx 

28. ^ = 1 + <r* +5 

dx 


En los problemas 29 y 30 resuelva la ecuacion respectiva, sujeta a la condicion inicial indicada. 

29 -^ c =cos(x + y ) , y(0) = l 
™ dy~ 3x + 2Y ( _ n _ , 

3 °. dx 3x + 2y + 2’ y( 1} " 1 

Problemas para discusion 

31. Explique por que siempre es posible expresar cualquier ecuacion diferencial homogenea, 
M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 en la forma 


dy 

dx 


= F 


\ X J 




o ~ = G ^1. 

dx 0 Y 


Puede comenzar escribiendo algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales que tengan esas 
formas. ^Estas formas generales sugieren la causa de que las sustituciones y = ux y x = vy 
sean adecuadas para las ecuaciones diferenciales homogeneas de primer orden? 

32. La ecuacion diferencial 


+Q( x )y + R Wy 2 


ecuacion de Ricatti. 
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a) Una ecuacion de Ricatti se puede resolver con dos sustituciones consecutivas, siempre 
y cuando conozcamos una solucion particular, y\, de la ecuacion. Primero emplee la 
sustitucion y = y\ + y, y despues describa como continuar. 

b) Halle una familia monoparametrica de soluciones de la ecuacion diferencial 


dx 


x 2 



en donde y\ = 2/x es una solucion conocida de la ecuacion. 


Ejercicios de repaso 


En los problemas 1 a 14 clasifique (no resuelva) el tipo de ecuacion diferencial: si es separable, 
exacta, homogenea o de Bernoulli. Algunas ecuaciones pueden ser de mas de un tipo. 


1. 


dy _ x - y 

dx x 




3. (i + 1) ^ + 10 

dy _ y 2 + y 
dx x 2 + x 

7. y dx = (y — xy 2 ) dy 
9. xyy' + y 2 = 2x 

11 . y dx + x dy = 0 

is dy=i + y + I 

dx y x 


4 .$ = 


dx y-x 

1 


6. ~-5y + y 2 
dx 

8. x = y e * ly - x 

dx 

10. 2 xyy' + y 2 = 2x 2 

12. ^x 2 + ^ dx = (3 - In x 2 ) dy 

14. y e 2 * 1+y2 = 0 

x l dx 


Resuelva la ecuacion diferencial en los problemas 15 a 20. 

15. ( y 2 + 1) dx = y sec 2 * dy 

16. y(ln x - In y) dx = (x In x - x In y - y) dy 

17. (6x + \)y 2 ^~- + 3x 2 + 2y 3 = 0 18 dx 4y 2 + 6xy 

dx ’ dy 3y 2 + 2x 

19. t~ + Q = t 4 \nt 
dt 


20. (2x + y + 1)/ = 1 


Resuelva cada uno de los problemas de valor inicial 2 1 a 26. 



70 CAPITULO 2 ECUACIONES DIFTERENCIALES DE PRIMES ORD0J 


23. (. x 2 + 4) g + 8 xy= 2x, y( 0) = -1 


24. x £ + 4y = xy, y(l) = 1 25. y 1 = e 2 ^\ y( 0) = 0 

26. (2r 2 COS Osen d + r COS ff) dd + (4r + sen 6 - 2r cos 2 0) dr = 0, 



MODELADO CON ECUACIONES 
Dl FERENC I ALES DE PRIMER ORDEN 

3.1 Ecuaciones lineales 

3.2 Ecuaciones no lineales 

3.3 Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales 
Ejercicios de repaso 


En la seccion 1.3 explicamos que muchos modelos matematicos, como los del creci- 
miento demografico, la desintegracion radiactiva, el interes compuesto continuamente, 
las reacciones qutmicas, un Itquido que sale por un agujero en un tanque, la velocidad 
de calda de un cuerpo, la rapidez de memorizacion y la corriente en un circuito en 
serie, son ecuaciones diferenciales de primer orden. Ahora ya podemos resolver 
algunas de las ecuaciones diferenciales, lineales y no lineales, que surgen con frecuen- 
cia en las aplicaciones. El capttulo termina con el tema de los sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden como modelos matematicos. 
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ECliAC IONES UNEALES 

■ Crecimiento y decaimiento exponential ■ Periodo medio 

■ Dotation eon radiocarbono | Ley de Newton del enfriamiento ■ Mezclas 

■ Circuitos en sene ■ Termino transitorio ■ Termino de estado estable 


Crecimiento y decaimiento El problema de valor inicial 

“-foe, x(t 0 ) =x 0 , (1) 

en donde k es una constante de proporcionalidad, se emplea como modelo de distintos 
fenomenos donde intervienen crecimiento 0 decrecimiento (desintegracion). En la seccion 
1.3 describimos que, en biologia, se ha observado que en cortos periodos la tasa de crecimiento 
de algunas poblaciones (como las de bacterias o de animales pequenos) es proporcional a la 
poblacion presente en cualquier momento. Si conocemos una poblacion en cierto momento 
inicial arbitrario, que podemos considerar definido por t = 0, la solucion de (1) nos sirve para 
predecir la poblacion en el future -esto es, para t > 0-. En ffsica, un problema de valor 
inicial como las ecuaciones (1) puede servir de modelo para calcular aproximadamente la 
cantidad residual de una sustancia que se desintegra o decae en forma radiactiva. Esa ecuacion 
differencial (1) tambien puede describir la temperatura de un objeto que se enfrfa. En quimica, 
la cantidad residual de una sustancia en ciertas reacciones se apega a la ecuacion (1). 

La constante de proporcionalidad k, en (1), se puede hallar resolviendo el problema de 
valor inicial, con una determinacion de x en un momento /] > to. 


EJEMPLO 1 


Crecimiento 


bacteriano 


Un cultivo tiene una cantidad inicial JV 0 de bacterias. Cuando t = 1 h, la cantidad medida 
de bacterias es |/Vo. Si la razon de reproduction es proporcional a la cantidad de bacte¬ 
rias presentes, calcule el tiempo necesario para triplicar la cantidad inicial de los microor- 
ganismos. 


SOLUCION Primero se resuelve la ecuacion differencial 



( 2 ) 


sujeta a N(0) = Nq. A continuation se define la condicion empmea N( 1) = ^0 para hallar k, 
la constante de proporcionalidad. 

Con ello, la ecuacion (2) es separable y lineal, a la vez. Cuando se escribe en la forma 


^-kN = 0 , 

dt 


podemos ver por inspeccion que el factor integrante es e * ( Multiplicamos ambos lados de 
la ecuacion por ese factor y el resultado inmediato es 
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Integramos ambos lados de la ultima ecuacion para llegar a la solution general 

e^N = c, 0 sea N(t) = ce~ kl . 

Cuando / = 0, No = ce° = c y, por consiguiente, N(t ) = Noe kt . Cuando { = 1, entonces INq = 

Noe k , o bien e k = Con la ultima ecuacion obtenemos k - In - = 0.4055. Asi 
2 2 

N(t) = N 0 e 0m5 ‘. 

Para establecer el momento en que se triplica la cantidad de bacterias, despejamos t de 
3 Nq = Noe OA055t ; por consiguiente, 0.4055/ = In 3, y asf 


t 


In 3 

= 0.4055 


« 2.71 


h. 


Vease la figura 3.1. 


N(t) = N 0 e °- 4055 ' 



FIGURA 3.1 


En el ejemplo 1 observese que la cantidad real, No, de bacterias presentes en el momento 
/ = 0, no influyo para la definicion del tiempo necesario para que el cultivo se triplicara. El 
tiempo requerido para triplicar una poblacion initial de 100 o 1 000 000 bacterias siempre es 
de unas 2.71 horas. 

Como muestra la figura 3.2, la funcion exponencial e 10 se incrementa al aumentar t, cuando 
k > 0, y disminuye al crecer t cuando k < 0; por ello, los problemas de describir el crecimiento 



FIGURA 3.2 
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(sea de poblaciones, bacterias o capitales) se caracterizan con un valor positivo de k, mientras 
que cuando interviene un decrecimiento (como la desintegracion radiactiva), se tiene un valor 
negativo de k. Por lo anterior, se dice que k es una constante de crecimiento (k > 0) o una 
constante de descrecimiento o de declinacion (k < 0). 

Periodo medio En fisica, el periodo medio es una medida de la estabilidad de una 
sustancia radiactiva. Es, simplemente, el tiempo que transcurre para que se desintegre o 
transmute la mitad de los atomos en una muestra inicial, Ao, y se conviertan en atomos de otro 
elemento. Mientras mayor sea su semivida, mas estable es una sustancia; por ejemplo, la 
semivida del radio Ra-226, muy radiactivo, es unos 1700 afios. En ese lapso, la mitad de 
determinada cantidad de Ra-226 se transmuta y forma radon, Rn-222. El isotopo mas comun del 
uranio, el U-238, tiene periodo medio de 4500 millones de anos. Es el tiempo que tarda en 
transmutarse la mitad de una cantidad de U-238 en plomo 206. 


EJEMPLO 2 


Periodo medio del plutonio 


Un reactor de cria convierte al uranio 238, relativamente estable, en plutonio 239, un isotopo 
radiactivo. Al cabo de 15 anos, se ha desintegrado el 0.043% de la cantidad inicial, Ao, de 
una muestra de plutonio. Calcule el periodo medio de ese isotopo, si la razon de desintegra¬ 
cion es proporcional a la cantidad presente. 


S0LUCI0N Sea A(t) la cantidad de plutonio que queda en cualquier momento /. Como 
en el ejemplo 1, la solucion del problema de valor inicial 



MO) = A 0 


es A(t) — Aoe kt . Si se ha desintegrado el 0.043% de los atomos de Ao, queda el 99.957%. Para 
calcular la constante k (o declinacion) empleamos 0.99957,4o = A( 15), esto es, 099957zto = 
A 0 e m . Despejamos k y tenemos k = -i In 0.99957 = -0.00002867. En consecuencia, 

A(t)=Aoe^ mm671 . 



t = 


In 2 

0.00002867 


a* 24,180 afios 


■ 


Datacion con radiocarbono Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby invento un 
metodo que emplea al carbono radiactivo para determinar las edades aproximadas de fosiles. 
La teorfa de la datacion (fechamiento o fechado) con radiocarbono, se basa en que el isotopo 
carbono 14 se produce en la atmosfera por action de la radiation cosmica sobre el nitrogeno. 
La razon de la cantidad de C-14 al carbono ordinario en la atmosfera parece ser constante y, 
en consecuencia, la cantidad proporcional del isotopo presente en todos los organismos vivos 
es igual que la de la atmosfera. Cuando muere un organismo la absorcion del C-14 sea por 
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respiration o alimentation cesa. Asf, si se compara la cantidad proporcional de C- 14 presente, 
por ejemplo en un fosil, con la relation constante que existe en la atmosfera, es posible obtener 
una estimation razonable de su antiguedad. El metodo se basa en que se sabe que el periodo 
medio del C-14 radiactivo es, aproximadamente, 5600 anos. Por este trabajo, Libby gano el 
Premio Nobel de quimica en 1960. Su metodo se uso para fechar los muebles de madera en las 
tumbas egipcias y las envolturas de lino de los rollos del Mar Muerto. 


EJEMPLO 3 


Antiguedad 


de un fosil 


Se analizo un hueso fosilizado y se encontro que contenia la centesima parte de la cantidad 
original de C-14. Determine la edad del fosil. 


SOLUCION El punto de partida es, de nuevo, A(t) = Age k> . Para calcular el valor de la 
constante de decaimiento aplicamos el hecho que Aq/2 = A(5600), o sea, Acj/2 = Aoe 5600k . 
Entonces, 5600k - In 4 = —In 2, de donde k = -(In 2)/5600 = -0.00012378; por consiguiente 


40 =^ 00012378 '- 


Tenemos, para Aft) = Hq/1000, que Ho/1000 = Age 


-0.0001237Sr 


, de modo que -0.00012378/ 


l n Tooo = " l n 1000- Asi 


t 


In 1000 

0.00012378 


i=» 55,800 anos 


En realidad, la edad determinada en el ejemplo 3 esta en el lfmite de exactitud del metodo. 
Normalmente esta tecnica se limita a unos 9 periodos medios del isotopo, que son unos 50 000 
anos. Una razon para ello es que el analisis quimico necesario para una determination exacta 
del C-14 remanente presenta obstaculos formidables cuando se alcanza el punto de 4/1000. 
Tambien, para este metodo se necesita destruir una muestra grande del especimen. Si la 
medicion se realiza en forma indirecta, basandose en la radiactividad existente en la muestra, 
es muy diffcil distinguir la radiacion que precede del fosil de la radiacion normal de fondo. 
Pero en ultimas fechas, los cientificos han podido separar al C-14 del C-12, la forma estable, 
con los aceleradores de partlculas. Cuando se calcula la relation exacta de C-14 a C-12, la 
exactitud de este metodo se puede ampliar hasta antigiiedades de 70 a 100 000 anos. Hay otras 
tecnicas isotopicas, como la que usa potasio 40 y argon 40, adecuadas para establecer antigiie- 
dades de varios millones de anos. A veces, tambien es posible aplicar metodos que se basan en 
el empleo de aminoacidos. 

Ley de Newton del enfriamiento En la ecuacion (10) de la seccion 1.3 vimos que la 
formulation matematica de la ley empirica de Newton, relativa al enfriamiento de un objeto, 
se expresa con la ecuacion differencial lineal de primer orden 

~ = k(T-T m ), (3) 

en que k es una constante de proporcionalidad, T(r) es la temperatura del objeto cuando ( > 0 
y r m es la temperatura ambiente; o sea, la temperatura del medio que rodea al objeto. En el 
ejemplo 4 supondremos que T m es constante. 
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EJEMPLO 4 


Enfriamiento de un pastel 


A1 sacar un pastel del homo, su temperatura es 300°F. Despues de 3 minutos, 200°F. ^En 
cuanto tiempo se enfriara hasta la temperatura ambiente de 70°F? 

SOLUCION En la ecuacion (3) vemos que T m = 70. Por consiguiente, debemos resolver 
el problema de valor inicial 


j T' 

— = k(T - 70), T(O) = 300 


(4) 


y determinar el valor de k de tal modo que T(3) = 200. 

La ecuacion (4) es lineal y separable, a la vez. A1 separar las variables, 


dT 

T-10 


= kdt, 


cuyo resultado es ln|7’ — 70| = kt + c\, y asi T -70 + C 2 e kt . Cuando ( = 0, T— 300, de modo 
que 300 = 70 + Ci define a C 2 - 230. Entonces, T= 70 + 230 e kt . Por ultimo, la determinacion 
T(3) - 200 conduce a e ik - jj, ° sea, k = 2 In 22 = -0.19018. Asi 


T(r) = 70 + 230e~ omm . 


(5) 


Observamos que la ecuacion (5) no tiene una solucion finita a T(t) = 70 porque lim< « T(t) 

= 70; no obstante, en forma intuitiva esperamos que el pastel se enfrfe al transcurrir un 
intervalo razonablemente largo. ^Cuan largo es “largo”? No nos debe inquietar el hecho de 
que el modelo (4) no se apegue mucho a nuestra intuicion fisica. Las partes a) y b) de la 
figura 3.3 muestran que el pastel estara a la temperatura ambiente pasada una media hora. ■ 



T(t) 

t (min) 

75 " 

20.1 

W 

21.3 

73 " 

22.8 

72 " 

24.9 

71" 

28.6 

70 . 5 ' 

32.9 


(b) 


FIGURA 3.3 
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Mezclas A1 mezclar dos fluidos, a veces se originan ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden. Cuando describimos la mezcla de dos salmueras (Sec. 1.3), supusimos que la 
razon con que cambia la cantidad de sal, A’(r), en el tanque de mezcla es una razon neta: 

dA_( razon con que 

dt entra la sustancia 

v / 

En el ejemplo 5 resolveremos la ecuacion (12) de la seccion 1.3. 


razon con que 
sale la sustancia 


-R\-Ri 


( 6 ) 


EJEMPLO 5 


Mezcla de dos mluciones de sil 


Recordemos que el tanque grande de la seccion 1.3 contenia inicialmente 300 galones de 
una solucion de sahnuera. A1 tanque entraba y salia sal porque se le bombeaba una solucion 
a un flujo de 3 gal/min, se mezclaba con la solucion original, y salia del tanque con un flujo 
de 3 gal/min. La concentracion de la solucion entrante era 2 lb/gal; por consiguiente, la 
entrada de sal era R\ = (2 lb/gal) . (3 gal/min) = 6 lb/min; del tanque salia con una razon 
Rl = (3 gal/min). 04/300 lb/gal) = All OO lb/min. A partir de esos datos y de la ecuacion (6) 
obtuvimos la ecuacion (12) de la seccion 1.3. Surge esta pregunta: si habia 50 lb de sal 
disueltas en los 300 galones iniciales, ^cuanta sal habra en el tanque pasado mucho tiempo? 


SOLUCION 


Para hallar A(t), resolvemos el problema de valor inicial 


dA _ , _ _A_ 
dt ~ 100’ 


A(O) = 50. 


Aqui observamos que la condition adjunta es la cantidad inicial de sal, A(O) = 50, y no la 
cantidad inicial de liquido. Como el factor integrante de esta ecuacion diferencial lineal es 
e (/10 °, podemos formular la ecuacion asi: 

~ [ e ' im A] = 6e" m . 
dt 1 1 

A1 integrar esta ecuacion y despejar A se obtiene la solucion general A = 600 + ce~ ,/10 °. 
Cuando / = 0, A =50, de modo que c = -550. Entonces, la cantidad de sal en el tanque en 
el momento t esta definida por 


A(t) = 600 - 550e~ ,m . (7) 

Esta solucion se empleo para formar la tabla de la figura 3.4b). En la ecuacion (7) y en la 
figura 3.4 tambien se puede ver, que A —> 600 cuando /—»«>, Esto es lo que cabria esperar 
en este caso; pasado un largo tiempo, la cantidad de libras de sal en la solucion debe ser 
(300 gal)(2 lb/gal) = 600 lb. ■ 


En el ejemplo 5 supusimos que la razon con que entra la solucion al tanque es la misma 
que la razon con que sale. Sm embargo, el caso no necesita ser siempre el mismo; la sahnuera 
mezclada se puede sacar a un flujo mayor o menor que el flujo de entrada de la otra solucion; 
por ejemplo, si la solucion bien mezclada del ejemplo 5 sale a un flujo menor, digamos de 2 
gal/min, se acumulara liquido en el tanque a una tasa de (3 - 2) gal/min = 1 gal/min. Cuando 
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t (min) 

A (lb) 

50 f 

266.41 

100 

397.67 

150 

47727 

200 

525.57 

300 

572.62 

400 

589.93 


(b) 


RGURA 3.4 


hayan transcurrido t minutos, en el tanque habran 300 + t galones de salmuera. La razon con 
que sale la sal es, entonces, 


R 7 = (2 gal/min) 


300 + t 


lbigal) . 


Asi, la ecuacion (6) se transforma en 

2 A 


dA 

dt 


6 - 


o sea 


dA , 2 A , 

+ . A = 6. 


300 + t dt 300 + t 

El lector debe comprobar que la solucion de la ultima ecuacion, sujeta a A(O) = 50, es 


A (t) = 600 + 2 1 - (4.95 X 10 7 )(300 + t)~ 2 . 


Circuitos en serie Cuando un circuito en serie solo contiene un resistor y un inductor 
(circuito LR), la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltaje a traves 
del inductor (. L(dildt )) y del resistor ( iR ) es igual al voltaje aplicado, (E(t)), al circuito (Fig. 3.5). 



RGURA 3.5 Circuito LR en serie 
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Con lo anterior se obtiene la ecuacion differencial lineal que describe la corriente i(t), 

L ^ + Ri = E(t), ( 8 ) 

at 

en que L y R son las constantes conocidas como inductancia y resistencia, respectivamente. La 
corriente i(t) se llama, tambien, respuesta del sistema. 



FIGURA 3.6 Circuito RC en serie 


La caida de voltaje a travfes de un capacitor de capacitancia C es q(t)/C, donde q es la carga 
del capacitor; por lo tanto, para el circuito en serie de la figura 3.6 (circuito RC), la segunda 
ley de Kirchhoff establece 


Ri + iq = E(t). (9) 

Pero la corriente i y la carga q se relacionan mediante i = dqldt, asf, la ecuacion (9) se transforma 
en la ecuacion differencial lineal - f 


R 


dg 

dt 


+ 




( 10 ) 


EJEMPLO 6 


Circuito en serie 


Un acumulador de 12 volts se conecta a un circuito en serie LR, con una inductancia de 
i henry y una resistencia de 10 ohms. Determinar la corriente i, si la corriente inicial es cero. 

SOLUCION Lo que debemos resolver, segun la ecuacion (8), es 


\^t + 10 * = 12 

2 dt 


sujeta a i(O) = 0. Primero multiplicamos la ecuacion diferencial por 2, y vemos que el factor 
integrante es e 20t . A continuacion lo sustituimos 
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A1 integrar cada lado de esta ecuacion y despejar i obtenemos / = | + ce 20t . Si i(0) = 0, 
entonces 0 = | + c, o bien c = — por consiguiente, la respuesta es 

w = H e '” ■ 

A partir de la ecuacion (4) de la seccion 2.3, podemos formular una solucion general de (8): 

p-(RIL)t f 

i(t) = —j— j eW‘E{t) dt + ce- (HIL K (11) 

En especial, cuando E(t ) = £ 0 es una constante, la ecuacion (11) se transforma en 

i(0 = f + ce- <K "\ (12) 

Observamos que cuando t —> <», el segundo termino de la ecuacion (12) tiende a cero. A ese 

termino se le suele llamar termino transitorio; los demas miembros se llaman parte de estado 
estable (o estado estacionario) de la solucion. En este caso, Eq/R tambien se denomina 
corriente de estado estable o de estado estacionario; cuando el tiempo adquiere valores 
grandes, resulta que la corriente esta determinada tan solo por la ley de Ohm, E = iR. 


Observation 


Examinemos la ecuacion difenencial en el ejemplo 1, que describe el ciecimientD de un cultivo 
de bacterias. La solucion, N(t) = iV 0 e 04055 ' ( del pioblema de valorinicial dNIdt = kN, N(t 0 ) = N 0 
es una luncion continua; peio en el ejemplo se habla de una poblacion de bacterias, y el sentido 
comun nos dice que N $olo adopta valores enteros posrtivos Ademas, la poblacion no crece 
en ibima continua, -esto es, a cada segundo, microsegundo, etc.- como predice la luncion 
N(t) — N 0 e OAOi51 ; puede haber intervalos, [fj, / 2 ], durante los que no haya ciecimientD alguno. 
Quiza, entonces, la giafica de la figure 3.7a) sea una desc ripe ion mas real de N que la grafica 
de una luncion exponencial. Muchas veces es mas comodo que exacts usar una luncion continua 
en la descripcion de un fenomeno discreto. Sn embargo, pare ciertos fines nos podemos dar 
por satisfechos si el modelo describe con gran exactitud el sistema, considerado macroscopi- 
comente en el transcuiso del tiempo, como en las figures 3.7b) y c), y no considerado 
mic roscopicamente. 



RGURA 3.7 
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EJERCICIOS 3. J 


1. Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta eon una razon proporcional a la 
cantidad de personas que tiene en cualquier momento. Si la poblacion se duplico en cinco 
anos, £en cuanto tiempo se triplicara y cuadruplicara? 

2. Suponga que la poblacion de la comunidad del problema 1 es de 10 000 despues de tres 
anos. ^Cual era la poblacion inicial? ual sera en 10 anos? 

3. La poblacion de una comunidad crece con una tasa proporcional a la poblacion en cualquier 

momento. Su poblacion inicial es 500 y aumenta el 15% en 10 anos. ,;Cual sera la poblacion 

pasados 30 anos? 

4. En cualquier momento dado la cantidad de bacterias en un cultivo crece a una tasa propor¬ 
cional a las bacterias presentes. A1 cabo de tres horas se observa que hay 400 individuos. 

Pasadas 10 horas, hay 2000 especimenes. ^Cual era la cantidad inicial de bacterias? 

5. El Pb-209, isotopo radiactivo del plomo, se desintegra con una razon proporcional a la 
cantidad presente en cualquier momento y tiene un periodo medio de vida de 3.3 horas. Si 
al principio habia 1 gramo de plomo, £CU£UltO tiempo debe transcurrir para que se desintegre 
el 90%? 

6. Cuando t = 0, habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al cabo de 6 horas, esa 
cantidad disminuyo el 3%. Si la razon de desintegracion, en cualquier momento, es 
proporcional a la cantidad de la sustancia presente, calcule la cantidad que queda despues 
de 2 horas. 

7. Calcule el periodo medio de vida de la sustancia radiactiva del problema 6. 

8. a) El problema de valor inicial dA/dt = kA, A(O) = Aq es el modelo de desintegracion de 

una sustancia radiactiva. Demuestre que, en general, el periodo medio de vida, T, de la 
sustancia es T = -(In 2 )/k. 

b) Demuestre que la solucion del problema de valor inicial en la parte a) se puede escribir 
A{t) = Aq 2~‘ it . 

9. Cuando pasa un rayo vertical de luz por una sustancia transparente, la razon con que 
decrece su intensidad Z es proporcional a Z(t), donde t representa el espesor, en pies, del 
medio. En agua de mar clara, la intensidad a 3 ft bajo la superficie, es el 25% de la 
intensidad inicial Iq del rayo incidente. ^Cual es la intensidad del rayo a 15 ft bajo 
la superficie? 

10. Cuando el interes se capitaliza (o compone) continuamente, en cualquier momento la 
cantidad de dinero, S, aumenta a una tasa proporcional a la cantidad presente: dSIdt — rS, 
donde r es la tasa de interes anual [Ec. (6), Sec. 1.31. 

a) Calcule la cantidad reunida al termino de cinco anos, cuando se depositan $5000 en una 
cuenta de ahorro que rinde el 5|% de interes anual compuesto continuamente. 

b) ^En cuantos anos se habra duplicado el capital inicial? 

c) Con una calculadora compare la cantidad obtenida en la parte a) con el valor de 


5 = 5000 



0.0575 V (4) 
4 j ' 


Este valor representa la cantidad reunida cuando el interes se capitaliza ca& trimestre. 

11. En un trozo de madera quemada o carbon vegetal se determino que el 85.5% de su C-14 
se habia desintegrado. Con la information del ejemplo 3 detemiine la edad aproximada de 
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la madera. Estos son precisamente los datos que usaron los arqueologos para fechar los 
murales prehistoficos de una caverna en Lascaux, Francia. 

12. Un termometro se lleva de un recinto interior hasta el ambiente exterior, donde la 
temperatura del aire es 5°F. Despues de un minuto, el termometro indica 55°F, y despues 
de cinco marca 30°F, qCual era la temperatura del recinto interior? 

13. Un termometro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es 70°F y se lleva al 
exterior, donde la temperatura es 10°F. Pasado | minuto el termometro indica 50°F. ^Cudl 
es la lectura cuando t = 1 min? £Cu£nto tiempo se necesita para que el termometro llegue 
a 15°F? 

14. La formula (3) tambien es valida cuando un objeto absorbe calor del medio que le rodea. 

Si una barra metalica pequena, cuya temperatura inicial es 20°C, se deja caer en un 

recipiente con agua hirviente, ^cuanto tiempo tardara en alcanzar 90°C, si se sabe que su 
temperatura aumento 2°C en un segundo? ^Cu£ntO tiempo tardara en llegar a 98°C? 

15. Se aplica una fuerza electromotriz de 30 v aun circuito en serie LR con 0.1 h de inductancia 

y 50 Q de resistencia. Determine la corriente i(t), si z'(0) = 0. Halle la corriente cuando 

16. Resuelva la ecuacion (8) suponiendo que E(t) = Eq sen wt y que i(O) = zq. 

17. Se aplica una fuerza electromotriz de 100 volts a un circuito en serie RC, donde la 
resistencia es 200 Q y la capacitancia es 10 -4 f. Determine la carga q(t) del capacitor, si 
ty(0) = 0. Halle la corriente lit). 

18. Se aplica una fuerza electromotriz de 200 v a un circuito en serie RC, en que la resistencia 
es 1000 £2 y la capacitancia es 5 x 10” f. Determine la carga q(t) del capacitor, si i(O) = 
0.4 amp. Halle la carga cuando t — ) oo, 

19. Se aplica una fuerza electromotriz 


m = 


1120, 0 < f < 20 

o, r> 20 


a un circuito en serie LR, en que la inductancia es 20 h y la resistencia es 2 £2, Determine 
la corriente, i(r), si z(0) = 0. 

20. Suponga que un circuito en serie RC tiene un resistor variable. Si la resistencia, en cualquier 
momento t es R = k\ + kit, donde k\ y ki> 0 son constantes conocidas, la ecuacion (10) se 
transforma en 


(*i + kit )^f t + \: q = E<1) ' 

Demuestre que si E(t) = Eq y g(0) = q§, entonces 

/ k \ 1,C *2 

?W = £,c + to -r.c)(^) 

21. Un tanque contiene 200 1 de agua en que se han disuelto 30 g de sal y le entran 4 L/min de 
solucion con 1 g de sal por litro; esta bien mezclado, y de el sale liquido con el mismo flujo 
(4 L/min). Calcule la cantidad A(t) de gramos de sal que hay en el tanque en cualquier 
momento t. 

22. Resuelva el problema 21 suponiendo que entra agua pura. 
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23. Un tanque tiene 500 gal de agua pura y le entra salmuera con 2 lb de sal por galon a un 
flujo de 5 gal/min. El tanque esta bien mezclado, y sale de el el mismo llujo de solucion. 
Calcule la cantidad A(t) de libras de sal que hay en el tanque en cualquier momenta t. 

24. Resuelva el problema 23 suponiendo que la solucion sale a un flujo de 10 gal/min, 
permaneciendo igual lo demas. ^Cuindo se vaci'a el tanque? 

25. Un tanque esta parcialmente lleno con 100 galones de salmuera, con 10 lb de sal disuelta. 
Le entra salmuera con - lb de sal por galon a un flujo de 6 gal/min. El contenido del tanque 
esta bien mezclado y de el sale un llujo de 4 gal/min de solucion. Calcule la cantidad de 
libras de sal que hay en el tanque a los 30 minutos. 

26. En el ejemplo 5, el tamafio del tanque con la solucion salina no aparecio entre los datos. 
Como se describio en la pagina 78 el flujo con que entra la solucion al tanque es igual, 
pero la salmuera sale con un flujo de 2 gal/min. Puesto que la salmuera se acumula en el 
tanque a una rapidez de 4 gal/min, en cualquier tanque finito terminara derramandose. 
Suponga que el tanque esta abierto por arriba y que su capacidad total es de 400 galones. 

a) £ Cuando se derramara el tanque? 

b) ^Cuantas libras de sal habra en el tanque cuando se comienza a derramar? 

c) Suponga que el tanque se derrama, que la salmuera continua entrando al flujo de 3 
gal/min, que el contenido esta bien mezclado y que la solucion sigue saliendo a un llujo 
de 2 gal/min. Determine un metodo para calcular la cantidad de libras de sal que hay 
en el tanque cuando / = 150 min. 

d) Calcule las libras de sal en el tanque cuando f —> ^Su respuesta coincide con lo que 

cabrla esperar? 

e) Use una graficadora para trazar la variacion de A(t) durante el intervalo [0, °°). 

27. Una ecuacion differencial que describe la velocidad v de una masa m en caida sujeta a una 
resistencia del aire proporcional a la velocidad instantanea es 

dv , 

en que k es una constante de proporcionalidad positiva. 

a) Resuelva la ecuacion, sujeta a la condition inicial v(O) = Vo- 

b) Calcule la velocidad h'mite (o terminal) de la masa. 

c) Si la distancia s se relaciona con la velocidad por medio de dsldt = v, deduzca una 
ecuacion explicita para s, si tambien se sabe que s( 0) = sq. 

28. La razon con que se disemina una medicina en el torrente sangulneo se describe con la 
ecuacion differencial 


dx . 


r y k son constantes positivas. La funcion x(r) describe la concentracion del f&rmaco en 
sangre en el momento t. Determine el valor h'mite de x(t) cuando t —> oo, ^En cuanto tiempo 
la concentracion es la mitad del valor h'mite? Suponga que x(0) = 0. 

29. En un modelo demografico de la poblacion />(/) de una comunidad, se supone que 

dP_dB_dD, 

dt dt dt ’ 


en donde dB/dt y dDIdt son las tasas de natalidad y mortalidad, respectivamente. 
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a) Determine P(t) si 


dB 

dt 


k\P y 


dD _ 
dt 


b) Analice los casos k\ > £ 2 , k\ = y k\ < ki. 

30. La ecuacion diferencial 


^- = (k cos t)P, 
dt 

en que k es una constante positiva, se usa con frecuencia para modelar una poblacion que 
sufre tluctuaciones estacionales anuales. Determine P(t) y grafique la solucion. Suponga 

que P(0) = P 0 . 

31. Cuando se tiene en cuenta lo olvidadizo de un individuo, la rapidez con que memoriza esta 
definida por 


^ = ki(M-A)-k 2 A, 


en que k\ >0, ki > 0, A(t) es la cantidad de material memorizado en el tiempo t, M es la 
cantidad total por memorizar y M-A es la cantidad que resta por memorizar. Halle A(t) y 
grafique la solucion. Suponga que A(O) = 0. Determine el valor limite de A cuando t — > 
00 e interprete el resultado. 

32. Cuando todas las curvas de una familia G(x, y, Ci) = 0 cortan ortogonalmente todas las 
curvas de otra familia, H(x, y, C2) = 0, se dice que las familias son trayectorias ortogonales 
entre si (Fig. 3.8). Si dyldx =/(x, y) es la ecuacion diferencial de una familia, la ecuacion 
diferencial de sus trayectorias ortogonales es dyldx = -1 lf(x, y). 



a) Formule una ecuacion diferencial para la familia y = ~x - 1 + C\e x . 

b) Determine las trayectorias ortogonales a la familia de la parte a). 

33. Los censos poblacionales en Estados Unidos de 1790 a 1950 aparecen en millones en la 
tabla adjunta. 
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Afio 

Poblacion 

1790 

3.929 

1800 

5.308 

1810 

7.240 

1820 

9.638 

1830 

12.866 

1840 

17.069 

1850 

23.192 

1860 

31.433 

1870 

38.558 

1880 

50.156 

1890 

62.948 

1900 

75.996 

1910 

91.972 

1920 

105.711 

1930 

122.775 

1940 

131.669 

1950 

150.697 


a) Con esos datos formule un modelo del tipo 

P(0)=P 0 . 

b) Forme una tabla donde se compare la poblacion predicha por el modelo de la parte a) 
con los censos de poblacion. Calcule el error y el porcentaje de error para cada par de 
datos. 

Problemas para discusior 

34. Suponga que un forense que llega a la escena de un crimen ve que la temperatura del 
cadaver es 82°F. Proponga datos adicionales, pero verosfmiles, necesarios para establecer 
una hora aproximada de la muerte de la vfctima, aplicando la ley de Newton del enfria- 
miento, ecuacion (3). 

35. El Sr. Perez coloca al mismo tiempo dos tazas de cafe en la mesa del desayunador. De 
inmediato vierte crema en su taza, con una jarra que estaba desde hace mucho en esa mesa. 
Lee el diario durante cinco minutos y toma su primer sorbo. Llega la Sra. Perez cinco 
minutos despues de que las tazas fueron colocadas en la mesa, vierte crema la suya y toma 
un sorbo. Suponga que la pareja agrega exactamente la misma cantidad de crema. ^Quien 
y por que toma su cafe mas caliente? Base su aseveracion en ecuaciones matematicas. 

36. Un modelo lineal de la difusion de una epidemia en una comunidad de n personas es el 
problema de valor inicial 


-=r(n-x), x(0) = xo, 

en donde x(t ) representa la poblacion cuando el tiempo es t, r > 0 es una rapidez constante 
y Xq es un entero positivo pequeno (por ejemplo, 1). Explique por que, segun este modelo, 
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todos los individuos contraeran la epidemia. Determine en cuanto tiempo la epidemia 
seguira su curso. 



ECUACIONES NO UNEALES 


■ Modelos demograficos ■ Rapidez relativa de crecimiento ■ Ecuacion diferencial logistica 

■ Funcion logistica ■ Reacciones quimicas de segundo orden 


Modelos demograficos Si P(t) es el tamano de una poblacion en el momento t, el 
modelo del crecimiento exponencial comienza suponiendo que dPIdt = kP para cierta k > 0. En 
este modelo, la tasa especifica o relativa de creeimiento, definida por 


dPIdt 

p 


se supone constante, igual a k. Es dificil encontrar casos reales de un crecimiento exponencial 
durante largos periodos, porque en cierto momento los recursos limitados del ambiente 
ejerceran restricciones sobre el crecimiento demografico. Asi, cabe esperar que la razon (1) 
disminuya a medida que P aumenta de tamano. 

La hipotesis que la tasa con que crece o decrece una poblacion solo depende del numero 
presente y no de mecanismos dependientes del tiempo, como los fenomenos estacionales 
(consultese el problema 18, en los ejercicios 1.3), se puede enunciar como sigue: 

^ = f(P ) 0 sea ~ = Pf(P). (2) 

Esta ecuacion diferencial, que se adopta en muchos modelos demograficos animales, se llama 

hipotesis de dependencia de densidad. 

Ecuacion logistica Supongase que un medio es capaz de sostener, como maximo, una 
cantidad K determinada de individuos en una poblacion. Dicha cantidad se llama capacidad 
de sustento, o de sustentacion, del ambiente. Entonces f(K) = 0 para la funcion/en la ecuacion 
(2) y se escribe tambien/(0) = r. En la figura 3.9 vemos tres funciones que satisfacen estas dos 



FIGURA 3.9 
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condiciones. La hipotesis mas sencilla es que f(P) es lineal; esto es, que f(P) = c\P + ci . Si 
aplicamos las condiciones f(0) = r y f(K) = 0, tenemos que ci = r y c\ = ~r!K , respectivamente, 
y / adopta la forma f(P) = r - ( r/K)P. Entonces la ecuacion (2) se transforma en 


dP 

dt 


P 



(3) 


Si redefinirnos las constantes, la ecuacion no lineal (3) es igual a la siguiente: 


dP 

¥ = />( I-"* 


(4) 


Alrededor de 1840, P. F. Verhulst, matematico y biologo belga, investigo modelos mate- 
maticos para predecir la poblacion humana en varios palses. Una de las ecuaciones que estudio 
fue la (4), con a > 0 y b > 0. Esa ecuacion se llamo ecuacion logistica y su solucion se denomina 
funcion logistica. La grafica de una funcion logistica es la curva logistica. 

La ecuacion diferencial dPIdt = kP no es un modelo muy fiel de la poblacion cuando esta 
es muy grande. Cuando las condiciones son de sobrepoblacion, se presentan efectos negativos 
sobre el ambiente (como contaminacion y exceso de demanda de alimentos y combustible). 
Esto puede tener un efecto inhibidor en el crecimiento demografico. Segun veremos a conti- 
nuacion, la solucion de (4) esta acotada cuando t —> Si se rearregla esa ecuacion en la forma 

dPidt — dP - bP^, el termino no lineal —bP 2 , se puede interpretar como un termino de 
“inhibicion” o “competencia.” Asimismo, en la mayor parte de las aplicaciones la constante 
positiva a es mucho mayor que b. 

Se ha comprobado que las curvas logisticas predicen con bastante exactitud las pautas de 
crecimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua ( Daphnia ) y moscas 
de la fruta ( Drosophila ) en un espacio limitado. 


Solucion de la ecuacion logistica Uno de los metodos para resolver la ecuacion (4) 
es por separacion de variables. A1 descomponer el lado izquierdo de dP/P(a — bP) = dt en 
fracciones parciales e integrar, se obtiene 


-ln|P| - -ln|a - bP\ = t + c 


In 


a-bP 


= at + ac 


7=bP = c ' e “ 


Como consecuencia de la ultima ecuacion, 

P(t\ - ac ^' - aCl 

' ' 1 + bC\e“ be ! + e~ m 

Si P(0) = Pq,Pq£ alb, llegamos a c\ = Pol (a - bPo) y asf, sustituyendo y simplificando, la 
solucion es 
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P(r) 


oPq 

bPa + (a -bP 0 )e- ar 


( 5 ) 


Graficas de P(t) La forma basica de la grafica de la funcion logfstica P(f) se puede 
conocer sin mucha dificultad. Aunque la variable / suele representar al tiempo —y casi no nos 
ocupamos de aplicaciones en que t < 0-, tiene cierto interes incluir ese intervalo al presentar 
las diversas graficas. Segun (5), vemos que 


p (0-^i5 = r as ^°° y P(t)—>Qast—> -oo. 
bPo b 


La llnea de puntos P = a/2b de la figura 3.10 corresponde a la ordenada de un punto de inflexion 
de la curva loglstica. Para caracterizarlo diferenciamos la ecuacion (4) aplicando la regia del 
producto: 


= P (a - bP)(a 2bP) 

= 2b >p(p-i)(p-f j; y 


Recuerdese, del calculo diferencial, que los puntos en donde cPPIdP - 0 son posibles puntos 
de inflexion, pero se pueden excluir P = 0 y P = alb) de aqul que P = a/2b sea el unico valor 
posible para la ordenada a la cual puede cambiar la concavidad de la grafica. Entonces, P” = 0 
cuando 0 < P < a!2b, y a/2b < P < alb significa que P" < 0; por consiguiente, al avanzar de 
izquierda a derecha la grafica cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo, en el punto 
que corresponde a P = a!2b. Cuando el valor inicial satisface a 0 <Pq< a/2b, la grafica de P(f) 
toma la forma de una S [Fig. 3. loa)]. Cuando al2b < Pq < alb, la grafica sigue teniendo la forma 
de S, pero el punto de inflexion esta en un valor negativo de t [Fig. 3. 10b)]. 




RGURA 3.10 
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Ya vimos la ecuacion (4) en la ecuacion (9) de la section 1.3, donde tern'a la forma dx/dt 
= kx{n +1 -x), k > 0. Esta ecuacion diferencial es un modelo razonable para describir la difusion 
de una epidemia que comienza cuando un individuo infectado se introduce en una poblacion 
estatica. La solucion x(t) representa la cantidad de sujetos que contraen la enfermedad en 
cualquier momento. 


EJEMPLO 1 


Crecimiento 


logistico 


Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa a su escuela, donde hay 
1000 estudiantes. Si se supone que la razon con que se propaga el virus es proportional no 
solo a la cantidad x de alumnos infectados, sino tambien a la cantidad de alumnos no infec- 
tados, determine la cantidad de alumnos infectados seis dias despues, si se observa que a los 
cuatro dias x(4) = 50. 


SOLUCION Suponiendo que nadie sale del campus durante la epidemia, debemos resolver 
el problema de valor inicial 


= fce(1000 — x), jc(0)=1. 

at 


Sustituimos a = 1 000* y b = k en la ecuacion (5) y vemos de inmediato que 

1000A: 1000 


x(t) = 


k + 999 ke' xmk ' 1 + 999e“ 


Usamos la condition x(4) = 50 y calculamos k con 

1000 


50 = 


1 + 999e 


Esto da como resultado -1 000& = - In — = -0.9906. Entonces 

4 999 


x(t) = _^0_ 

v ^ 1 + 999g-°.w°6i 


La respuesta es 


x(6) = 


1000 


1 + 999e 


-5.9436 


= 276 alumnos 


En la tabla de la figura 3. 11 b) hay otros valores calculados de x(t). 1 

Curvas de Gompertz Otra ecuacion que tiene la forma de la ecuacion (2) es una 
modification de la ecuacion logistica 


=T = P(a-b In P), 
at 


( 6 ) 
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t (days) 

x (number infected) 

4 

50 (observed) 

5 

124 

6 

276 

7 

507 

8 

735 

9 

882 

10 

953 


(b) 


FIGURA 3.11 


en donde ay b son constantes. Por separacion de variables se comprueba con facilidad 
(consultcsc el problems 5 en los ejenricios 32) que una soludon de la ecuadon (6) es 

P(t ) = e alh e c ‘(7) 

en donde c es una constante aibitraiia Cuando b > 0, P —» cuando t —> oo mientras que 
cuando ft < 0 y c > 0, P—>0 cuando t -> La grafica de la funcion (7) se llama curva de 
Gompertz y se parece mucho a la grafica de la fiindon logLstica La figura 3.12 muestra dos 
formas de la grafica de P(t). 

Las funciones como la ecuacion (7) surgen, por ejemplo, al describir el aumento o la 
disminucion de ciertas poblaciones, en el crecimiento de tumores, en predicciones actuariales 
y en el inoemento de las utilidades por la venta de un produdo comerdaL 

Reacciones quimicas Supcngamos que se combinai a gramos de la sustanda A con ft 
gramos de la sustanda B. Si para formar X{t) gramos de la sustanda C se necesitan Mpartes 
de A y N partes de B, los gramos de las sustandas A y B que quedan en cualquier momenta son, 
respectivamente, 


M 


M + N 


X 


b- 


N 


M + N 


X. 


Scgiin la ley de acdon de masas, la ni|iidcz de reacdon se apega a 




M 


M + N 



N 

M + N 



Ik 


( 8 ) 
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Sacamos a MI(M + N ) como factor com tin del primer factor, a NI(M + N) del segundo e 
introducimos una constante de proporcionalidad, k > 0, con lo cual la ecuacion (8) adquiere la 
forma 


^=k{a-X){fi-X), (9) 

en que q = a(M + N)IM y (3 — b(M + N)/N. De acuerdo con la ecuacion (7) de la seccion 1.3, 
una reaccion quimica que responde a la ecuacion differencial no lineal (9) se llama reaccion de 
segundo orden. 


EJEMPLO 2 


Reaccion quimica de segundo orden 


Cuando se combinan dos sustancias, A y B, se forma un compuesto C. La reaccion entre 
ambas es tal que, por cada gramo de A se usan 4 gramos de B. Se observa que a los 10 minutos 
se han formado 30 gramos del producto C. Calcule la cantidad de C en funcion del tiempo 
si la velocidad de la reaccion es proporcional a las cantidades de Ay B que quedan y al 
principio hay 50 gramos de A y 32 gramos de B. ^Que cantidad de compuesto C hay a los 
15 minutos? Interprete la solucion cuando t —> oo. 


SOLUCION Sean X(t) los gramos del compuesto C presentes cuando el tiempo es t. Esta 
claro que X(0) = 0 y X( 10) = 30 g. 

Si, por ejemplo, hay 2 gramos del producto C, hemos debido usar, digamos, a gramos 
de A y b gramos de B, de tal modo que a + b = 2 y b = 4a; por consiguiente, debemos emplear 
a = - = 2(2^2 de la sustancia A y b = | = 2(2) de B. En general, para obtener Xgramos de C 
debemos emplear 


-X g de B. 


~gdeA 
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Entonces, las cantidades de A y B que quedan en cualquier momenta son 

X 4 

50-J y 32 - ^ X, 


respectivamente. 

Sabemos que la rapidez de formacion del compuesto C esta definida por 


dX 

dt 


ocISO-f 



Para simplificar las operaciones algebraicas, sacaremos a 2 como factor comun del primer 
termino, j del segundo e introduciremos la constante de proporcionalidad: 

~ = k(250 - X)(40 - X). 

Separamos variables y por fracciones parciales llegamos a 


1/210 
250 -X 


dX + 


1/210 
40 -X 


dX — kdt. 


A1 integrarla obtenemos 


In 


250 -X 


40 -X 


= 2\Qkt + c, 0 sea 


250 - X 
40 - X 


c 2 e‘ 


( 10 ) 


Cuando / = 0, X = 0, y en consecuencia C 2 = Cuando X= 30 g cuando t - 10, vemos que 
21 Ok = — In ^ = 0.1258. Con estos datos despejamos X de la ultima de las ecuaciones (10): 


1 _ rt-0.1258! 

X(0 = 1000 25 ^ e -o. 125 8> ‘ 


(ID 


En la figura 3.13 se muestra el comportamiento de X en funcion del tiempo. Segun la tabla 
de esa figura y la ecuacion (1 1), esta claro que X —» 40 cuando t —» Esto quiere decir que 
se forman 40 gramos de la sustancia C y que quedan 

50 - ^(40) = 42gde>1 y 32 - |(40) = Ogdefi. 




No obstante contar con la integral 20 en la labia de integrates al final del libro, podna ser mas util 
la Ibima altemativa, en Hincion de la tangente hiperbolica inveisa 


r du 


= - tanh 1 - + c, 

a a 


al tesolver algunos de los pioblemas en los ejeicicios 3.2. 
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t (min) 

x(g) 

10 

30 (medido) 

1.5 

34.78 

20 

37.25 

25 

38.54 

30 

39.22 

35 

39.59 


(b) 


FIGURA 3.13 


EJERCICIOS 3.2 


1. La cantidad C(r) de supermercados que emplean cajas computarizadas en un pais esta 
definida por el problema de valor inicial 

^ = C(1 - 0.0005C), C(0)=1, 

en donde t > 0. ^CuantOS supermercados utilizan el metodo computarizado cuando t = 10? 
^Cuantos lo adoptaran despues de un tiempo muy largo? 

2. La cantidad N(t) de personas en una comunidad bajo la influencia de determinado anuncio 
se apega a la ecuacion logi'stica. A1 principio, N{ 0) = 500 y se observa que 2V(1) = 1000. 
Se pronostica que habra un I unite de 50 000 individuos que veran el anuncio. Determine 
N(t). 

3. El modelo demografico P(t) de un suburbio en una gran ciudad esta descrito por el 
problema de valor inicial 

Y t = P{ 10- 1 -10 7 P), P( 0) = 5000, 


en donde t se expresa en meses. ^Cual es el valor limite de la poblacion? ^Cuando igualara 
la poblacion la mitad de ese valor limite? 
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4. Determine una solucion de la ecuacion logfstica modificada 

— = P(a~ bP)( 1 - cP~'), a,b,c> 0. 

dt 

5. a) Resuelva la ecuacion ( 6 ): 


^- = P(a-b In P). 
at 

b) Determine el valor de c en la ecuacion (7), si P(O) = Pq. 

6 . Suponga que 0 < P 0 < e atb , y que a > 0. Use la ecuacion (6) para determinar la ordenada 
del punto de inflexion de una curva de Gompertz. 

7. Dos sustancias, A y B, se combinan para formar la sustancia C. La rapidez de reaccion es 

proporcional al producto de las cantidades instantaneas de Ay B que no se han convertido 
en C. Al principio hay 40 gramos de A y 50 gramos de B, y por cada gramo de B se consumen 

2 de A. Se observa que a los cinco minutos se han formado 10 gramos de C. ^Cuanto de C 

se forma en 20 minutos? Cual es la cantidad h'mite de C al cabo de mucho tiempo? ^CuantO 
de las sustancias A y B queda despues de mucho tiempo? 

8 . Resuelva el problema 7 si hay al principio 1 OO gramos del reactivo A. ^Cuando se formara 

la mitad de la cantidad h'mite de C? 

9. Obtenga una solucion de la ecuacion 

^=k(a-X)(fi-X) 


que describe las reacciones de segundo orden. Describa los casos a. ± (3 y a = (3. 

10. En una reaccion quimica de tercer orden, los gramos X de un compuesto que se forma 
cuando se combinan tres sustancias se apegan a 

^ = k(a-X)((3-X)(y-X). 


Resuelva la ecuacion suponiendo que a * (3 £ 7 . 

11. La profundidad h del agua al vaciarse un tanque cilmdrico vertical por un agujero en su 
fondo esta descrita por 


dh 

dt 


j^Vlgh, g - 32 ft/s 2 , 
/\ w 


en donde A w y A 0 son las areas transversales del tanque y del agujero, respectivamente [Ec. 
(14), Sec. 1.31. Resuelva la ecuacion con una profundidad inicial del agua de 20 ft, 
Ay, - 50 ft 2 y Aq = 1 ft 2 , que momento queda vacio el tanque? 

12. (,Cuanto tarda en vaciarse el tanque del problema 11 si el factor por friccion y contraccion 
en el agujero es c = 0.6? (Vea el problema 7 de los ejercicios 1.3.) 

13. Resuelva la ecuacion diferencial de la tractriz 


dy = y 

dx Vs 2 — y 2 
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(vea el problema 13, en los ejercicios .13). Suponga que el punto inicial en el eje y es (0, 
10 ) y que la longitud de la cuerda es j = 10 pies. 

14. Segun la ley de Stefan de la radiacion, la rapidez de cambio de la temperatura de un objeto 
cuya temperatura absoluta es T, es 


dT 

dt 


= k{r-Tj), 


en donde T m es la temperatura absoluta del medio que lo rodea. Determine una solucion 
de esta ecuacion diferencial. Se puede demostrar que, cuando T - T m es pequena en 
comparacion con T m , esta ecuacion se apega mucho a la ley de Newton del enfriamiento 

[Ec. (10), Sec. 1.3]. 

15. Una ecuacion diferencial que describe la velocidad v de una masa m que cae cuando la 
resistencia que le opone el aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instantanea, es 


en que k es una constante de proporcionalidad positiva. 

a) Resuelva esta ecuacion sujeta a la condition inicial v(O) = Vo. 

b) Determine la velocidad limite, o terminal, de la masa. 

c) Si la distancia s se relaciona con la velocidad de caida mediante dsldt = v, deduzca una 
ecuacion explicita de s, sabiendo que s( 0 ) = so. 

16. a) Deduzca una ecuacion diferencial para describir la velocidad v(t) de una masa m que 

se sumerge en agua, cuando la resistencia del agua es proporcional al cuadrado de la 
velocidad instantanea y, al mismo tiempo, el agua ejerce una fuerza de flotacion hacia 
arriba, cuya magnitud la define el principio de Arquimedes. Suponga que la direccion 
positiva es hacia abajo. 

b) Resuelva la ecuacion diferencial que obtuvo en la parte a). 

c) Calcule la velocidad limite, o terminal, de la masa que se hunde. 

17. a) Si se sacan o “cosechan” h animales por unidad de tiempo (h constante), el modelo 

demografico P(t) de los animales en cualquier momento / es 

~ = P(a - bP) - h, P(0)=P n , 

en donde a, b, hy Pq son constantes positivas. Resuelva el problema cuando a = 5, b = 1 

y h = 4. 

b) Use un programa para determinar el comportamiento a largo plazo de la poblacion en 

la parte a), cuando Po > 4,1 < Po < 4 y 0 < P 0 < 1. 

c) Si la poblacion se extingue en un tiempo finito, determine ese tiempo. 

18. a) Use los datos censales de 1790, 1850 y 1910, para Estados Unidos (tabla anexa al 

problema 33, ejercicios 3.1) y forme un modelo demografico del tipo 

^ =P(a-bP ), P(0)=P a . 

b) Forme una tabla para comparar la poblacion predicha por el modelo en la parte a) con 
la poblacion segun el ceso. Calcule el error y el porcentaje de error con ca& par de 
datos. 
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19. Determine las trayectorias ortogonales de la familia y - \/{x + Ci) (problema 32, ejercicios 
3.1). Use una graficadora para trazar ambas familias en el mismo conjunto de ejes 
coordenados. 

20. Si se supone que una bola de nieve se funde de tal modo que su forma siempre es esferica, 
un modelo matematico de su volumen es 


en donde S es el area superficial de una esfera de radio r, y k < 0 es una constante de 
proporcionalidad (problema 19, ejercicios 1.3). 

a) Replantee la ecuacion diferencial en terminos de V(t). 

b) Resuelva la ecuacion en la parte a), sujeta a la condicion inicial F(0) = Vo. 

c) Si r(O) = To, determine el radio de la bola de nieve en funcion del tiempo t. qCuando 
desaparece la bola de nieve? 

21. La ecuacion diferencial 


dy _ -x + Vx 2 + y 2 
dx Y 

describe la forma de una curva plana, C, que refleja todos los rayos de luz que le llegan y 

los concentra en el mismo punto (problema 17, ejercicios 1.3). Hay varias formas de 

resolver esta ecuacion. 

a) Primero, compruebe que la ecuacion diferencial sea homogenea (Sec. 2.4). Demuestre 
que la sustitucion y - ux da como resultado 

_ udu __ dx 

Vl + u 2 (l - Vl +U 2 ) X 

Use un sistema algebraico de computacion (SAC) o alguna sustitucion adecuada para 
integrar el lado izquierdo de la ecuacion. Demuestre que la curva C debe ser una 
parabola con foco en el origen, simetrica con respecto al eje x. 

b) A continuation demuestre que la primera ecuacion diferencial se puede escribir en la 
forma alternativa y = 2xy + y(yf. Sea w = y 2 y aplique el resultado del problema 54, 
ejercicios 1.1, para resolver la ecuacion diferencial resultante. Explique cualquier 
diferencia que exista entre esta respuesta y la que obtuvo en la parte a). 

c) Por ultimo, demuestre que la primera ecuacion diferencial tambien se puede resolver 
con la sustitucion u = x 2 + y 2 . 

22. Un modelo sencillo de la forma de un tsunami o maremoto es 

1 dWY 

i/^T') =2 W 2 ~W\ 

2 \ dx 

en donde W(x) es la altura de la ola en funcion de su posicion relativa a un punto 

determinado en alta mar. 

a) Por inspeccion, determine todas las soluciones constantes de la ecuacion diferencial. 

b) Use un sistema algebraico de computacion para determinar una solucion no constante 
de la ecuacion diferencial. 

c) Con una graficadora, trace todas las soluciones que satisfagan la siguiente condicion 
inicial: W(0) = 2. 
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FIGURA 3.14 


Problema para discusion 

23. Un paracaidista que pesa 160 lb, se arroja de un avion que vuela a 12 000 ft de altura. 
Despues de caer libremente durante 15 s, abre su paracaldas. Suponga que la resistencia 
del aire es proporcional a v 2 cuando no se abre el paracaldas y a la velocidad v despues de 
abrirlo (Fig. 3.14). Para una persona con este peso, los valores normales de la constante k 
en los modelos del problema 27, ejercicios 3.1, y el problema 15 anterior, son k = 7.857 y 
k = 0.0053, respectivamente. Calcule el tiempo que tarda el paracaidista en llegar al suelo. 
<^Cual es su velocidad de impacto con el suelo? 



SS1B4AS DE ECUACIONES UNEALES Y NO LINEALES 

■ Sistema de ecuaciones diferenciales como modelo matematico I Sistemas lineales y no lineales 

■ Desintegracion radiactiva ■ Mezclas ■ Modelo de Lotka-Volterra depredador-presa 

■ Modelos de competencia ■ Redes electricas 


Hasta ahora, todos los modelos matematicos descritos han sido ecuaciones diferenciales unicas. 
Una sola ecuacion diferencial puede describir una poblacion en un ambiente; pero si hay, por 
ejemplo, dos especies que interactuan y compiten en el mismo ambiente (por ejemplo, conejos 
y zorros), el modelo demografico de sus poblaciones x(f) y y(t) podria ser un sistema de 
dos ecuaciones diferenciales de primer orden, como 


-j t = gi('> x > y) 

■jh = gi(t, x, y) 


( 1 ) 
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Cuando g\ y g 2 son lineales en las variables x y y — esto es, g\(x, y) = c\x + cyy + f\(t), y g 2 (x, 

y) — C 3 X + c^y —, se dice que el sistema (1) es un sistema lineal. Un sistema de ecuaciones 

diferenciales que no es lineal se denomina no lineal. 

En esta seccion describiremos unos modelos matematicos partiendo de algunos de los 
temas expuestos en las dos secciones anteriores. Esta seccion se parece a la 1.3 porque 
abordaremos algunos modelos matematicos que son sistemas de ecuaciones diferenciales de 

primer orden, sin desarrollar metodo alguno para resolverlos. Hay motivos para no resolver 

ahora esos sistemas: en primer lugar, todavia no conocemos las herramientas matematicas 
necesarias y, en segundo, algunos de los sistemas que describiremos simplemente no se pueden 
resolver. 

En el capitulo 8 examinaremos los metodos de solucion para sistemas de ecuaciones 
lineales de primer orden, y en los capitulos 4 y 7, para sistemas de ecuaciones diferenciales li¬ 
neales de orden superior. 

Series radiactivas Para describir la desintegracion radiactiva en las secciones 1.3 y 3.1, 
supusimos que la razon de desintegracion es proporcional al numero A(t) de nucleos de la 
sustancia presentes en el momenta /, Cuando una sustancia se desintegra radiactivamente, por 
lo general no solo se transmuta en una sustancia estable (con lo que se detiene el proceso), sino 
que la primera sustancia se desintegra, forma otra sustancia radiactiva y esta, a su vez, decae 
y forma una tercera sustancia, etc. Este proceso se llama serie de desintegracion radiactiva 
(0 serie radiactiva) y continua hasta llegar a un elemento estable. Por ejemplo, la serie del uranio 
es U-238 —> Th-234 Pb-206, donde este ultimo es un isotopo estable del plomo. Los 

periodos medios de vida de los diversos elementos en una serie radiactiva pueden ser de 
miles de millones de anos (4.5 x 10 9 afios para el U-238) hasta una fraccion de segundo. 


Supongamos que una serie radiactiva se esquematiza con X 


~h. 


S> Z , y que k\ = -Ai < 0 


y ki — —\i < 0 son las constantes de desintegracion de los elementos Xy Y, respectivamente, y 
que Z es un elemento estable. Supongamos tambien que x(t), y(t) y z(t) representan las canti- 
dades de los elementos X, Y y Z, respectivamente, que quedan en cualquier momento. La 
desintegracion del elemento X esta definida por 

dx 

7 = 

mientras que la razon con que desintegra el segundo elemento, Y, es la razon neta 

f =A,i-A„ 


porque gana atomos cuando desintegra X, y al mismo tiempo pierde atomos por su propia 
desintegracion. Como Z es un elemento estable, solo esta ganando atomos por el desintegra- 
miento del elemento Y: 



En otras palabas, un modelo de la serie radiactiva de tres elementos es el sistema de tres 
ecuaciones diferenciales de primer orden 


dx 

dt 


= - Apt 
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dy = 

dt 
dz 


Ajx - A 2 y 


dt 


= k 2 y. 


( 2 ) 


M ezclas Examinemos los dos tanques de la figura 3.15. Para fines de nuestra descripcion, 
supongamos que el tanque A contiene 50 galones de agua en que se disolvieron 25 libras de 
sal. Consideremos que el tanque B contiene 50 galones de agua pura. El liquido es bombeado 
dentro y fuera de los tanques, como se ve en la figura; la mezcla se intercambia entre ambos y 
se supone que el liquido que sale de B ha recibido una buena agitacion. Deseamos formar un 
modelo matematico que describa los numeros Ati(f) y X2(t) de libras de sal en los tanques A y B, 
respectivamente, en el momento t. 


agua pura, mezcla, 

3 gal/min 1 gal/min 



mezcla, mezcla, 

4 gal/min 3 gal/min 


FIGURA 3.15 


T Mediante un analisis parecido al de la pagina 24 en la seccion 1.3 y en el ejemplo 5 de la 
seccion 3.1, para el tanque A, la tasa neta de cambio de X|(/) es 


dxi 

dt 


tasa de entrada 
de la sal 



tasa de salida 

de la sal 
_a_ 


- (4 gal/min) - ( rk lb/gal 


50 




De igual forma, para el tanque B, la tasa neta de cambio de x 2 (t) es 


dx^^. _ i £2 

dt 50 SO 50 


25 "'" 25 ^' 


As! llegamos al sistema lineal 
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dx 2 . 

dt 


25*' 


25 


* 2 . 


Observamos que el sistema anterior tiene las condiciones iniciales *i(0) = 25, *2(0) = 0. 


Modelo depredador-presa Supongamos que dos especies animales interactuan en el 
mismo ambiente o ecosistema; la primera solo come plantas y la segunda se alimenta de la 
primera. En otras palabras, una especie es depredador y la otra es la presa; por ejemplo, los 
lobos cazan a los caribus que se alimentan de pasto, los tiburones devoran a los peces pequenos 
y el buho de las nieves persigue a un roedor artico llamado lemming. Para fines de nuestra 
description, imaginemos que los depredadores son zorros y las presas, conejos. 

Sean x{t) y y{t) las poblaciones de zorros y conejos en cualquier momento t. Si no hubiera 
conejos, cabria esperar que los zorros disminuyeran en numero siguiendo la ecuacion 

^ = -ax, a > 0. (4) 


A1 carecer del suministro alimenticio adecuado. Por otro lado, cuando hay conejos en el 
ecosistema parece logico imaginar que la cantidad de encuentros o interacciones por unidad de 
tiempo entre ambas especies, es proporcional simultaneamente a sus poblaciones, x y y\ o sea, 
es proporcional al producto xy. Asf, cuando hay conejos, hay alimento para los zorros y estos 
aumentan en el ecosistema a una tasa bxy > 0. Al sumar esta tasa a la ecuacion (4) se obtiene 
un modelo demografico para estos depredadores: 

dx , ... 

— = -ax + bxy. (5) 


Por otro lado, cuando no hay zorros y si se supone ademas que las reservas de alimento son 
ilimitadas, los conejos aumentarian con una rapidez proporcional al numero de especimenes 
existentes en el momento t : 


f -**■*><>■ 


( 6 ) 


Pero cuando hay zorros, el modelo demografico para los conejos es la ecuacion (6) menos cxy, 
c > 0; esto es, disminuye segiin la rapidez con que son comidos: 


f = dy-cxy. 


(7) 


Las ecuaciones (5) y (7) forman un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales 

dx 


dt 


= -ax + bxy - x(-a + by) 


4t = 


( 8 ) 


dt 


-dy - cxy = y(d - cx), 


en donde a, b, c y d son constantes positivas. Este es un sistema famoso de ecuaciones y se 
llama modelo depredador-presa de Lotka-Volterra. 
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A exception de las dos soluciones constantes x(t) = 0, y{t) = 0, y x(t) = die , y{t) = alb, el 
sistema no lineal (8) no se puede resolver en terminos de funciones elementales; sin embargo, 
podemos analizar en forma cuantitativa y cualitativa esos sistemas. Vease el capltulo 9, Meto- 
dos numericos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. 


EJEMPLO 1 


Modelo depredador-presa 


Supongamos que 


j t = -0.16* + 0.08*y 
= 4.5y - 0.9 xy 

representa un modelo depredador-presa. Como estamos manejando poblaciones, x(t) > 0, 
y(t) > 0. La figura 3.16 se obtuvo con ayuda de un programa, y muestra las curvas 
caracterlsticas de las demograflas de depredadores y presas para este modelo, sobrepuestas 
en los mismos ejes coordenados. Las condiciones iniciales empleadas fueron x(0) = 4, y( 0) 
= 4. La curva en negro representa la poblacion x(t) del depredador (zorros) y la curva en 
color a la y(t ) de la presa (conejos). Observese que el modelo parece predecir que ambas 
poblaciones, x(t) y y(r), son periodicas. Esto tiene sentido intuitivamente, porque cuando 
disminuye la cantidad de presas, la cantidad de depredadores terminara reduciendose por el 
menor suministro alimenticio; pero a causa de un decremento en la cantidad de depredado¬ 
res, aumenta la cantidad de presas; esto, a su vez, origina un mayor numero de depredadores, 
que mas adelante originan otra diminution en la cantidad de presas. 



FIGURA 3.16 


Modelos de competencia Ahora consideremos que hay dos especies animales distintas 
que ocupan el mismo ecosistema, no como depredador y presa, sino como competidores en el 
uso de los mismos recursos, como alimentos o espacio vital. Cuando falta una especie, 
supongamos que la razon de crecimiento demografico de cada especie es 



Y 



( 9 ) 


respectivamente. 
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En vista de que las dos especies compiten, otra hipotesis podria ser que cada una se ve 
menguada por la influencia (o existencia) de la otra poblacion. Asl, un modelo de las dos 
poblaciones es el sistema lineal 


UA y 

— = ax - by 
dt 7 


dy_ 

dt 


= cy - dx. 


( 10 ) 


en que a, b, c y d son constantes positivas. 

Por otra parte, podriamos suponer, como lo hicimos en la ecuacion (5), que cada rapidez 
de crecimiento en las ecuaciones (9) debe disminuir a una tasa proporcional a la cantidad de 
interacciones entre las dos especies: 


dx . 

Tr ax-bxy 

*jjr = cy - dxy. 


Vemos por inspection que este sistema no lineal se parece al modelo depredador-presa de 
Lotka-Volterra. Sena mas real reemplazar las tasas en las ecuaciones (9) -que indican que la 
poblacion de cada especie aislada crece en forma exponencial- con tasas que reflejen que 
cada poblacion crece en forma logistica (esto es, que la poblacion permanece acotada): 

Ui x- b lX 2 y 4V-=a 2 y-b iy 2 . (12) 


Si a esas nuevas tasas se les restan razones proporcionales a la cantidad de interacciones, 
llegamos a otro modelo no lineal 


QX 7 

~A t =a \x- b\x z - c\xy - *( fl , - fr ]X - c\y) 
^ = a 2 y-biy 2 -c 2 xy = y(a 2 -by- c 2 x), 


(13) 


en que todos los coeficientes son positivos. El sistema lineal (10) y los sistemas no lineales 
(11) y (13) se llaman modelos de competencia. 

Redes Una red electrica con mas de un ciclo tambien origina ecuaciones diferenciales 
simultaneas. Como vemos en la figura 3.17, la corriente q(f) se divide en las direcciones 
indicadas en el punto B\, que se llama nodo de la red. Segun la primera ley de Kirchhoff 
podemos escribir 


h(0-~ * 2 ( 0 + * 3(0 


( 14 ) 
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RGURA 3.17 


Ademas, podemos aplicar tambien la segunda ley de Kirchhoff a cada circuito. Para el circuito 
A ] B i B 2 A 2 A\, sumamos las cai'das de voltaje a traves de cada uno de sus elementos y llegamos a 

E(t) = i^R] + L] -jj + hRi ■ (15) 

De igual manera, para el circuito A \B\ Cj C 2 B 2 A 2 A 1 , vemos que 

E(t) = i x R l + L 2 ~. (16) 


Usamos la ecuacion (14) a fin de eliminar i\ de la (15) y (16), y obtenemos dos ecuaciones 
lineales de primer orden para las corrientes i 2 (t) e 


di 2 

dt 


L \-yf + (Ri + Ri)h + R\h = E(t) 


L 2 ~^+ R\h + R\h-E(t). 


(17) 


Dejamos como ejercicio (problema 14) demostrar que el sistema de ecuaciones diferen- 
ciales que describe las corrientes i,(t) e i 2 (t) de la red con un resistor, un inductor y un capacitor 
(Fig. 3.18) es 


L -j + Rh = m 
RC ^ + '2 “ '1 = °' 


(18) 



RGURA 3.18 
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EJERCICIOS 3.3 


1. No hemos descrito metodo alguno para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de 
primer orden; sin embargo, los sistemas como el (2) se pueden resolver con solo saber 
resolver una sola ecuacion lineal de primer orden. Determine una solucion del sistema (2), 
sujeta a las condiciones iniciales x(O) = xo, y(0) = 0 y z(O) = 0. 

2. En el problema 1 suponga que el tiempo se mide en dias, que las constantes de desintegra- 

cion son k\ - -0.138629 y ^2 = -0.00495 1, y tambien que xo = 20. Con una graticadora, 
trace las curvas de las soluciones x(t), y(t) y z(t) en el mismo conjunto de coordenadas. 
Con las graficas estime los periodos medios de los elementos Xy Y. 

3. Use las graficas del problema 2 para aproximar los tiempos en que son iguales las canti- 

dades x(t) y y(t), x(t) y z(t) y(t), y z(t). ^Por que se puede aceptar intuitivamente el tiempo 
determinado por igualacion de y{t) y z(/)? 

4. Establezca un modelo matematico de una serie radiactiva de cuatro elementos, W, X, Y y 
Z, donde Z es un elemento estable. 

5. Se tienen dos tanques, A y B, a los que entra y sale liquido con los mismos flujos, de acuerdo 
con lo que describe el sistema de ecuaciones (3). ^Cual serfa el sistema de ecuaciones 
diferenciales si, en lugar de agua pura, entrara al tanque A una salmuera con 2 lb de sal por 
galon? 

6. Con la informacion de la figura 3.19 formule un modelo matematico para el minimo de 

libras de sal, x \(/), *2(0 y X 3 OX en cualquier momento en los tanques A, B y C, respectiva- 

mente. 


agua pura, mezda, mezcla, 

4 gal/min 2 gal/min 1 gal/min 



FIGURA 3.19 


7. Hay dos tanques A y B, y al prindpio hay 100 gal de salmuera en cada uno. El tanque A 
contiene 100 lb de sal dLsueltas y el B, 50 lb. El sistema es ceirado. ponque los Kquidos 
bien agitados solo pasan de un tanque a otro como vemos en la figura 3.20. Use la 
informadon de la figura para formar un modelo matematico de las libras de sal x\{t) y * 2(0 
en cualquier momento t en los tanques A y B, respectivamente. 

8 . En el problema 7 del sistema de dos tanques, hay una reladon entie las variables xi(7) y 
* 2 (0 valida para cualquier momento ^Cual es? Use esta reladon como ayuda para hallar 
la cantidad de sal en el tanque B cuando t = 30 min. 
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mcxvsio, 

3 gal/min 





A 


B 

100 gal 


100 gal 


mezcla, 

2 gal/min 


HGURA 3.20 


9. Se tiene un modelo depredador-presa de Lotka-Volterra definido por 

~ = — 0.1 x + 0.02xy 
^ = 0.2 y - 0.025 xy. 


en que las pobladones x(t) del depicdador, y y(t), de la presa, se expresan en miles. Con 
un programa, calcule, aproximadamente, el momento t > 0 cuando se igualan por primera 
vez las pobladones suponiendo x(0) = 6 , y(0) = 6 . Use las graficas para hallar el periodo 
aproximado de cada pobladon. 

10. Se tiene el modelo de competenda definido por 

~ = x(2 - 0.4x - 0.3y) 
at 

= y(l - O.ly - 0.3 j:), 

en que las pobladones, x(t) y y(r) se expresan en miles y t en anos. Con un ODE solver, 
analice las pobladones a traves de un laigo periodo en cada uno de los casos siguientes: 
a) x(O) = 1.5, y(O) = 3.5 b) x(O) = 1, y(0) = 1 

c) x(O) = 2 , y(0) = 7 d) x(O) = 4.5, y(0) = 0.5 

11. Se tiene el modelo de competenda definido por 

Y= *( 1 - 0 . 1 *- 0.05 >) 

^ = y(1.7-0.1y-0.15jc), 


en que las pobladones x(t) y y(t) se expresan en miles y t en anos. Con un ODE solver, 
analice las pobladones en un laigo periodo en cada uno de los casos siguientes: 
a)*(0)= 1, y(0)= 1 b) x(O) = 4, yfO) = 10 

c) jc(0) = 9, y(0) = 4 d) x(O) = 5.5, y( 0) = 3.5 
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FIGURA 3.21 


12. Demuestre que un sistema de ecuaciones diferenciales para describir las corrientes hit) e 
hit) en la red electrica de la figura 3.21 es el siguiente: 

L f +i f +K ' i -= £W 

13. Formule un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que describa las corrientes 
hit) e hit) en la red electrica de la figura 3.22. 



14’ Demuestre que el sistema lineal de las ecuaciones (18) describe las corrientes /](/) e hit) 
en la red de la figura 3.18. [Sugerencia: dqldt - z' 3 .] 

15. Una enfermedad contagiosa se difunde en una comunidad pequena, con poblacion fija de 
n personas, por contacto directo entre los individuos infectados y los susceptibles al pade- 
cimiento. Suponga que al principio todos son susceptibles y que nadie sale de la comunidad 
mientras se difunde la epidemia. Cuando el tiempo es t, sean s(t), i(t) y /•(?), la cantidad de 
personas -en miles- susceptibles pero no infectadas, las infectadas por la enfermedad 
y las que se recuperaron de la enfermedad, respectivamente. Explique por que el sistema 
de ecuaciones diferenciales 


ds , . 

- = ~k,M 

| =-M + M 
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en que k\ (tasa de infection) y & 2 (tusa de elimination o recuperation) son constantes 
positivas, es un modelo matematico razonable para describir la difusion de la epidemia en 
la comunidad. Proponga unas condiciones iniciales plausibles asociadas con este sistema 
de ecuaciones. 

16. a) Explique por que en el problema 15 basta con analizar 


ds 

dt 


- -kisi 


(M 

dt 


-hi + kisi. 


b) Sean k\ - 0.2, £ 2 = 0.7 y n = 10. Escoja diversos valores de i(0) =io ! 0<i 0 < 10. Con 
un ODE solver prediga el modelo acerca de la epidemia en los casos Sq > kjlk\ y 
Sq ^ h!k\. En el caso de una epidemia, determine la cantidad de personas que se 
contagiaran en ultimo termino. 


Problemas para discusion 

17. Suponga que los compartimientos A y B de la figura 3.23 estan llenos de fluidos y que 
estan separados por una membrana permeable. Dicha figura muestra el exterior e interior 
de una celula. Tambien suponga que el nutriente necesario para el crecimiento de la celula 
pasa a traves de la membrana. Un modelo de las concentraciones x(t ) y y(t) del nutriente 
en los compartimientos A y B, respectivamente, en el momento t, es el sistema lineal de 
ecuaciones diferenciales 


dx k , 

di = vj y ~ x) 

*y = jL (x - y) 

dt vv yh 


en donde V ^ y Vg son los volumenes de los compartimientos y k > 0 es un factor de 
permeabilidad. Sean x(0) = Xo y y(0) = yo las concentraciones iniciales del nutriente. Con 
base solo en las ecuaciones del sistema y en la hipotesis xq > yo > 0, trace curvas probables 


fluido a la 

fluido a la 

concentracion 

concentracion 

x(t) 

\ 

.HD 

/ 

\ + 


A 

B 

— 

- 


/ 


membrana 


FIGURA 3.23 
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de solucion del sistema en el mismo sistema de ejes coordenados. Explique su razonamien- 
to. Discuta el comportamiento de las soluciones cuando t tiende a infinito 

18. El sistema del problema 17, al igual que el de las ecuaciones (2), se puede resolver sin 
grandes conocimientos. Despeje x(t) y y(t) y compare las graficas con su conjetura respecto 
del problema 17. [Sugerencia: reste las dos ecuaciones y haga z{t) =x(t) -y(t).] Determine 
los valores lrmite de x(r) y y(t) cuando t -4 Explique por que concuerdan con lo que 
cabria esperar intuitivamente. 

19. Con base en la pura descripcion fisica del problema de mezclas de las paginas 99 y 1 00 y 
la figura 3.15, describa la naturaleza de las funciones x\(t) y X 2 (t). ^Cual es el comporta¬ 
miento de cada funcion durante un periodo amplio? Trace las posibles graficas de xi(/) y 
X 2 (/). Compruebe sus conjeturas empleando un programa para obtener las curvas de 
solucion de las ecuaciones (3), sujetas a xj(0) = 25, *2(0) = 0. 

Ejercicios de repaso - 


1. En marzo de 1976, la poblacion mundial llego a 4000 millones. Una revista predijo que 
con una tasa de crecimiento anual promedio de 1 . 8 %, la poblacion mundial seria de 8000 
millones al cabo de 45 anos. ^Como se compara este valor con el que predice el modelo 
segun el cual la tasa de crecimiento es proporcional a la poblacion en cualquier momento? 

2. A un recinto de 8000 ft 3 de volumen entra aire con 0.06% de dioxido de carbono. El flujo 
de entrada es 2000 ft 3 /min y sale con el mismo flujo. Si hay una concentracion inicial de 
0 .2% de dioxido de carbono, determine la concentracion en el recinto en cualquier instante 
posterior. ^Cual es la concentracion a los 10 min? ^Cual es la concentracion de estado 
estable, o de equilibrio, del dioxido de carbono? 

3. Un marcapasos cardiaco (Fig. 3.24), esta formado por una baterfa, un capacitor y el 
corazon, que funciona a modo de resistor. Cuando el conmutador S esta en P, el capacitor 


conmutador 



RGURA 3.24 


se carga; cuando esta en Q, se descarga y manda un estimulo electrico al corazon. En este 
intervalo, el voltaje E que se aplica al corazon esta determinado por 


dE 

dt 



t\<t< t 2 . 
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en donde R y C son constantes. Determine E(t), cuando E(t) = 0. (Naturalmente, la abertura 
y cierre del interruptor son periodicas, para estimular los latidos naturales.) 

4. Suponga que una celula esta en una solucion de concentracion constante C s de un soluto. 
La celula tiene un volumen constante Vy el area de su membrana permeable es la constante 
A. Segun la ley de Fick, la rapidez de cambio de su masa m (la del soluto) es directamen- 
te proporcional al area A y a la diferencia C s - C(t), donde C(t) es la concentracion del 
soluto en el interior de la celula en cualquier momento t. Determine C(t), si m - VC(t ) y 
C(O) = © (Fig. 3.25). 



FIGURA 3.25 


5. La ley de Newton del enfriamiento es dT/dt = k(T - T m ), k < 0; en este caso, la tempera- 
tura del medio que rodea a un objeto T m cambia en el tiempo. Suponga que la temperatura 
inicial del objeto es 7jy la del medio, T2, y suponga que T m = T2+ B(T\— T), en donde 
B > 0 es una constante. 

a) Determine la temperatura del objeto en cualquier momento t, 

b) ^Cual es el valor llmite de la temperatura, cuando t — > 00? 

c) ^Cual es el valor lnnite de T m cuando t —> 00 ? 

6 . Un circuito LR en serie tiene un inductor variable cuya inductancia es 


l -£’ °^ <10 

0, ra 10 


Determine la corriente ;(/), si la resistencia es 0.2 Q t el voltaje aplicado es E(t) = 4 e /(0) = 0 . 
Grafique ;(/). 

7. Un problema clasico del calculo de variaciones es determinar la forma de una curva ^ tal 
que una cuenta, por la influencia de la gravedad, se deslice del punto A(0, 0) al punto B(x 1 , 
y\) en el tiempo minirno (Fig 3.26). Se puede demostrar que una ecuacion diferencial no 
lineal de la forma y(x) de la trayectoria es_y[ 1 + (y 7 ) 2 ] = k donde k es una constante. Primero 
despeje dx en funcion de y y dy, y a continuacion sustituya y = k sen 2 0 para llegar a la 
forma parametrica de la solucion. La curva <6 resulta ser una cicloide. 
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8 . Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba, al aire, con una velocidad initial Vo ft/s. 
Suponiendo que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad 
instantanea, un par de ecuaciones diferenciales describen al movimiento: 

m^-= -mg - kv 2 , k>0, 
at 

con la direction de las y positivas hacia arriba, el origen al nivel del piso, para que v = Vo 
cuando y = 0; la otra ecuacion es 

Y m^- mg - kv 2 , k>0, 

con el eje de las y positivas hacia abajo, el origen en la altura maxima, para que v = 0 
cuando y = h. Estas ecuaciones describen al movimiento del proyectil cuando sube y baja, 
respectivamente. Demuestre que la velocidad de impacto v* del proyectil es menor que la 
velocidad inicial vo. Tambien se puede demostrar que el tiempo t\ necesario para que el 
proyectil llegue a su altura maxima h es menor que el tiempo ^ c l ue tarda en caer desde 
esa altura (Fig. 3.27). 



9. Las poblaciones de dos especies animales se apegan al sistema no lineal de ecuaciones 
diferenciales de primer orden 




Determine x y y en fruition de t. 


Seccion 3.3 Sstemas de ecuaciones lineales y no lineales 


2 lb/gal mezcla, 

7 gal/min 5 gal/min 



10 . Dos tanques, Ay B, contienen 1 00 galones de salmuera cada uno al principio del proceso. 
El li'quido, bien agitado, pasa entre ambos como muestra la figura 3.28. Con la informacion 
de la figura, formule un modelo matematico para el numero de libras de sal y X 2 , en los 
tanques A y B, respectivamente, en cualquier momento. 
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4.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineales 

4.1.1 Problemas de valor inicial y de valor en la frontera 

4.1.2 Ecuaciones homogeneas 

4.1.3 Ecuaciones no homogeneas 

4.2 Reduccion de orden 

4.3 Ecuaciones lineales homogeneas con coeficientes constantes 

4.4 Coeficientes indeterminados, metodo de la superposicion 

4.5 Coeficientes indeterminados, metodo del anulador 

4.6 Variacion de parametros 

4.7 Ecuacion de Cauchy-Euler 

4.8 Sistemas de ecuaciones lineales 

4.9 Ecuaciones no lineales 

Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


Ahora pasaremos a resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden o mayor, En 
las siete primeras secciones del capitulo examinaremos algo de la teoria y metodos 
para resolver ciertos tipos de ecuaciones lineales. En la seccion 4.8 presentamos el 
metodo de eliminacion, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 
lineales, porque es un metodo basico, que simplemente desacopla un sistema para 
llegar a ecuaciones lineales individuales, de orden superior, en cada variable depen- 
diente. El capitulo termina con un breve estudio de ecuaciones no lineales de orden 
superior. 
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TEORIA PRELIMINAR: ECUACIONES LINEALES 

■ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior ■ Problema de valores iniciales 

■ Existencia y unicidad ■ Problema de valores en la frontera 

■ Ecuaciones diferenciales homogeneas y no homogeneas ■ Operador diferencial lineal 

■ Dependencia lineal ■ Independence lineal ■ Wronskiano ■ Conjunto fundamental de soluciones 

■ Principios de superposicion ■ Solucion general ■ Funcion complementaria ■ Solucion particular 


4,1,1 Problemas de valor inicial y de valor en la frontera 

Problema de valores iniciales En la seccion 1.2 definimos que es un problema de 
valores iniciales para una ecuacion diferencial general de orden n. Para una ecuacion diferencial 
lineal, un problema de valores iniciales de orden n es 

Resolver: a„(x) + a„- i(x) fp + • • ■ +ai(x) ^ + a 0 (x)y = g(x) 

dxr dxr ctx 

Sujeta a: y(xo) = y 0 , /(x 0 ) = yu ■ ■ y (n ~ V) xo = y n -\. (1) 


Recuerdese que, para un problema como este, se busca una funcion definida en algun intervalo 
1 que contenga a xo, y satisfaga la ecuacion diferencial y las n condiciones iniciales especifi- 
cadasenx 0 :X^o) = =>'o>/(^o)=>’i»" ■,y ( ' n ~\^) = yn-b Ya vimos I 116 en el caso de un problema 
de valores iniciales de segundo orden, una curva de solucion debe pasar por el punto (xo, yo) y 
tener la pendiente y\ en ese punto. 


Existencia y unicidad En la seccion 1.2 enunciamos un teorema que especifica las 
condiciones para garantizar la existencia y unicidad de una solucion de un problema de valores 
iniciales de primer orden. El teorema siguiente describe las condiciones suficientes de exis¬ 
tencia de solucion unica para el problema representado por las ecuaciones (1). 


TEOREMA 4.1 


Existencia de una soluc&n unica 


Sean a„{x), a „-! (x),.. a } (x), a 0 (x) y g(x) continuas en un intervalo I, ysea a„(x) # 0 para 
toda x del intervalo. Si x = xo es cualquier punto en el intervalo, existe una solucidn en dicho 
intervalo y(x) del problema de valores iniciales representado por las ecuacio nes (1) que es 

unica. 


EJEMPLO 1 


Solucion unica de un problema de valores iniciales 


El problema de valores iniciales 


3/" + 5/ - y’ + 7y = 0, y(l) = 0, y’(l) = 0, y”(J3)= 0 


tiene la solucion trivial y = 0. Como la ecuacion de tercer orden es lineal con coeficientes 
constantes, se satisfacen todas las condiciones del teorema 4.1; en consecuencia, y = 0 es la 
unica solucion en cualquier intervalo que contenga x = 1. 
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EJEMPLO 2 


Solucion unica de in pioblema de valores iniciales 


El lector debe comprobar que la funcion y = Se 2 * + g ^- 3x es una solucion del problema 
de valores iniciales 


y" - 4y = 1 2 jc, y( 0) = 4, y’(0) = 1. 

La ecuacion diferencial es lineal, los coeficientes y g(x) son continuos y q(x) = 1 * 0 en 
todo intervalo Z que contenga a x = 0. Segun el teorema 4.1, debemos concluir que la funcion 
dada es la unica solucion en Z. ■ 

Ambos requisitos del teorema 4.1: 1) que a,-(x), i = 0, 1,2, . . . , n sean continuos, y 2) que 
a n (x ) ?£ 0 para toda x en Z, son importantes. En forma especifica, si u„(x) = 0 para una x en el 
intervalo, la solucion de un problema lineal de valores iniciales quiza no sea unica o incluso 
no exlsta; por ejemplo, el lector debe comprobar que la funcion y = cx 2 + x + 3 es una solucion 
del problema de valores iniciales 

x 2 /' - 2xy + 2y = 6, y( 0) = 3, y’(0)= 1 

para x en el intervalo (-°°, «>) y cualquier valor del parametro c. En otras palabras, no hay 
solucion unica para el problema. Aunque se satisface la mayor parte de las condiciones del 
teorema 4.1, las dificultades obvias estriban en que a 2 (x) = x 2 es cero cuando x — 0, y en que 

las condiciones iniciales se han impuesto en ese valor. 

Problema de valor en la frontera Otro tipo de problema es resolver una ecuacion 
diferencial lineal de segundo ordeno mayor en la que la variable dependiente y, o sus derivadas, 
esten especificadas en puntos distintos. Un problema como 

Resolver a 2 (x) + a\(x) +ao(x)y = 

dx 2 ax 

Sujeta a; y(a) = yo, y(b) = y j 

se llama problema de valores en la frontera. Los valores necesarios, y(u) = yo y y(b) = y\, se 

denominan condiciones en la frontera. Una solucion del problema anterior es una funcion que 

satisface la ecuacion diferencial en algun intervalo Z que contiene a a y b, cuya grdfica pasa 
por los dos puntos (u, y 0 ) y (b, y{), Vease la figura 4.1. 

soluciones de la ecuacidn diferencial 



FIGURA 4.1 
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Para una ecuacion diferencial de segundo orden, otros pares de condiciones en la frontera 
podrian ser 

y'(a) = y 0 , y(b ) =yi 
y(a) = yo, y'(b) = yi 
y'(a)=Yo, y'(b) = y u 

en donde .yo y y\ representan constantes arbitrarias. Estos tres pares de condiciones solo son 
casos especiales de las condiciones generales en la frontera: 

<*i y («) + fry '(a) = y\ 
a 2 y(b) + fry'{b) = y 2 - 

Los ejemplos que siguen demuestran que aun cuando se satisfagan las condiciones del 
teorema 4.1, un problema de valor en la frontera puede tener i) varias soluciones (Fig. 4.1); ii) 
solucion unica, 0 iii) ninguna solucion. 


EJEMPLO 3 


Un problema de valor en la frontera puede tener muchas soluciones, — 
una 0 ninguna 


En el ejemplo 5 de la seccion 1.1 vimos que la familia a dos parametros de soluciones de la 
ecuacion diferencial x” + I6x = 0 es 


X = Cj COS 4t + c 2 sen4f. 


( 2 ) 


a) Supongamos que queremos determinar la solucion de la ecuacion que ademas satisfaga 
las condiciones de frontera x(O) = 0, x(n/2) = 0. Observese que la primera condicion, 0 = 
C] cos 0 + C 2 sen 0, implica que c\ = 0, de modo que x = Ci sen 4t. Pero cuando t = 7r/2, 

0 ~ C 2 sen 27T es satisfactoria para cualquier eleccion de C 2 , ya que sen 27r = 0. Entonces, el 
problema de valores en la frontera 


jc " + I6x = 0, jc( 0) = 0, x | = 0 (3) 

tiene una cantidad infinita de soluciones. En la figura 4.2 vemos las graficas de algunos de 
los miembros de la familia a un parametro x = ci sen 4t que pasan por los dos puntos, (0, 0) 

y (tt/2, 0). 



FIGURA 4.2 
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b) Si se modifica como sigue el problema de valores en la frontera expresado por (3), 

x" + 16x = o, jc( 0) = o, x | = o (4) 

o® 

x(O) = 0 sigue determinando que c\ = 0 en la solution (2). Pero al aplicar x(7r/8) = 0 a x — Ci 
sen 4t se requiere que 0 = C 2 sen(7r/2) = Ci 1; en consecuencia, x = 0 es una solution de este 
nuevo problema de valor en la frontera. En realidad, se puede demostrar que x = 0 es la 
solution liriica del sistema (4). 

c) Por ultimo, al transformar el problema en 


x" + 16* = 0, *(0) = 0, x V - = 1 (5) 

02 

vemos, que C\ = 0 porque x(O) = 0 pero, al aplicar x(ir/2) = 1 a x — C 2 sen 4 1, llegamos a la 
contradiction 1 = C 2 sen 27T = Cj ■ 0 = 0. En consecuencia, el problema de valores en 
la frontera descrito por (5) no tiene solution. ■ 

4.1.2 Ecuaciones homogeneas 

Una ecuacion lineal de orden n de la forma 

a n (x) ^ + ■ + a/M d J + a 0 (x)y = 0 (6) 

dx ax ax 

se llama homogenea, mientras que una ecuacion 

a,(x) Ij. + a„_i (*) + .. + al(x) & + a 0 (x)y = g(x) (7) 

donde g(x) no es identicamente cero, se llama no homogenea; por ejemplo, 2 y" + 3 y' 5_y = 0 
es una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal y homogenea, mientras que x 3 y"' + 6y' + 
10 y = e x es una ecuacion diferencial de tercer orden, lineal y no homogenea. En este contexto, 
la palabra homogenea no indica que los coeficientes sean funciones homogeneas, como sucedfa 
en la section 2.4. 

Para resolver una ecuacion lineal no homogenea como la (7), en primera instancia debemos 
poder resolver la ecuacion homogenea asociada (6). 


Rara evitar repeticiones inutiles en el nesto del libio, establecemos las siguientes hipotesis importan- 
tes al enunciar definiciones y teoiemas acerca de las ecuaciones lineales (6) y (7): En un intervalo 
comun/; 

■ los coeficientes a,(x), i = 0, 1, 2, . . . , n son continuos 

■ El lado deiecho, g(x), es continuo 

■ a n (x) / □ para toda x en e l intervalo 
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Operadores diferenciales En calculo, la diferenciacion suele indicarse con la D ma- 
yuscula; esto es, dy/dx = Dy. El simbolo D se llama operador diferencial porque transforma 
una funcion diferenciable en otra funcion; por ejemplo, D( cos 4x ) = -4 sen 4x y £>(5x 3 ~ 6x 2 ) 
= 15x 2 - I2x. Las derivadas de orden superior se pueden exp? esar en terminos de D en forma 
natural: 


d (_ <Py_ 
dx \dx) dx 2 


= D(Dy ) = D 2 y 


y en general 


an 

dx n 


- D n y, 


en dondey representa una funcion suficientemente diferenciable. Las expresiones polinomiales 
donde interviene D, como D + 3, D L + 3D-4 y 5 x i D i - 6x 2 Di 2 + 4xD + 9 tambien son operadores 
diferenciales. En general, el operador diferencial de orden n se define: 


L = a n (x)D n + a n - l (x)D n - 1 + ‘ ■ ■ + a x {x)D + a 0 (x). (8) 


Como consecuencia de dos propiedades basicas de la diferenciacion, D(cf(x)) = cDf(x), donde 
c es una constante y D{f(x) + g(x)} = Df(x) + Dg{x), el operador diferencial L tiene una 
propiedad de linealidad; es decir, L, operando sobre una combination lineal de dos funcio- 
nes diferenciables, es lo mismo que una combinacion lineal de L operando sobre las funciones 
individuates. En simbolos, esto significa que 


L{af{x) + Pg(x)} = aL(f(x )) + /3L(g(x)), (9) 


en donde ay (3 son constantes. A causa de la propiedad (9), se dice que el operador diferencial 
de orden n, L, es un operador lineal. 

Ecuaciones diferenciales Toda ecuacion diferencial lineal se puede expresar en nota- 
cion D; por ejemplo, la ecuacion diferencial y” + 5y' + 6y = 5x - 3 se puede escribir en la forma 
D 2 y + 5Dy + 6y = 5x - 3 o como (D 2 + 5 D + 6 )y = 5x — 3. A1 aplicar la ecuacion (8), las 
ecuaciones diferenciales (6) y (7) de orden n se pueden escribir en forma compacta como 


LOO =0 Y L(y) =g(x), 


respectivamente. 

Principio de superposicion En el siguiente teorema veremos que la suma o superpo- 
sicion de dos o mas soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogenea tambien es una 
solucion. 


TEOREMA 4.2 


Principio de superposicion, ecuaciones homogeneas 


Sean y\, yix< ■ • , y* soluciones de la ecuacion diferencial homogenea de orden fl, ecuacion 
(6), donde X esta en un intervalo /. La combinacion lineal g B 


y = Ctf>] (.x) + ciy 2 (x) + .. - + Cky^x), 

en donde las Cl, i = 1, 2,..., k son constantes arbitrarias, tambien es una solucidn cuando 
x esta en el intervalo. 
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DEMOS1RACION Probaremos el caso k = 2. Sea L el operador diferencial definido en (8) y 
sean y\{x) y y 2 (x ) soluciones de la ecuacion homogenea L(y) = 0. Si delinimos y = C\ y\(x) + 
C 2 y 2 (x), entonces, por la linealidad de L, 

L(y) = I{ciyi(x) + c 2 y 2 (x)} = c\L(y { ) + c 2 L(y 2 ) = c, • 0 + c 2 0 = 0 



Corolarios al toorema 4.2 


(A) Un multiplo constante,y = c\yi(x), de una soluci6nyi(x) de una ecuacion onerencia 
lineal homogenea tambien es una solucidn. 

(B) Una ecuacidn diferencial lineal homogenea siempre tiene la soluci6n trivial y - 0 . 


EJEMPLO 4 


Superposicion, ecuacion diferencial homogenea 


Las funciones y\ = jc 2 y yi = x 2 In x son soluciones de la ecuacion lineal homogenea 
x’y'" - 2 xy + 4y = 0 para x en el intervalo (0, °o). Segun el principio de superposicion, la 
combinacion lineal 

y = c\x 2 + c 2 x 2 In x 


tambien es una solucion de la ecuacion en el intervalo. 


La funcion y = e lx es una solucion de y” - 9 y' + 14 y = 0. Como la ecuacion diferencial es 
lineal y homogenea, el multiplo constante y = ce lx tambien es una solucion. Cuando c tiene 
diversos valores, y = 9e 7 *, y = 0, y = —VJ” e 7 *, ■ • • son soluciones de la ecuacion. 

Dependencia e independencia lineal Citaremos un par de conceptos basicos para 
estudiar ecuaciones diferenciales lineales. 



DEFINICION 4.1 


Ttw n 


Se dice que un conjunto de funciones, f(x),f 2 (x),.. .,f„(x) es linealmente 

un intervalo I si existen constantes, C\, c 2 ,. ,c„ no todas cero, tales que 


para toda x en el intervalo. S i el conjunto de funciones no e: 
intervalo, , se dice que es Uaealmente independiente. 


En otras palabras, un conjunto de funciones es linealmente independiente en un intervalo si las 
unicas constantes para las que se cumple 


para toda x en el intervalo son C\ - c 2 
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Es facil comprender estas defmiciones en el caso de dos funciones, yj(x) y />(*)■ Si las 
funciones son linealmente dependientes en un intervalo, existen constantes, C\ y C 2 , que no son 
cero a la vez, tales que, para toda x en el intervalo, C\f\(x ) + = 0; por consiguiente, si 

suponemos que c\ * 0, entonces 


esto es, si dos funciones son linealmente dependientes, entonces una es un multiplo constante 
de la otra. A1 reves, si fix) = czfzix) para alguna constante C 2 , entonces 

(-1) -fix) + C 2 / 2 O) = 0 

para toda x en algun intervalo. Asi, las funciones son linealmente dependientes porque al menos 
una de las constantes no es cero (en este caso c\ = -1). Llegamos a la conclusion de que dos 
funciones son linealmente independientes cuando ninguna es multiplo constante de la otra en 
un intervalo. Por ejemplo, las funciones f(x) = sen 2x y f(x) = sen x cos x son linealmente 
dependientes en (—°°, 00) porque/j(x) es multiplo constante d tf{x). Con base en la formula de 
doble angulo para el seno, recuerdese que sen 2x = 2 sen x cos x. Por otro lado, las funciones 
fix) = x y fzix) = |x| son linealmente independientes en (—«>, 00 ). Al ver la figura 4.3 el lector 
se debe convencer de que ninguna de las funciones es un multiplo constante de la otra, en el 
intervalo. 



(a) 



(b) 


FIGURA 4.3 


De lo anterior se concluye que el cociente^(x)//i(x) no es constante en un intervalo en que 
fix) yfix) son linealmente independientes. En la siguiente seccion utilizaremos este detalle. 
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EJEMPLO 5 


Funciones linealmente dependientes 


Las funciones f(x) = cos 2 x, fi{x) = sen 2 x, fz(x) = sec 2 x, /(x) = tan 2 x son linealmente 
dependientes en el intervalo (—7 t/2, 7 t/ 2 ) porque 

C\ cos 2 x + c 2 sen 2 x + c 3 sec 2 x + c 4 tan 2 x = 0, 

cuando c\ = Ci - 1, C 3 = -1, C 4 = 1. Hemos aplicado cos 2 x + sen 2 x = 1 y 1 + tan 2 x = sec 2 x. 


Un conjunto de funciones,/] (x),/(x),. . . , es linealmente dependiente en un intervalo 

si se puede expresar al menos una funcion como combinacion lineal de las funciones restantes. 


EJEMPLO 6 


Funciones 


linealmente dependientes 


Las funciones f(x)= 'he +5, /(x) = 4x + 5x, /(x) = x - 1, /(x) = x 2 son linealmente 
dependientes en el intervalo ( 0 , °°) porque/^ se puede escribir como una combinacion lineal 
de / 1 , fi y /a. Observese que 


fi(x) — 1 /,(x) + 5. fi(x) + 0. Mx) 

para toda x en el intervalo ( 0 , °o). ■ 

Soluciones de ecuaciones diferenciales Ante todo, nos interesan las funciones li¬ 
nealmente independientes 0 , con mas precision las soluciones linealmente independientes de 
una ecuacion diferencial lineal. Aunque siempre podemos recurrir a la definicion 4.1, sucede 
que el asunto de si son linealmente independientes las n soluciones, y\,y 2 , ■ ■ • , y n de una 
ecuacion diferencial lineal de orden n como la ( 6 ) se puede definir mecanicamente recurriendo 
a un determinante. 


DEFINICION 4.2 


Bwronskiano 


Supongase que cada una de las funciones f\{x), ^(x), . . . , f„(x ) posee n — 1 derivadas al 
menos. El determinante 


W{f,h, . . . ,f n ) ■ 


h fl 

fi fi 


fn 

fn 


I/'/”-') tir X) 


(«-i) 


en donde las primas representan las derivadas, es el wronskiano de las funciones. 
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Criterio para soluciones linealmente independientes 


sean n soluciones, , y 2 , . , .,y„, de la ecuacion diferencial (6), lineal, homogenea y de orden 
n, en un intervalo I, Entonces, el conjunto de soluciones es linealmente independiente en / 
si y s61o si 

w(yu y2,< 

para toda x en el intervalo. 


De acuerdo con el teorema 4.3, cuandoj>i,_P2, . . y„ son n soluciones de ( 6 ) en un intervalo 

/, el wronskiano W(y\, y 2 , ■ ■ y n ) es identico a cero o nunca cero en el intervalo. 

Un conjunto de n soluciones linealmente independientes de una ecuacion diferencial lineal 
homogenea de orden n tiene un nombre especial. 


DEFINICION 4.3 


Conjunto fundamental de soluciones 


Todo conjunto y\, y 2 ,. . y n dc n soluciones linealmente independientes de la ecuacion 
diferencial lineal homogenea de orden n, ecuacion (6), en un intervalo /, se llama conjunta 
fundamental de soluciones en el intervalo. 


El asunto basico de si existe un conjunto fundamental de soluciones de una ecuacion lineal 
se contesta con el siguiente teorema. 


TEOREMA 4.4 


Existencia de un conjunto fundamental 


Existe un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial lineal homog&iea 
de orden n, (6), en un intervalo I. 


Asf como cualquier vector en tres dimensiones se puede expresar en forma de una 
combinacion lineal de los vectores i, j, k, linealmente independientes, toda solucion de 
una ecuacion diferencial lineal homogenea y de orden n, en un intervalo I, se puede expresar 
como una combinacion lineal de n soluciones linealmente independientes en Z. En otras 
palabras, n soluciones linealmente independientes (yi , y 2 , ■ ■ •> Un) son las unidades constructivas 
basicas de la solucion general de la ecuacion. 


TEOREMA 4.5 


Solucion 


general, 


ecuaciones 


homogeneas 


Sean^j,^ •. ■> U» un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial lineal 
homogenea de orden n, ( 6 ), en un intervalo 1. La solucion general de la ecuacion en el 
intervalo es 

y = C\y\{x) + c 2 yi(x) +... +c„y„(x), 
donde c/, /= 1 , 2 , . . n son constantes arbitrarias. 
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El teorema 4.5 establece que si Y(x) es cualquier solucion de (6) en el intervalo, siempre 
se pueden determinar las constantes Cr, C 2 , • • C„ de tal modo que 

Y(x) = C\y\{x)+ C 2 y 2 (x) + ... + C„y n (x). 

A continuation demostraremos el caso cuando n = 2. 

DEM OSTRACION Sea Y una solucion y seanyq y y 2 soluciones linealmente independientes de 
a 2 y” + d\ y' + a 0 y = 0 en un intervalo /, Supongamos que x = / es un punto en / para el que 
y 2 (t)) * 0- Consideremos, tambien, que Y(r) = k\ y que Y’(t) = k 2 . Si examinamos las 
ecuaciones 


Ciyi(t ) + C 2 y 2 (t) = ki 
Qyi(t) + C 2 y 2 (t) = k 2 , 

veremos que podemos determinar C| y C 2 en forma unica, siempre que el determinante de los 
coeficientes satisfaga 

>l (0 > 2(0 o 

>K0 >K0 

Pero este determinante no es mas que el wronskiano evaluado en X = t, y, por hipotesis, W& 0. 
Si definimos G(x) = C\y\(x) + C 2 y 2 (x), veremos que i) G(x) satisface la ecuacion diferencial 
porque es una superposicion de dos soluciones conocidas, ii) G(x) satisface las condiciones 
iniciales 


G(t) - Ciyi(0 + C 2 y 2 (t) - k { 

G’(t) = C x y[{t) + C 2 y 2 (t) = ki¬ 
rn) Y(x) satisface Za misma ecuacion lineal y lasmismas condiciones iniciales. Como la 
solucion de este problema lineal de valor inicial es unica (teorema 4. 1), entonces Y(x) = G(x), 
o bien Y(x) = C\y](x) + C 2 y 2 (x). ■ 


EJEMPLO 7 


Solucion general de una ecuacion diferencial homogenea 


Las funciones y\ — e ix yy 2 = e~ 3x son soluciones de la ecuacion lineal homogenea/’ - 9y = 0 
en el intervalo (-oo, oo). Pqj inspeccion, las soluciones son linealmente independientes en 
todos los reales o en todo R. Podemos corroborar esto al observar que el wronskiano 


W(e\e-*)= ^ _ 


3e 


-3x 


- 6^0 


para toda x. Llegamos a la conclusion de que y i y y 2 forman uil conjunto fundamental de 
soluciones y, en consecuencia, 

y = c\e 3x + c 2 e~ 3x 


es la solucion general de la ecuacion en el intervalo. 


k 
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EJEMPLO 8 


Solucion obtenida a partir de una solution general 


La fimci6n y = 4 senh 3x - 5e 3x es una solucion de la ecuacion diferencial del ejemplo 7. 
(Confie esta afirmacion.) Segun el teorema 4.5, podremos obtener esta solucion a partir 
de la solucion general y = a e 3 * + C 2 e -3 * Observese que si elegimos c\ = 2 y C 2 = -7, entonces 
y = 2e ix - le~ 3x se puede escribir en la forma 


y = 2e 3x - 2e~ 3x - 


5e 3x =^ 



5e 3 L 


Esta ultima expresion es y = 4 senh 3x - 5e~ ix . 


EJEMPLO 9 


Solution general de una ecuacion diferencial homogenea 

Las funciones y\ - (F, y 2 = e 2 * y y 3 = e ix satisfacen la ecuacion de tercer orden 

g_ 6 g +11 |_ 6y= „. 


Como 


W(e z , e 2x , e 3x ) = 






e x 2e 2x 3e 3x = 2e 6x ¥> Cl 
e x 4e 2x 9e ix 


para todo valor real de x, las funciones y i, yi y yi forman un conjunto fundamental de 
soluciones en (-«>, oo). En conclusion, 

y = C\e x + c 2 e 2x + c 2 e 3x 


es la solucion general de la ecuacion diferencial en el intervalo. 


4.1.3 Ecuaciones no homogeneas 

Toda funcion y p libre de parametros arbitrarios que satisface la ecuacion (7) se llama solution 
particular o integral particular de la ecuacion; por ejemplo, se puede demostrar directamente 
que la funcion constante y p = 3 es una solucion particular de la ecuacion no homogenea 
y" + 9 y = 21 . 

Siyi,y2. •. •,yk son soluciones de la ecuacion (6) en un intervalo Zy y p es cualquier solucion 
particular de la ecuacion (7) en Z, entonces, la combination lineal 

y = c 2 y x (x) + c 2 y 2 (x) + - • • + c k y k (x ) + y p (10) 

tambien es una solucion de la ecuacion (7) no homogenea. Si el lector lo medita tiene sentido, 
ya que la combination lineal C\y\{x) + C2y2( x ) + • • + c k yk{x) se transforma en 0 mediante el 
operador L = a n LP + + . . . + a\D + ao, mientras que y p se convierte en g(x). Si usamos 

k = n soluciones linealmente independientes de la ecuacion (6) de orden n, la expresion (10) 
viene a ser la solucion general de (7). 
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TEOREMA 4.6 


Solution general, ecuaciones no homogeneas 


Sea y p cualquier solucion particular de la ecuacidn differencial lineal, no homogenea, de 
orden n, ecuacidn (7), en un intervalo I, y sean y\, y 2 ,. . y n un conjunto fundamental 
de soluciones de la ecuacion diferencial homogenea asociada (6), en /, Entonces, la soluci6n 
general de la ecuacion en el intervalo es 


y = C\y\(x) + C 2 yi{x) + '• . + c„y n (x) + y p , 
en donde las c„ i - 1,2, , n son constantes arbitrarias. 


DEMOSTRACION Sea L el operador diferencial definido en ( 8 ) y sean 7(x) y y p {x ,) soluciones 
particulares de la ecuacion no homogenea L(y) = g(x). Si definimos u(x ) = Y(x) - y p (x), por la 
linealidad de L se debe cumplir 

L{u) = L{Y(x) - y P (x)} = L(Y(x )) - L(y„(x)) = g(x) - g(x) = 0, 

Esto demuestra que u(x) es una solucion de la ecuacion homogenea L(y) = 0; por consiguiente, 
segun el teorema 4.5, u(x) = C\y\(x) + c 2 y 2 (x) + ■ + c„y„(x), y asf 

Y(x ) - y p (x) = c^y x (x) + c 2 y 2 (x) + •" + c„y„(x ) 

0 sea Y(x) = c,y,(x) + c 2 y 2 (x) + " • + c n y n (x) + y„(x). ■ 

Funcion complementaria En el teorema 4.6 vemos, que la solucion general de una 
ecuacion lineal no homogenea consiste en la suma de dos funciones: 

y = c x yx{x) + c 2 y 2 (x) + " ' + c n y n (x) + y p (x) = y c (x) + y p (x). 

La combinacion lineal y c (x) = C\y\{x) + C 2 >' 2 (^) + . . . + c n y n (x), que es la solucion general de 
( 6 ), se llama funcion complementaria para la ecuacion (7). En otras palabras, para resolver 
una ecuacion diferencial lineal no homogenea primero se resuelve la ecuacion homogenea 
asociada y luego se determina cualquier solucion particular de la ecuacion no homogenea. La 
solucion general de la ecuacion no homogenea es, entonces, 

y = funcion complementaria + cualquier solucion particular. 


EJEMPLO 10 


Solution general de una ecuacion diferencial no homogenea 

_ n 


Se demuestra facilmente por sustitucion que la funcion y p = - -jf - ^x cs una solucion 
particular de la ecuacion no homogenea 


3-«g + u4-.,-* 


( 11 ) 


Para llegar a la solucion general de (1 1), tambien debemos resolver la ecuacion homogenea 
asociada 


cfy _ , d 2 y 
dx* dx 1 


+ 11 ^ - 6y = 0. 
dx 
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Pero en el ejemplo 9 vimos, que la solucion general de esta ultima ecuacion era yc = C\e x + 
c 2 e 2x + C 30 2 * en el intervalo (- 00 , 00 ); por lo tanto, la solucion general de ( 11 ) en el intervalo es 


y = y c + y P = C x e x + c 2 e lx + c 2 e u - -S- - ^x. 


Otro principio de superposicion El ultimo teorema en esta discusion nos sera util en 
la seccion 4.4, cuando estudiemos un metodo para determinar soluciones particulares de 
ecuaciones no homogeneas. 


TEOREMA 4.7 


ftincipio de superposicion, ecuaciones no homogeneas 


Seank soluciones particulares, y Pl , y^,. . y Pk , de la ecuacidn (7), diferencial lineal no 
homogenea de orden n, en el intervalo I que, a su vez, corresponden a k funciones distintas, 
g 1; g 2j Esto es, supongamos quey^. representa una solucion particular de la ecuacion 

diferencial correspondiente 


a„(x)/ n) + On t(jc)y ( " ' 1} + . •' + fli (*)/ + a 0 (x)y = g,{x), (12) 

en donde /= 1,2, . . ,, k. Entonces 

y P = y Pl (x) + y ^) + - ■ + »*(*) (13) 

es una solucidn particular de 

a»(x)y w +a„. x (x))P " l) + .. • + a t (x)y' + a 0 (x)y 

= gt(x) + g 2 (x) + •. • + gt(x). s (14) 


DEMOS1RACION Probaremos el caso en que k = 2. Sea L el operador diferencial definido en 
( 8 ) y sean y p [x) y y,„(x) soluciones particulares de las ecuaciones no homogeneas L(y) = g\(x) 
y L(y) - g2(x), respectivamente. Si definimos y p = y Pl (x) + y P2 (x), demostraremos que y p es una 
solucion particular de L(y) = gi(x) + gi(x). De nuevo, el resultado, es consecuencia de la 
linealidad del operador L\ 

L(y P ) = L{y Pi (x) + y H (x)} = L(y Pi (xj) + L(y Pi (x)) = gi(x) + g 2 (x). 


EJEMPLO 11 


El lector debe 
y P] = -4X 2 

y P2 =e2x 
y P 3 = xi- 


Superposicion, ecuacbnes diferenciales no homogeneas 

comprobar que 

es una solucion particular dey” - 3 y' +4 y = -16x 2 + 24x - 8 , 
es una solucion particular dey” - 3 y' + 4 y = 2e 21 
es una solucion particular de y” - 3 y' +4 y = 2xe* - e* 
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De acuerdo con el teorema 4.7, la superposition de y pv y P2 Y y Pi 

y = y Pl + y Pl + y„, = ~4* 2 + e 2x + xe\ 


es una solution de 


y" - 3 y' + 4 y = ~16x 2 + 24x - 8 + le lx + 2xe x - e x . 


8i{x) 


^ v -v- 

ftW 8i{x) 


'Kata 

S las y p son soluciones particulates de la ecuacion (12) pata i =1,2, . . ., k, la combinacion lineal 


y f = c iy Pl + c 2 y Pl + "' + C *>V 

en donde las Cj son constantes, tambien es una solucion particular de (14), cuando el lado deiecho 
de la ecuacion es la combinacion lineal 

c \8\( x ) * C 2 gl( X ) + " ' + C kgk(x). 


Antes de comenzar a resolver ecuaciones diferenciales lineales homogeneas y no homogeneas, 
veamos algo de la teona que presentaremos en la pibxima seccion. 


Observation 


Esta observacion es la continuacion de la cita sobre los sistemas dinamicos que apaiecio al 
final de la seccion 1.3. 

Un sistema dinamico cuya regia o modelo matematico es una ecuacion diferencial lineal 
de otden n, 


a„(t)y (n) + a n - l (t)/ n ~ l) + . . + a x (t)y + a 0 (t)y = g(t ) 

se llama sistema lineal de oiden n. Las fl funciones dependientes del tiempo, y(t), y'(t ), . 
y ( "~‘\t) son las variables de estada del sistema. Ya sabemosque sus valores, en el momenta) t, 
deteiminan el estado del sistema. La tunc ion g tiene varios nombres: funcion de entrada, 
forzamiento, entrada o funcion de excitation. Una solution y{t) de la ecuacion diferencial se 
llama salida O respuesta del sistema. En lascondiciones mencionadasen el teorema 4.1, la 
salida o respuesta y(t) esta determinada en forma unica, por la entrada y el estado del sistema 
en el momenta) to', esta) es, por las condic iones inic iales y(to), y'(to ), ■ ■ ■ • o). En la figura 4.4 

vemos la dependencia entre la salida y la entrada. 



FIGURA 4.4 
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Ftera que un sistema dinamico sea sistema lineal, se necesita que el principio de superpo¬ 
se ion, teorema 4.7, sea valido en el; o sea, que la nespuesta del sistema a una superposic ion 
de enbadas sea una superposic ion de salidas. Ya examinamos algunos sistemas lineales 
sencillosen la seccion 3.1 (ecuaciones lineales de primer orden); en la seccion 5.1 examinare- 
mos los sistemas lineales para los cuales los modelos matematicos son ecuaciones diferenciales 
de segundo orden. 

- EJERCICIOS 4 .1 - 


-4.1.1 

1. Dado que y = c;e* + Cie~ x es una faniilia a dos par&metros de soluciones de y” - y =0 en 
el intervalo (-oo, oo), determine un miembro de la familia que satisfaga las condiciones 
iniciales y( 0 ) = 0 , y’( 0 ) = 1 . 

2. Determine una solucion de la ecuacion diferencial del problema 1 que satisfaga las 
condiciones en la frontera 7(0) = 0 , y(l) = 1 . 

3 . Dado que y = c\ e ix + C 2 e~ x es una faniilia a dos parametros de soluciones dey” - 3y - 4y = 0 
en el intervalo (-oo, °°)> determine un miembro de la familia que satisfaga las condiciones 
iniciales y( 0 ) = 1 , y’( 0 ) = 2 . 

4. Dado que y = c\ + C 2 cos x + C 3 sen x es una familia a tres parametros de soluciones de 
y’” + y’ = 0 en el intervalo (->*>, 00 ), defina un miembro de la familia que cumpla las 
condiciones iniciales y(ir) = 0 , y'(ir) = 2 , y"(ir) — - 1 . 

5. Como y = c\X + C 2 X In x es una familia a dos parametros de soluciones de x 2 y" - xy' + y =0 
en el intervalo (-oo, oo), determine un miembro de la familia que satisfaga las condiciones 
iniciales y(l) =3,/(l) = -1. 

6 . Puesto que y = C\ + cyx? es una familia a dos parametros de soluciones de xy" — y’ = 0 en 
el intervalo (-<», oo), demuestre que las constantes c\ y C 2 no pueden ser tales que un 
miembro de la familia cumpla las condiciones iniciales _y(0) = 0, y’(0) = 1 . Explique por 
que lo anterior no contradice al teorema 4.1. 

7. Determine dos miembros de la familia de soluciones de xy” — y’ =0, del problema 6 , que 
satisfagan las condiciones iniciales y( 0 ) = 0 , y’( 0 ) = 0 . 

8 . Halle un miembro de la familia de soluciones a xy” — y’ = 0 del problema 6 , que satisfaga 
las condiciones a la frontera 7 ( 0 ) = 1, /(1) = 6 . ,?E1 teorema 4.1 garantiza que esta solucion 
sea unica? 

9. Puesto que y = C\^ cos x + cy? sen x es una familia a dos parametros de soluciones de 
y" — 2y + 2y ~ 0 en el intervalo (-«>, °°), determine si es posible que un miembro de la 
familia pueda satisfacer las siguientes condiciones en la frontera: 

a) 7(0) = 1. y’(0) = 0 b) y (0) = l,7(7r)=-l 

c)7(0)=l,7 ^ =1 d)7(O)=0, 7(7r)=0. 

4 / 7 . 

10. En virtud de que y = c\X z + Ci X* + 3 es una familia a dos parametros de soluciones de 
x 2 y"-5xy'+ 87 ~ 24, en el intervalo (-=,«), determine si es posible que un miembro de la 
familia satisfaga estas condiciones en la frontera: 

a) y(-l) = 0, 7 ( 1 ) = 4 b) 7 ( 0 )=l, 7 (l )=2 

C)>'(0) = 3,7(1) = 0 d)7(l) = 3, 7(2)= 15. 
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En los problemas 11 y 12, defina un intervalo que abarque x = 0 para el cual el problema de 
valor inicial correspondiente tenga solucion unica. 

11. (x -2)y" + 3 y=x, y(0)= 0, y’(0)= 1 

12. y" + (tan x)y = e x , y(0)= 1 , y’( 0 )= 0 

13. En vista de que x = c\ cos wt + c 2 sen wt es una faniilia a dos parametros de soluciones de 
x” + u/x = 0 en el intervalo (-oo, °°), demuestre que una solucion que cumple las 
condiciones iniciales x( 0 ) = xq, x’(0) = x\ es 


*t 

X(t) — Xq COS wt + —~ sen wt. 

U 

14. Use la familia a dos parametros x = c\ cos wt + C\ sen wt para probar que una solucion de 
la ecuacion diferencial que satisface x(to) = Xo, x'(lo) = *i es la solucion del problema 
de valor inicial en el “problema 13”, desplazada o recorrida la cantidad to: 


X(t) = Xq COS Wft - to) + — sen w(t - to). 

LO 


■ 4 . 1.2 

En los problemas 15 a 22 compruebe si las funciones respectivas son linealmente inde- 
pendientes o dependientes en (-oo, oo). 

15. /j(x) = x, f*(x) = x 2 , f 3 (x) = 4x - 3** 

16. f(x) = 0, f 2 (x) = x, f 3 (x) = e x 

17. f x (x) = 5, f 2 (x) = cosh, f 3 (x) = scn 2 x 

18. fi(x) = cos 2x, f 2 (x) = 1, f 3 (x) = cos 2 x 

19 . fi(x) = x, f*(x) = x - 1, f 3 (x) = x + 3 

20. fx(x) = 2 + X, f 2 (x) = 2 + \x\ 

21. fx{x) = 1 + X, f 2 (x) = X, f 3 (x) = X 2 
22 - fi( x ) = eX > fi{x) = e~ x , f 3 {x) = senh x 

En los problemas 23 a 30 compruebe que las funciones dadas forman un conjunto fundamental 
de soluciones de la ecuacion diferencial en el intervalo indicado. Forme la solucion general. 

23. y" - y’ - 12y = 0; e~ 2x , e 4x , °°) 

24. y” - 4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (- <», oo) 

25. y" - 2y' + 5y = 0; e x cos 2x. e x sen 2x, (-oo, oo) 

26. 4 y" — Ay' + y = 0; e x ' 2 , xe xl2 , (- oo, oo) 

27. x 2 y" — 6 xy’ + 12 y = 0; x 3 , x\ (0, oo) 

28. x 2 y" + xy’ + y = 0; cos(ln x),sen(lnx), (0, oo) 

29. x 3 y"' + 6x 2 y" + 4xy' -4 y = 0; x, x“ 2 , x“ 2 In x, (0, °o) 

30. y (4 > + y" - 0; 1, x, cos x,sen x, (-oo, oo) 

Problemas pa no discusion 

31 . a) Compruebe que jq = x 3 y yi = |x | 3 son soluciones linealmente independientes de la 

ecuacion diferencial x 2 y" - 4xy' + 6y = 0 en el intervalo (-«>, oo). 
b) Demuestre que W(yi, yi) = 0 para todo numero real x. ^Este resultado contradice el 
teorema 4.3? Explique su respuesta. 
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c) Compruebe que Y\ = x 3 y Y 2 = x 2 tambien son soluciones linealmente independientes 
de la ecuacion diferencial en la parte a), en el intervalo (- 00 , 00 ). 

d) Halle una solucion de la ecuacion diferencial que satisfaga y(O) = 0, y’(O) = 0. 

e) Segun el principio de superposition, teorema 4.2, las combinaciones lineales 

y = ciy\ + c?y 2 y Y= c\ Y\ + ah 

son soluciones de la ecuacion diferencial. Diga si una, anibas 0 ninguna de las combi¬ 
naciones lineales es una solucion general de la ecuacion diferencial en el intervalo 
“)• 

32. Suponga que y\ = g* y y 2 — e x son dos soluciones de una ecuacion diferencial lineal 
homogenea. Explique por que = cosh x y yt, — senh x tambien son soluciones de la 
ecuacion. 


4 . 1 . 3 


Compruebe que la familia biparametrica de funciones dadas en los problemas 33 a 36 sea la 
solucion general de la ecuacion diferencial no homogenea en 

33. y” - ly' + lOy = 24e* 
y = ae 2x + c 2 e 5x + 6e x , (—«>, °°) 

34. y" + y = sec X 

y = Cj COS x + Ci sen x + x sen x + (cos x) ln(cos x), 

35. y" - 4 y 1 + 4y = 2e lx + 4x - 12 

y = Cie 2 * + c 2 xe 2x + x 2 e* x + X - 2, (- °°, 00 ) 

36. 2 x 2 y" + 5 xy’ + y = x 2 — X 

y = Cix~ m + c 2 x~‘ + x 2 - £ x, ( 0 , 00 ) 

37. Si y Pl = 'he 2x y y Pl = x 2 + 3x son soluciones particulares de 

y" - 6/ + 5y = ~9e 2x 

Y y” -6y' + 5y = 5 * 2 + 3x - 16, 
respectivamente, determine soluciones particulares de 

y” — 6 y' + 5y = 5x 2 + 3x — 16 — 9e 2x 

Y y" - 6 y' + 5 y = -IOjc 2 — 6 a: + 32 + e 2jc . 

38. a) Halle, por inspeccion una solucion particular de y” +2 y = 10. 

b) Determine por inspeccion una solucion particular dey” + 2 y - -4x. 

c) Halle una solucion particular de y” + 2 y = -4x + 10 . 

d) Determine una solucion particular dey” + 2y = 8 x + 5. 


el intervalo indicado. 
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4.2 


reducci6n de orden 


■ Reduction de una ecuacion deferential de segundo orden a una de primer orden 

■ Forma reducida de una ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden 


Uno de los hechos matematicos mas interesantes al estudiar ecuaciones diferenciales lineales 
de segundo orden es que podemos formar una segunda solucion, y 2 , de 

a 2 (x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0 (1) 


en un intervalo Z a partir de una solucion y\ no trivial. Buscamos una segunda solucion, y 2 (x), 
de la ecuacion (1) tal que yi y y 2 sean lineahnente independientes en Z. Recordemos que si y\ 
y y 2 son lineahnente independientes, su relacidn^/pi es no constante en /; esto es, y 2 /y\ = u(x) 
o y 2 = u(x)yi(x). La idea es determinar la funcion u(x) sustituyendo y 2 (x) — u(x)y\{x) en la 
ecuacion diferencial dada. Este metodo se llama reduccion de orden porque debemos resolver 
una ecuacion lineal de pmier orden para hallar u. 


EJEMPLO 1 


Segunda solucion por reduccion de orden 


Si y\ = e* es una solucion dey” —y = 0 en el intervalo (-00, °°), aplique la reduccion de orden 
para determinar una segunda solucion, y 2 . 

SOLUCION Siy= «(x)_vi(x) = u(x)e x , segun la regia del producto 


y’ = ue x + e x u ', y" = ue x + 2 e x u' + e x u’\ 
y asi y” - y = e x (u" + 2 m') = 0 . 

Puesto que e* * 0, para esta ultima ecuacion se requiere que u" + 2u = 0. Al efectuar la 
sustitucion w = u’, esta ecuacion lineal de segundo orden en u se transforma en w' + 2 W = 0, 
una ecuacion lineal de primer orden en w. Usamos el factor integrante e 2 * y asi podemos 
escribir 


^-[e 2x w]= 0. 
dx 

Despu^s de integrar se obtiene w = cje _2x , o sea que u’ = c\e~^. Integramos de nuevo y 
Uegamos a 


u = - ~e~ 2x + c 2 . 

Por consiguiente, y = u(x)e x = + c 2 e x . (2) 

Al elegir c 2 — 0 y c\ — -2 obtenemos la segunda solucion que buscabamos, y 2 = e~ x . Dado 
que W(e x , e ~ x ) t 0 para toda x, las soluciones son lineahnente independientes en (-«>, °°). ■ 
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Como hemos demostrado que y\ = e* y y 2 = e~ x son soluciones linealmente independientes 
de una ecuacion lineal de segundo orden, la ecuacion ( 2 ) es la solucion general de y" — y = 0 
en (-oo, oo). 

Caso general Si dividimos por a 2 (x) para llevar la ecuacion (1) a la forma estandar 

y” + P(x)y' + Q(x)y = 0, (3) 

en donde P{x ) y Q(x) son continuas en algun intervalo /, Supongase, ademas, que >>i(x) es una 
solucion conocida de (3) en / y que j'i(x) £ 0 para toda x en el intervalo. Si definimos que y = 
“(*)yi(*)> entonces 


y’ = uy; + y x u ', y" = uy; + 2y[u' + y x u" 

y" + Py’ + Qy = u[y x + Py[ + Qy x ] + y^u" + (2 y[ + Py x )u' = 0. 

v --v-^ 

cero 


Para lo anterior se debe cumplir 

y\u" + (2 y[ + Py x )u' =0 0 sea yW + (2 y[ + Py x )w = 0, (4) 

en donde hemos igualado w = u . Observese que la ultima de las ecuaciones (4) es lineal y 
separable, a la vez. A1 separar las variables e integrar obtenemos 

— + 2 y -dx + Pdx = Q 

w y x 

lnlvvy! 2 ! = — ^ P dx + c Osea wy x = c x e~ SPdx . 

De la ultima ecuacion despejamos w, regresamos a w = u' e integramos de nuevo: 

re-in* 

u = C] —5 -dx + c 2 . 

J yS 

Si elegimos C\ = 1 y c 2 = 0, vemos en y = «(x)yi(x) que una segunda solucion de la ecuacion 

(3) es 


-IP(x)dx 

y2=yi(x)j 2 7 T dx - ( 5 ) 

J y\ (x) 

Un buen repaso de la derivacion sera comprobar que la furicibn y 2 (x) definida en la ecuacion 
(5) satisface la ecuacion (3) y que y x y y 2 son lineahnente independientes en cualquier intervalo 
en que y\ no sea cero. V 6 ase el problema 29, de los ejercicios 4.2. 


EJEMPLO 2 


Segunda solucion con la fdrmula (5) 


La funcion y\ = x 2 es una solucion de x?y" - 3 xy' + 4y = 0. Determine la solucion general 
en el intervalo ( 0 , <»). 
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SOLUCION Partimos de la forma reducida de la ecuacion, 

3 4 

y'--y' + ~y=°> 

x X 2 

, . e 3 J Mx 

y vemos, de acuerdo con (5), que yi = x l J — j~ dx 

= X 2 j— X 2 lnx. 


In x 3 _ 3 

p > — p —v 


La solution general en (0, °°) esta definida por y = c\y\ + C 2 yi\ esto es, 

y = ci* 2 + c 2 x 2 In x. 


Observation 


Hemos deducido la ecuacion (5) e ilusbado como usarla poique esa formula aparecera de 
nuevo en la siguientae seccion y en la seccion 6.1. Usamos la ecuacion (5) solo paia ahonar 
tiempo en la obtencion del resultado deseado. El profesordira si se debe memorizarla ecuacion 
(5) o dominar las bases de la neduccion de orden, 


EJERCICIOS 4.2 


Determine una segunda solucion en cada ecuacion diferencial de los problemas 1 a 24. Use la 
reduccion de orden o la formula (5) como acabamos de explicar. Suponga un intervalo adecuado 
de validez. 

1- / + 5y' = 0 ; y, = 1 

2 . y” - y’ = 0; yi = 1 

3. y” — 4 y' + 4 y = 0; y x = e lx 

4. y" + 2y' + y = 0; y\ = xe~ x 

5. y” + 16 y = 0; y\ = cos 4x 

6. y” + 9y = 0; y x = sen 3x 

7. y” - y = 0; y, = cosh x 

8. y” - 25y = 0; ji = e 5x 

9. 9 y" - 12 y' + 4y = 0; y, = e 2xri 

10. 6 y" + y’ - y = 0; y, = e xl3 

11 . x 2 y" - Ixy' + 1 by = 0 ; y 1 = jf 4 

12 . x 2 y" + Ixy' - 6y = 0 ; y x = x 2 
J13. xy" + y’ = 0; y, = In x 

14. 4x 2 / + y = 0; y t = x m In x 
J 15. (1 - 2x - x 2 )y" + 2(1 + x)y' - 2y = 0; y x = x + 1 
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16. (1 - x 2 )y" - 2xy' = 0; y, = 1 
V 17. x 2 y" - xy’ + 2y = 0; y\= x sen(ln x) 

18. x 2 y" - 3 xy' + 5y - 0; y, = x 2 cos(ln x) 

V 19. (1 + 2 x)y" + 4 xy' - 4y = 0; y, = e' 2 * 

20. (1 + x)y" + xy’ - y = 0; y\ = X 
J 21. x 2 y" ~ xy’ + y = 0; y { = x 
22. x 2 y" - 2oy = 0; y, = x“ 4 
J 23. x 2 y" - 5xy' + 9y = 0; y, = x 3 In x 
24. x 2 y" + xy’ + y = 0; y x = cos(ln x) 

Aplique el metodo de reduccion para determinar una solucion de la ecuacion no homogenea 
dada en los problemas 25 a 28. La funcion indicada, y\(x), es una solucion de la ecuacion 
homogenea asociada. Determine una segunda solucion de la ecuacion homogenea y una 
solucion particular de la ecuacion no homogenea. 

^25. y" - Ay = 2; y x = e~ lx 
J26. y” + y’= 1; y, - 1 
/ 27. y" — 3 y' + 2y = 5e 3x ; yj = e l 
J 28. y" - 4y" + 3y = y j = e lx 

29. a) Compruebe por sustitucion directa que la ecuacion (5) satisface la ecuacion (3). 
b) Demuestre que W(y\(x), y 2 (^)) = u'y 2 = 


Problema para discusion 

30. a) Haga una demostracion convincente de que la ecuacion de segundo orden uy” + by’ + 
cy = 0 , a, b y c constantes siempre tiene cuando menos una solucion de la forma 
j, = g" 1 !* donde m\ es una constante. 

b) Explique por que la ecuacion differencial en la parte a) debe tener, en consecuencia, una 
segunda solucion de la forma yi = e m ^ o de la forma yi = xe m ' x , donde m\ y rrij son 
constantes. 

c) Vuelva a revisar los problemas 1 a 10. ^Puede explicar por que las respuestas a los 
problemas 5 a 7 no contradicen las afirmaciones en las partes a) y b)? 


ECUACIONES UNEALE5 HOMOGENEAS 

con comcieiES consianies 


■ Ecuacion auxiliar ■ Raices de una ecuacion auxiliar cuadratica ■ Formula de Euler 

■ Formas de la solucion general de una ecuacion diferencial lineal y homogenea de segundo 
orden con coeficientes constantes ■ Ecuaciones diferenciales de orden superior 

■ Raices da ecuaciones auxiliares de grado mayor que dos 

Hemos visto que la ecuacion lineal de primer orden, dy/dx + uy = 0, donde d es una constante, 
tiene la solucion exponencial y = c\ e _< “ en el intervalo °°); por consiguiente, lo mas natural 
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es tratar de determinar si existen soluciones exponenciales en (-oo, oo) de las ecuaciones lineales 
homogeneas de orden superior del tipo 

a n y {n) + + '''+ a 2 y" + a \y' + fl o y = 0 , ( 1 ) 

en donde los coeficientes a,-, i = 0, 1, . . . , n son constantes reales y a„ £ 0. Para nuestra sorpresa, 
todas las soluciones de la ecuacion ( 1 ) son funciones exponenciales o estan formadas & partir 
de funciones exponenciales. 

Metodo de solucion Comenzaremos con el caso especial de la ecuacion de segundo 
orden 


ay” + by’ + cy = 0. (2) 

Si probamos con una solucion de la forma y = e mx , entonces y’ = me V y" = m 2 e mx , de modo 
que la ecuacion ( 2 ) se transforma en 

am 1 e mx + bme mx + ce mx = 0 o sea e mx (am 2 + bin + c) - 0. 

Como e mx nunca es cero cuando x tiene valor real, la unica forma en que la funcion exponencial 
satisface la ecuacion diferencial es eligiendo una m tal que sea una raiz de la ecuacion cuadratica 

am 2 + bm + c= 0. (3) 

Esta ecuacion se llama ecuacion auxiliar o ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial 
(2). Examinaremos tres casos: las soluciones de la ecuacion auxiliar que corresponden a raices 
reales distintas, raices reales e iguales y raices complejas conjugadas. 

CASO I; Raices teales dislintas Si la ecuacion (3) tiene dos raices reales distintas, m\ y 
m 2 , llegamos a dos soluciones, y\ = e m]X y y 2 = e m ^. Estas funciones son lineahnente inde- 
pendientes en (-<», «) y, en consecuencia, forman un conjunto fundamental. Entonces, la 
solucion general de la ecuacion ( 2 ) en ese intervalo es 

y = Cl e m ' x +c 2 e miX . (4) 

CASO II: Raices reales e iguales Cuando m\ = m 2 llegamos, necesariamente, solo a una 
solucion exponencial, y\ = e m ' x . Segun la formula cuadratica, m\ - -b/2a porque la unica fomia 
de que m\ = m 2 es q ue b 2 - 4oc = 0 . Asi, por lo argumentado en la seccion 4.2, una segunda 
solucion de la ecuacion es 


r e 2m ' x r 

y 2 = e m i x J dx - e m > x J dx = xe m > x . 


( 5 ) 


En esta ecuacion aprovechamos que —b/a = 2m\. La solucion general es, en consecuencia, 
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CASO III; Rai'ces complejos conjugados Si m\ y zw 2 son complejas, podremos escribir 

m\ = a + iff y m 2 = a - i/3, donde ay f3 > 0 y son reales, e i 2 - -1. No hay diferencia formal 

entre este caso y el caso 1 ; por ello, 

y = c x e (a+,t>)x + C 2 e (a ~ i&)x . 

Sin embargo, en la practica se prefiere trabajar cpn funciones reales y no con exponenciales 
complejas. Con este objeto se usa la formula de Euler: 

e ,e = cos 0+ i sen 9, 

en que 6 es un numero real. La consecuencia de esta formula es que 

e'P* = COS fix + i sen /Sat y e ~'® x = cos fix — i sen Px, (7) 

en donde hemos empleado cos(-/?x) = cos fix y sen(-/?x) = -sen fix. Observese que si primero 

sumamos y despues restamos las dos ecuaciones de (7), obtenemos respectivamente 

e ,ftx + e~'^ x = 2 cos /3x y g@* — g~'P* = 2i sen /3x. 

Como y~C\e^ a +" 7>x + C 2 e (a “es una solucion de la ecuacion ( 2 ) para cualquier eleccion de 

las constantes Cl y C 2 , si C, = C 2 = 1 y Cl = 1, C 2 = -1 obtenemos las soluciones: 

y x = g(«*+W* + y y 2 = g(a+i|3)jr _ g(a-i/3)x_ 

y x = e ax (e‘^ x + e"'***) = 2e“ cos fix 
y 2 = e ax (e ifix - e~ if>x ) = lie™ sen fix. 

En consecuencia, segun el corolario (A) del teorema 4.2, los dos ultimos resultados demuestran 
que las funciones reales e“* cos f3x y e 01 * sen fix son soluciones de la ecuacion (2). Ademas, esas 

soluciones forman un conjunto fundamental en (-<», 00 ); por lo tanto, la solucion general es 

y = Cie <w cos fix + c 2 e‘“ sen fix 

= (ci cos fix + Ci sen fix). ( 8 ) 


Pero 

Y 


EJEMPLO 1 


_ Ecuaciones diferenciales de segundo orden 

Resuelva las ecuaciones diferenciales siguientes: 


(a) If - 5/ - 3y = 0 (b) y” - 10/ + 25y = 0 (c) y” + y’ + y = 0 


*Se puede deducir, formalmente, la formula de Euler a partir de la serie de Maclaurin e* = £ — con la sustitucion x - 

n=0 n 

iff, utilizando r = -1, i 3 = - i, , y separando despu6s la serie en sus partes real e imaginaria Luego de establecer esta 
posibilidad, podremos adoptar an 6' + i sen 0 como delinajn de e? 
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SO LUC ION Presentaremos las ecuaciones auxiliares, raices y soluciones generales co- 

rrespondientes. 


(a) 2m 2 -5 m - 3 = (2m + l)(m - 3) = 0, m 2 = 3, 

y = Cie^' 2 + c 2 e 3j: 

(b) m 2 - 10 m + 2.5 = (m - 5) 2 = 0, m x = m 2 = 5, 
y = Cje 5 * + c 2 xe Sx 

,. 2 , , i n 1, V3. 1 V5 . 

(c) AW 2 + /M + 1 = 0, W] = - - + — l, m 2 = - a —— I, 

2 2 

... I 

y _ e- 


- a L 


cos^-x + Co sen 


EJEMPLO 2 


Problema de valor inicial 

Resuelva el problema de valor inicial 


y"-4y'+13y = 0, y( 0) =-1, y’( 0 ) = 2 . 

SO LUC ION Las raices de la ecuacion auxiliar m 2 - 4m + 13 = 0 son mi = 2 + 3i y m 2 = 

2 - 3 /, de modo que 


y = e 2x (c\ cos 3 jk + c 2 sen 3^). 

A1 aplicar la condicion ^(0) = -1, vemos que -1 = e°(c\ COS 0 + c 2 sen 0) y que C\ — -1. 
Diferenciamos la ecuacion de arriba y a continuacion, aplicando y’(O) = 2, obtenemos 2 = 

3c 2 - 2 , 0 sea, C 2 = por consiguiente, la solucion es 

/ 4 

y = e 2x I _ C0S 2x + - sen 3 X 

Las dos ecuaciones diferenciales, y” + k?y = 0 y y” - 0y = 0, k real, son importantes en 
las matematicas aplicadas. Para la primera, la ecuacion auxiliar m 2 + k 2 = 0 tiene las races ima- 
ginarias m\ = ki y m 2 = -ki. Segun la ecuacion ( 8 ), con a = 0 y = k, la solucion general es 

y = Cj COS kx + Ci sen kx. ( 9 ) 

La ecuacion auxiliar de la segunda ecuacion, rn 2 - k 2 = 0, tiene las raices reales distintas m\ = k 
y mi - -k\ por ello, su solucion general es 

y = c x e kx + c 2 e~ kl . ( 10 ) 

Observese que si elegimos c\ = C 2 = | y despues c\ = Ci= — ~ en (10), llegamos a las soluciones 

particulares y = (g fa + e _fa )/2 = cosh kx y y = (e fa - e -toc )/2 = senh kx. Puesto que cosh kx y 
senh kx son linealmente independientes en cualquier intervalo del eje x, una forma alternativa 
de la solucion general dey” - k?y = 0 es 



y = C\ cosh kx + C 2 senh kx. 
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Ecuaciones de orden superior En general, para resolver una ecuacion diferencial de 
orden n como 


a„y w + a„-\y( n ') + • + ay" + ay' + a 0 y - 0, ( 11 ) 

en donde las a,-, i = 0,1 ,..., n son constantes reales, debemos resolver una ecuacion polinomial 
de grado n: 


a n m n +a„-\m n 1 + • • + ajm 2 + a\m + Oq = 0. (12) 

Si todas las raices de la ecuacion (12) son reales y distintas, la solucion general de la ecuacion 
(11) es 


y=c,d n ' x +c 2 e m *+.. ■ + c„e m " x . 

Es mas diffcil resumir los analogos de los casos II y III porque las raices de una ecuacion auxiliar 
de grado mayor que dos pueden presentarse en muchas combinaciones. Por ejemplo, una 
ecuacion de quinto grado podria tener cinco raices reales distintas, o tres raices reales distintas 
y dos complejas, o una real y cuatro complejas, cinco reales pero iguales, cinco reales pero dos 
iguales, etcetera. Cuando m\ es una raiz de multiplicidad k de una ecuacion auxiliar de grado 
n (esto es, k raices son iguales a m{), se puede demostrar que las soluciones linealmente 
independientes son 


e m]X , xe m ' x , x 2 e m ' x ,. . x*' 1 e m ' x 

y que la solucion general debe contener la combinacion lineal 

c,e m ' x + c 2 xe m '- x + + ■ ■ ■ + c k x k -'e m ' x . 

Por ultimo, recuerdese que cuando los coeficientes son reales, las raices complejas de una 
ecuacion auxiliar siempre aparecen en pares conjugados. Asi, por ejemplo, una ecuacion 
polinomial cubica puede tener dos raices complejas cuando mucho. 


EJEMPLO 3 


Ecuacion diferencial de tercer orden 


Resolver y’” + 3 y" - Ay - 0. 


SOLUCION A1 examinar m 3 + 3m 2 -4 = 0 debemos notar que una de sus raices es m\ = 1. 
Si dividimos m 3 + 3 m 2 - 4 entre m - 1, vemos que 

m? + 3m 2 4 = (m — l)(m 2 + 4m + 4) = (m — I) (m + 2) 2 , 

y entonces las demas raices son m 2 = W 3 = -2. Asi, la solucion general es 


y = ctf* + c 2 e~ h + c 3 xe 2x 
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EJEMPLO 4 


Ecuacion diferencial de cuarto orden 


Resuelva 




SO LUC ION La ecuacion auxiliar es m 4 + 2 m 2 + 1 = (m 2 + l) 2 = 0 y tiene las raices m\ = 
mi = i y m2 = — -i, Asi, de acuerdo con el caso II. la solucion es 

y = Cje“ + C 2 c““ + C 3 xe“ + C 4 Jte~“. 

Segun la formula de Euler, se puede escribir el agrupamiento C\e a + C 2 C~“ en la forma 


c i COS x + c 2 sen x 

con un cambio de definicion de las constantes. Igualmente, x(C-se ix + C 4 £ _ “) se puede 
expresar en la forma x(ci cos x + C 4 sen x). En consecuenda, la solucion general es 

y = Ci cos x + c 2 sen x + c 3 x cos x + c 4 x sen x. a 

El ejemplo 4 mostro un caso especial en que la ecuacion auxiliar tiene raices complejas 
repetidas. En general, si mi = a + i/3 es una raiz compleja de multipliddad k de una ecuacion 
auxiliar con coeficientes reales, su ralz conjugada, mj = Ct — i/3, tambien es una ralz de 
multipliddad k Con base en las 2k soludones complejas 

e la+i0)j xe (a+ip)x X 2 e (a+#)x . ^ , X k-\ e (a+ip)x 

e (a-iP)x Xe (a-@)x^ X 2 e (a-ip)x, ^ 


llegunos a la conclusion, con ayuda de la formula de Euler, de que la soludon general de la 
ecuadon diferendal conespondiente debe contener una combination lineal de las 2 k soludo¬ 
nes reales y linealmente independientes 

e “* cos /3x, xe” cos (3x, x 2 e ax cos 0x, ..., COS fix 

e 0 * sen (3x, xe 001 sen fix, xV“ sen fix, ■ ■ ■, x k ~ ] e oa sai fix. 

En el ejemplo 4 vemos que, k = 2, a = 0yfi=l. 

Naturalmente, el punto mas diflcil al resolver ecuadones diferendales con coefidentes 
constantes es la detemtinadon de las raices de las ecuadones auxiliaies de grado mayor que 
dos; por ejemplo, para resolver 3y" + 5 y" + lOy' — 4y = 0 , primero debemos resolver 
3m 3 + 5 m 3 + 10m -4 = 0. Algo que podemos intentar es probar si la ecuacion auxiliar tiene 
raices racionales. Recordemos que si m\ = p/q es una ralz racional reducida a su expresion 
minima de una ecuadon auxiliar a„m n + • • • + a\m + ciq = 0, con coefidentes enteros, p es un 
fador de £?o y q es fador de a n . Para nuestra ecuadon auxiliar cubica, todos los fadores de at) = 

-4 y a n = 3 sonp: ±1, ± 2, +4 y q: fL, ±3, de modo que las raices rationales posibles son p!q\ fl, 
+2, ±4, ±j, y ±-. Entonces se puede probar con cada uno de estos numeros, por ejemplo, con 
division sintctica. Asi se descubren, a la vez, la ralz m\ — | y la fadorizacion 

3 m 3 + 5m 2 + 10m - 4 = (m - (3m 2 + 6m + 12). 
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Con ello la formula cuadratica produce las demas rarces, m 2 = -1 + V3~ / y m 2 - - 1 -V3 
Entonces, la solucion general de 3 y"' + 5y" + 10y' - 4y = 0 es 

y = c x e M + e~ x (c 2 cos V3x + c 3 sen V3x). 

Empleo de computadoras Cuando se cuenta con una calculadora 0 un progrania de 
computacion adecuados, la determinacion 0 aproximacion de las races de ecuaciones polino- 
miales se convierte en un asunto rutinario. Los sistemas algebraicos de computacion, como 
Mathematica y Maple, pueden resolver ecuaciones polinomiales (en una variable) de grado 
menor de cinco mediante formulas algebraicas. Para la ecuacion auxiliar del parrafo anterior, 
los comandos 


Solve[3 m A 3 + 5 m A 2 + 10 m - 4 = = 0, m] (en Mathematica) 

solve(3*m A 3 + 5*m A 2 + 10*m - 4, m); (en Maple) 

dan, como resultado inmediatQ, sus representadones de las rarces 4,-1 + V3~ i, -1 - V3~ i. Qtando 
las ecuaciones auxiliares son de orden mayor, quiza se reqmeran comandos numericos, 
como NSolve y FindRoot en Mathematica Por su capaddad de resolver ecuaciones polino¬ 
miales, no nos debe sorprenefer que algunos sistemas algebraicos de computacion tambien son 
capaces de presentar soludones expKdtas de ecuadones diferendales lineales, homogeneas y 
de coefidentes constantes; por ejemplo, al teclear 

DSolve [y"[x] + 2 y'[x] + 2 y[x] = = 0, y[x], x] (en Mathematica) 

dsolve(diff(y(x),x$2) + 2*diff(y(x),x) +2*y(x) = 0, y(x)); (en Maple) 

se obtiene, respectivamente 


y ^ x ] _> C[2] Cos [xl-- CfllSen [xl 

Y y(x) = — Cl exp( -x)sen(x) + _C2 exp( -x) cos(x) 

Las expresiones anteriores quieten decir que y = Ci(T x cos x + C\e~ x sen x es una soluddr de 
y” + 5 + 2 y = 0. Obsdvese que el signo menos iiente a C[ 1 ] en el primer resultado es superfluo. 
^Por que? 

En el texto clasico Differential Equations , de Ralph Palma - Agnew,* que uso el autcr de 
estudiante, se afirma que: 

No es razonable esperar que los alumnos de este curso tengan la destreza y el equipo computational 
necesarios para resolver con eficiencia ecuaciones como 

4.317 T7 + 2.179 ^ + 1.416 ^ + 1-295 ^ + 3.169y = 0. (13) 

dx* dx } dx 2 dx 

Aunque se puede drscutir si la destreza en computadon ha mejorado en todos estos afios o no, 
el equipo sr es mejor. Si se tiene acceso a un sistema algebraico computacional, se puede 


*McGraw-Hill, New York, 1960. 
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considerar que la ecuacion (13) es razonable. Despues de simplificar y efectuar algunas 
sustituciones en los resultados, con Mathematica se obtiene la siguiente solucion general 
(aproximada); 


y = Cie -0.728852* CO s(0.618605x) + c 2 e' 0 ' 7288521 sen (0.618605-) 

+ c 3 e°- 476478l cos(0.759081^)+ c 4 e a476478jr sen (0.759081 x). 

De paso haremos notar que los comandos DSolve y dsolve, en Mathematica y Maple, al igual 
que la mayor parte de los aspectos de cualquier sistema algebraico computacional, tienen sus 
limitaciones. 

EJERCICIOS 4.3 - 


En los problemas 1 a 36 determine la solucion general de cada ecuacion differencial. 


1, 

4 y" + y’ = 

= 0 

2 . 

2y” -5y' = 0 

3, 

/' - 36y 

= 0 

4. 

y" - 8y = 0 

5. 

y" + 9y = 

= 0 

6. 

3/ +y= 0 

1. 

y" - y’ - 

6y = 0 

8. 

y" - 3/ + 2y = 0 

9. 

ody 
dx 2 dx 

■ + 16y = 0 

10. 

10^ + 25y = 0 
dx 2 dx 

II. 

y" + 3/ - 

■ 5y = 0 

12 . 

y" + 4 y' -y= 0 

13. 

12 y" - 5 y 

' - 2y = 0 

14. 

8y" + 2/ -y = 0 

15. 

y" - 4y' + 5y = 0 

16. 

2/' - 3/ + 4y = 0 

17. 

3y" + 2y' 

+ y = 0 

18. 

2/' + 2y' + y = 0 

19. 

y - 4 y" 

- 5/ = 0 

20 . 

4 y"' + 4y" + y' = 0 

21. 

r» - y = 

0 

22. 

y+ 5/' = 0 

23. 

y "> - 5 y" 

+ 3/ + 9y = 0 

24. 

y"' + 3 y" - 4y' - 12y = 

25. 

y"' + y » - 

■ 2y = 0 

26. 

y"' - /' -4y =0 

27. 

y + 3 y" 

+ 3/ + y = 0 

28. 

y'" - 6/ + 12/ - 8y = 

29 . 

d 4 y d 3 y 
'dx 4 dx 3 

+ ^ = o 

dx 2 U 

30. 

^_2^ + y = 0 
<*x 4 dx 2 y 

31. 

16 S +24 S +9 ^° 

32. 

O 

II 

00 

T“H 

dis 

d* 

33, 

4/ 16^ = 0 

34 . 

2—+ 17 —= 0 


dx 5 cfx 


"dx 5 dx 4 dx 3 


35. 


dx 5 dx 4 dx 3 


-10§ + f + 5^0 


36 . 2 


^- 7 ^ + 12 f 2 + 8^.0 

dx 5 dx 4 dx 3 dx 2 
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En los problemas 37 a 52 resuelva cada ecuacion diferencial, sujeta a las condiciones iniciales 
indicadas. 

37. y” + 16 y = 0, y(0) = 2, y’(0) = -2 

38. y” 0, y(0) = y’(0) = 1 

39. y” + 6y' + 5y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 3 

40. y" - 8y' + 17y = 0, y(0) = 4, y'(0) = “1 

41. 2 y" -2/ +p 0, y(0) = -1, y’(0) = 0 

42. y” - 2/ + r 0, y(0) = 5, y'(0) = 10 

43. y" + y’ + 2y = 0, y(0) = y’(0) = 0 

44. 4y" - 4y’ - 3y = 0, y(0) = 1, y’(0) = 5 

45. y” 3y’ + 2y = 0, y(l) = 0, y’(l) = 1 



47. y’” + 12/ + 36y' = 0, y(0) = 0, y’(0) = 1, /(0) = -7 

48. y”’ + 2 y" - 5 y' - 6y = 0, y(0) = y’(0) = 0, y"(0) = 1 

49. y » - 8y = 0, y( 0) = 0, y’(0) = -1, /(0) = 0 

5 °. ^ = 0, y (0) = 2, y'(0) = 3, /(0) = 4, y"'(0) = 5 

51 - S - 3 S +3 S - 1 = °- ^ (o) = >,(0) = = y " ,(0) - 1 

52. p- - y = 0, y(0) = y’(0) = y”(0) = 0, y”‘(0) = 1 


En los problemas 53 a 56 resuelva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a las condiciones 
iniciales senaladas. 

53. y” - 10/ + 25y = 0, y(0) = 1, y(l) = 0 

54. y” + 4y = 0, y(0) = 0, y(jr) = 0 

55. y” + y = 0, y’(0) = 0, / \ = 2 

56. y” - y = 0, y(0) = 1, y’(l) = 0 


En la solucion de los problemas 57 a 60 use una computadora para resolver la ecuacion auxiliar 
o para obtener directamente la solucion general de la ecuacion diferencial dada. Si usa un 
sistema algebraico de computacion (SAC) para llegar a la solucion general, simplifique el 
resultado y escriba la solucion en terminos de funciones reales. 

57. y - 6y" + 2y' +y = 0 

58. 6.11y"' + 8.59y" + 7.93y' + 0.778y = 0 

59. 3.15y (4) - 5.34y" + 6.33y' - 2.03y = 0 

60. y( 4 ) + 2y” — j + 2y = 0 
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Pmblemas para discusion 

61. a) Las raices de una ecuacion auxiliar cuadratica son m\ = 4 y mj - -5. ^Cual es la ecuacion 

diferencial lineal homogenea correspondiente? 

b) Dos raices de una ecuacion auxiliar cubica, con coeficientes reales, son m\ — — 4 y m 2 - 
3 + i, iCudl es la ecuacion diferencial lineal homogenea correspondiente? 

c) y\ = e^cos X es una solucion de y’” + 6 y" + y’ - 34 y = 0. ^Cu41 es la solucion general 
de la ecuacion diferencial? 

62. ^Que condiciones deben llenar los coeficientes constantes a, b ye para garantizar que todas 
las soluciones de la ecuacion diferencial de segundo orden uy” + by' + cy = 0 sean 
acotadas en el intervalo [0, 00 )? 

63. Describa como la ecuacion diferencial xy” + y’ + xy = 0 (o sea, y” + (1 /x)y' + y = 0), 
para x > 0 nos permite discemir el comportamiento cualitativo de las soluciones cuando 
x —> 00 , Compruebe sus conjeturas con un ODE solver. 



COEFICIENTES INDETERMINADOS METODO DE LA SUPBTPOSICTON 

■ Solucion general para um ecuacion diferencial lineal no homogenea I Forma de una solucion 
particular ■ Principio de superposition para ecuaciones diferenciales no homogeneas 

■ Casos para aplicar coeficientes indeterminados 


Tfatta, fut/ia el fvwfMor En esta seccion se desarrolla el metodo de los coeficientes inde¬ 
terminados a partir del principio de superposicion para ecuaciones diferenciales no homog6- 
neas (teorema 4.7). En la seccidn 4.5 presentaremos un metodo totalmente distinto, donde se 
utiliza el concepto de operadores diferenciales anuladores. Haga su eleccion. 

Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogenea 

a«y (n) + a n _ 1 y ( " "+ • • • + a x y + a 0 y = g(x) (1) 

debemos pasar por dos etapas: 

i) Determinar la funcion complementaria, y c . 

it) Establecer cualquier solucion particular, y p , de la ecuacion no homogenea. 

Entonces, como vimos en la seccion 4.1, la solucion general de (1) en un intervalo es y =y c + y p . 

La funcion complementaria y c es la solucion general de la ecuacion homogenea asociada 
a„y^ + a n -])f n ~^ + • • . + a\y + aay = 0. En la ultima seccion vimos como resolver estas 
ecuaciones cuando los coeficientes son constantes. El primero de dos metodos que debe¬ 
mos considerar para obtener una solucion particular, y p , se llama metodo de los coeficientes 
indeterminados. La idea basica es una conjetura 0 propuesta coherente acerca de la forma de 

y p originada por los tipos de funciones que forman el dato g(x). El mdtodo es basicamente di- 
recto, pero esta limitado a ecuaciones lineales no homogeneas, como la ecuacion (1), en que 

■ Los coeficientes a,-, / = 0, 1, ... , n son constantes 

■ g(x) es una constante k, una funcion polinomial, una funcion exponencial e ax , funciones 

seno 0 coseno como sen f3x, cos ftx, 0 sumas y productos finitos de esas funciones. 



Seccion 4.4 Coeficientes indeteiminados, me tod o de la superposicion 143 


"Kota, 

En teiminos estrictos, g(x) = jfc (una constante) es una funcion polinomial. Como es probable que una 
funcion constante no sea lo primero que se viene a la mente con el concepto de lunciones polinomiales, 
en lo sucesivo, paia tecoidar crtaiernos la redundancia “lunciones constantes, polinomios . . 11 

A continuacion veremos algunos ejemplos de las clases de funciones g(x) adecuadas para 
nuestra description: 

g(x) = 10, g(x) = jc 2 - 5x, g(x) = 15* - 6 + 8e"*, 
g(x) = sen 3x - 5* COS 2x, g(x) = e x cos * + (3* 2 - \)e~ x , 


etc.: esto es, g(x) es una combinacion lineal de funciones del tipo 

k (constante), x", *V“, x n e oa cos (3x y x n e aa sen flx, 

en donde n es un entero no negativo y Q y /3 son numeros reales. El metodo de los coeficientes 
indeterminados no se aplica a ecuaciones de la forma (1) cuando 

g(x) = lnx, g(x) = K g(x) = tan x, g(x) = sen -1 *, 

etc. En la seccion 4.6 se trataran ecuaciones diferenciales en que la “entrada” (input) de la 
ecuacion, g(x), sea una funcion como estas ultimas. 

El conjunto de funciones formado por constantes, polinomios, exponenciales e 0 *, senos y 
cosenos tiene la notable propiedad de que las derivadas de sus sumas y productosson, de nuevo, 
sumas y productos de constantes, polinomios, exponenciales senos y cosenos. Como la 
COmbinaci6n lineal de las derivadas + . . . + a\y p + ady p debe ser identica a 

g(x), parece logico suponer que y p tiene la misma forma que g(x). 

Ilustraremos el metodo basico con dos ejemplos. 


EJEMPLO 1 


Solucion general con coeficientes indeterminados 


Resolver y” + 4y'~2y= 2x> - 3* + 6. 


( 2 ) 


SOLUCION Paso 1. Primero resolveremos la ecuacion homogenea asociada y” + 4 y' - 
2 y - 0. A1 aplicar la formula cuadratica tenemos que las raices de la ecuacion auxiliar + 

4m — 2 = 0 son nt\ = -2 - V6” y mi = -2 + ViT. Entonces, la funcion complementaria es 


y c - c x e < 2+v *)- t + c 2 e ( 2+v ^) Ar . 


Paso 2. Como la funcion g(x) es un polinomio cuadratico, supondremos una solucion 
particular que tambien tenga la forma de un polinomio cuadrdtico: 


y p = Ax 1 + Bx + C. 
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Tratamos de determinar coeficientes A, B y C especificos para los que y p sea una solucion 
de (2). Sustituimos y p y las derivadas 

y' p = 2Ax + B y y ; = 2A 

1 en la ecuacion diferencial dada, la ecuacion (2), y obtenemos 

y'p + 4 y' p - 2y p = 2A + 8 Ax + 4 B- 2Ax 1 - 2Bx - 2C 
= 2a: 2 -3 x + 6. 

Como se supone que esta ecuacion es una identidad, los coeficientes de potencias de A de 
igual grado deben ser iguales: 


igual 



Esto es, 

-2A =2, 8/4 - 26 = -3, 2A + 4B - 2C = 6. 

A1 resolver este sistema de ecuaciones se obtienen A = -1, B - ■» - y C = -9. Asi, una solucion 

2 J 

particular es 

2 5 O 

y P = -X ~ 2 X - 9, 

Paso 3. La solucion general de la ecuacion dada es 


y = y c + y p = + CiS ( 2+V6)x 



EJEMPLO 2 


Solucion particular mediante coeficientes indeterminados - 

Determine una solucion particular de y” - y’ + y = 2 sen 3x. 

SOLUCION Una primera estimacion logica de una solucion particular sen'a A sen 3x; pero 
como las diferenciaciones sucesivas de sen 3x dan sen 3x y tambien cos 3x, tenemos que 
suponer una solucion particular que posea ambos temiinos: 


y p = A cos 3x + B sen 3x. 

A1 diferenciar y p , sustituir los resultados en la ecuacion diferencial original y reagrupar, 
tenemos 


y'p ~ y'p + yp = ( _ 8/4 - 3 B) cos 3x + (3A - 8 BJ sen 3x = 2 sen 3x 
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igual 


-M - 3 B 


cos 3x + 


3A_- 8BJ sen 3x = OOcos 3x + 2 1 sen 3x. 


Del sistema 


-8 A - 3B = 0, 3A-8B = 2, 

obtenemos 4 = — y B - - —. Una solucion particular de la ecuacion es 

73 J 73 r 


5 16 

y p= 73 C ° S ” 73 sen3 *' ■ 

Como ya mencionamos, la forma que supongamos para la solucion particular y p es una 
estimacion coherente, no a ciegas. Dicha estimacion ha de tener en cuenta no solo los tipos de 
funciones que forman a g(x), sino (como veremos en el ejemplo 4), las funciones que forman 
la funcion complementaria y c . 


EJEMPLO 3 


Formacion de y p por superposicion 


Resuelva y” - 2 y' -3 y= 4x — 5 + 6xe 2x . 


(3) 


SOLUCION Paso 1. Primero se determina la solucion de la ecuacion homogenea asocia- 
da, y" - 2/ - 3y = 0. solucion que es y c = C\e~ x + C 2 e ix . 


Paso 2. A continuation, la aparicion dc 4x — 5 en g(x) sugiere que la solucion particular 
contiene un polinomio lineal. Ademas, como la derivada del producto xe 2 * produce y 

e 2 *, tambien supondremos que en la solucion particular hay terminos en xe 2 * y en e”; en 
otras palabras, g es la suma de dos tipos basicos de funciones: 


g(x) = g,(x) + g 2 (x) = polinomio + expo nenci ales. 

En consecuencia, el principio de superposicion para ecuaciones no homogeneas (teorema 
4.7) sugiere que busquemos una solucion particular 


yp = yp, + y P j, 

donde y Pi = Ax + B y y p2 = Cxe 2 ^ + Ee 7 *. Sustituimos: 

y p = Ax + B + Qxe lx + Ee lx 

en la ecuacion dada (3) y agrupamos los terminos semejantes: 

y; - 2y' p - 3 y p = -3Ax -2A -3B - 3 Cxe 2x + (2C - 3 E)e 2i = 4x - 5 + 6xe 2x . (4) 
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De esta identidad se obtienen cuatro ecuaciones: 

-3 A = 4, -2A - 3B = -5, -3C = 6 , 2C - 3E = 0. 

La ultima ecuacion del sistema proviene de la interpretation de que el coeliciente de e 2 * en 
el lado derecho de (4) es cero. A1 resolver el sistema llegamos a A = - 1 , B = C = — 2 y 
E = — 1. En consecuencia, 

3 


y, = ~^x + ^-2xe 2 l -^e 2x . 

Paso 3. La solucion general de la ecuacion es 

y = c x e~ x + c 2 e 3 * - *x + y - ( 2 .x + ^je 2x B 

De acuerdo con el principio de superposition, teorema 4.7, tambien podemos atacar al 
ejemplo 3 resolviendo dos problemas mas sencillos. El lector debe comprobar que al sustituir 

y Pi = Ax + B en y” - 2y’ - 3y= 4x - 5 

Y y p j = Cxe 2 * + Ee 2 * en y" - 2y' -3 y= 6xe lx 

se tiene, | x + “ y y Pl = ~(2x + pe*. Entonces, una solucion particular de la ecuacion 

(3)es y p =y Pl +y P} . 

En el proximo ejemplo veremos que, a veces, la hipotesis “obvia” de la forma de y p no es 
una conjetura correcta. 


EJEMPLO 4 


Un tropiezo del 


metodo 


Determine una solucion particular dey” - 5 y' +4 y = 8^. 


SOLUCION Al derivar g* no se obtienen funciones nuevas. Asi, si procedemos como en 
los ejemplos anteriores, es logico suponer una solucidn particular de la forma y p = Af. Pero 
al sustituir esta expresidn en la ecuacion diferencial obtenemos la afirmacion contradictoria 


0 = &e x , 


y vemos que nuestra hipotesis de y p fue incorrecta. 

Aqui, la dificultad se aclara al examinar la funcion complementaria y c = cqe* + Cje^. 
Vemos que la supuesta A£ ya esta presente en y c . Esto quiere decir que £ es una solucion 
de la ecuacion diferencial homogenea asociada, y al sustituir un multiplo constante Af en 
la ecuacion diferencial se obtendra, necesariamente, cero. 

^.Entonces, cual debe ser la forma dey,? Siguiendo el caso II de la seccion 4.3, veamos 
si podemos tener una solucion particular de la forma 


y p = Axe x . 
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Sustituimos y' p = Axe x + Ae x y y'p - Axe 1 + 2Ae x en la ecuacion diferencial, simplificamos y 
obtenemos 


y'p - 5y p + 4 y p - -3 Ae? - %e x . 

En esta ecuacion vemos que el valor de A es A — - ®; por consiguiente, una solucion particular 
de la ecuacion dada es 



La diferencia entre los procedimientos que empleamos en los ejemplos 1 a 3 y 4 nos lleva 
a considerar dos casos. El primero refleja lo que sucede en los ejemplos 1 a 3. 

CASO I: Ninguna funcion en la solucion particular supucsta es una solucion de la 
ecuacion diferencial homogenea asociada. 

En la tabla 4.1 mostramos algunos ejemplos especlficos de g(x) en (1), con la forma 
correspondiente de la solucion particular. Naturalmente, suponemos que ninguna funcion, en 
la solucion particular y p supuesta est£ duplicada (o reproducida) por una funcion en la solucion 
complementaria y c . 


TABLA 4.1 Soluciones particulares tentativas 



Forma de y B 

1. 1 (una constante) 

A 

2. 5* + 7 

Ax + B 

3. 3* 2 -2 

Ax 2 + Bx + C 

4. x 3 -x + l 

Ax 3 + Bx 2 + Cx + E 

5. sen 4x 

A cos 4x + B sen 4* 

6. cos 4x 

A cos 4x + B sen 4x 

7. e 5x 

Ae Sx 

8. (9x-2)e Sx 

(Ax + B) e 5x 

9. x 2 e 5x 

(Ax 2 + Bx+ C) e 3x 

10 e 2x sen 4x 

Ae 3x ws 4x + Be 31 sen 4jc 

11. 5x 2 sen 4x 

, (Ax 2 + Bx+C) cos 4 j: + (Ex 2 + Fx+ G) sen 4x 

12. xe 3x cos 4x 

(Ax + B ) e 3x cos 4 jc + (Cx + E) e 3x sen 4x 


EJEMPLO 5 


Formas de soluciones particulate^ caso | 


Determine la forma de una solucion particular de 

(a) y" - 8/ + 25 y = 5x 3 e~ x - 7e~ x (b) y" + Ay = X COS x 
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SOLUCION a) Podemos escribir g(x) = (5x 3 - l)e x . Tomamos nuestro modelo del renglon 
9 de la tabla 4.1, y suponemos que una solucion particular tiene la forma 

y p = (Ax 1 + Bx l + Cx + E)e~ x . 

Observese que no hay duplicacion entre los terminos dey„ y los de la funcion complemen- 
taria y c = e 4x (c\ cos 3x + a sen 3x). 

b) La funcion g(x) = x COS x se parece a la del renglon 11 de la tabla 4.1 excepto que usamos 
un polinomio lineal y no cuadratico, y COS x y sen x en lugar de COS 4* y sen 4x, en la forma 
dey,: 


y p = (Ax + B) cos x + (Cx + E) sen x 

Notese que no hay duplicacion de terminos entre y p y y c - c\ cos 2x + Ci sen 2x. ■ 

Si g(x) esta formada por una suma de, digamos, m terminos del tipo de los de la tabla, 
entonces, como en el ejemplo 3, la hipotesis de una solucion particular y p consiste en la suma 
de las formas tentativas y Pl , y Pl , . . . , y Pm que corresponden a los terminos 

yp = yp l + yp I + --- + y r „■ 

Lo que acabamos de decir se puede formular tambien como 

Regia de formacidn para el caso / La forma dey„ es una combinacion lineal de 
todas las funciones linealmente independientes generadas por diferenciaciones 
repetidas de g(x). 


EJEMPLO 6 


Formacion de y p por superposicion, caso I 

Determine la forma de una solucion particular de 


y" - 9 y' + 14_y = 3x 2 - 5 sen 2x + Ixe' 


6 * 


SOLUCION 

Suponemos que 3X 2 corresponde a 
Suponemos que -5 sen 2x corresponde a 
Suponemos que lxe 6x corresponde a 
Entonces, la propuesta de solucion particular es 


y Pl = Ax 2 + Bx + C. 
y Pl = E cos 2x + F sen 2x. 
y n = (Gx + H)e 6x . 


yp = y Pl + yp 2 + y P3 = Ax 2 + Bx + C + E cos lx + Fsenlx + (Gx + H)e 6x . 
Ningun termino de esta propuesta repite, o duplica, un termino de y c = Cje 2 * + C 2 e lx . 


CASO II: Una funcion en la solucion particular supuesta tambien es una solucion de la 
ecuacion diferencial homogenea asociada. 


El ejemplo que sigue se parece al 4. 
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EJEMPLO 7 


Solution particular, caso II 


Determine una solution particular dey” - 2y' + y = e x . 


SOLUCION La solucion complementaria es y c - C\e x + C2xe x . A1 igual que en el ejemplo 
4, la hipotesis y p = Ae x no dara resultado porque se ve, en y c , que £ es una solucion de la 
ecuacion homogenea asociada y" — 2y' + y = 0. Ademas, no podremos determinar una 
solucion particular de la forma y p = Axe*, ya que el termino xe x tambien esta duplicado en 
y c . Probaremos a continuation con 


y p = Ax 2 e*. 

A1 sustituir en la ecuacion differencial dada se obtiene 


2 Ae* = e x , de modo que A = 

Entonces, una solucion particular es y p — ~ x 2 e x . ■ 

Supongamos de nuevo que g(x) esta formada por m terminos de los tipos que aparecen en 
la tabla 4.1 y que la hipotesis normal de una solucion particular es 

YP = YP, + YP, + " . + YP m , 

en donde las y Pj , i= 1 , 2,.. ., m son formas tentativas de solucion particular que corresponden 
a esos terminos. En las condiciones descritas en el caso II podemos establecer la siguiente regia 
general: 


Regia de multiplication para el caso II Si alguna y p . contiene terminos que duplican 
los terminos en y a entonces y p .se debe multiplicar por x", donde n es el entero 
positivo mtnimo que elimina esa duplicacidn. 


EJEMPLO 8 


Un problema de valores iniciales 


Resuelva el problema de valores iniciales 


y" + y = 4x + 10sen*, y(ir) = 0, y’(n) = 2. 


SOLUCION La solucion de la ecuacion homogenea asociada, y" + y = 0, es y c = c\ cos x + 
C 2 sen x. Como g(x) = 4* + 10 sen x es la suma de un polinomio lineal y una funcion senoidal, 
nuestra tentativa logica de y p , segiin los renglones 2 y 5 de la tabla 4.1, serfa la suma de 
y P] = Ax + B y y P2 = C cos x + E sen x: 

y p = Ax + B + Ccosx + Esenx. (5) 


Pero hay una duplicacion obvia en los terminos COS X y sen * en esta forma tentativa y dos 
terminos de la funcion complementaria. Podemos eliminar esta repetition con solo multi¬ 
plicar y Pl por x. En lugar de la ecuacion (5) usaremos ahora 

y p = Ax +6 + Cxcosx + Exsenx. 


( 6 ) 
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A1 derivar esta expresion y sustituir los resultados en la ecuacion diferencial se obtiene 

y'i, + y P = Ax+ B 2Csenx + 2Ecosx = 4x + lOsen*, 

y a si A = 4, B = 0, -2C = 10, 2E = 0. 

Las soluciones del sistema se ven de inmediato: A - 4, B = 0, C = -5 y E = 0. Entonces, de 
acuerdo con (6), obtenemos y p = 4x — 5x cos x. La solucion general de la ecuacion dada es 

y = y c + y p = C] cos x + c 2 sen x + 4x - 5x cos x. 

Ahora aplicaremos las condiciones iniciales a la solucion general de la ecuacion. Primero, 

y(ir) = c i cos 7r + c 2 sen it + 4it-5it cos ir = 0 da c\ = 97t, porque cos 7r = -1 y sen it = 0 . A 

continuation, a partir de la derivada 

y’ = -9rrsenx + c 2 cosx + 4 4- 5xsenx - 5 COS* 

Y y'( tt ) = -9irsen it + c 2 cos rr + 4 + Sjrsen jt - 5 cos it = 2 

llegamos a C 2 = 7- La solucion del problema de valor inicial es 

y = 9tt COS x + 7 sen x + 4x - 5* cos x. ■ 


EJEMPLO 9 


Empleo de la regia de multiplicacion 


Resuelva y” - 6y + 9 y- 6x 2 + 2-1 2e 3x . 


SOLUCION La funcion complementaria es y c = C\ e 3x + c 2 *e 3x . Entonces, basandonos en 
los renglones 3 y 7 de la tabla 4.1, la hipotesis normal de una solucion particular seria 


y p = Ax 1 + Bx + C + Ee 3x . 


yp, yp, 

A1 revisar estas funciones vemos que un termino de y p2 esta repetido en y c ■ Si multiplicamos 
y Pl por * el termino *e 3x sigue siendo parte de y c , Pero si multiplicamos y Pl por * 2 se eliminan 
todas las duplicaciones. Asi, la forma operativa de una solucion particular es 

y p = Ax 2 + Bx + C + Ex 2 e 2x . 

Si derivamos esta forma, sustituimos en la ecuacion diferencial y reunimos los terminos 

semejantes, llegamos a 

y" p - 6 y' p + 9 y p = 9 Ax 2 + (A2A + 9 B)x + 2A - 6B + 9C + 2Ee 3x =6x 2 + 2 - 12e 3x . 

De acuerdo con esta identidad, A = -,B =5, C = -vE = -6. 

Por lo tanto, la solucion general y = y c + y P , es 

y = qe 31 + c 2 xe 3x + ^ + f x + 3 ™ 
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EJEMPLO 1 0 


Ecuacion diferencial de tercer orden, caso I 


Resuelva y’” + y” = e x cos x. 


SO LUC ION Partimos de la ecuacion caracteristica rr? + m 2 = 0 y vemos que m\= mj— 0, 
y mi = -1. Entonces, la funcion complementary de la ecuacion es y c = c\ + cix + cie~ x . Si 
g(x) = e x cos x, de acuerdo con el renglon 10 de la tabla 4.1, deberiamos suponer 


y p = Ae 1 cos x + Be x sen x. 


Como no hay funciones en y p que repiten las funciones de la solucion complementaria, 
procederemos normalmente. Partimos de 


y"p + y"p = ('2A + 4B)e x cosx + (-4A — 2B)e x senx = e x cosx 

y obtenemos -2A + 46 = 1, -4A — 2B = 0. 


Con este sistema tenemos A = - -E y B = de tal suerte que una solucion particular es 
y p — — -Ee* cos x + je* sen jc. La solucion general de la ecuacion es 


y = y c + y P = c x + c 2 x + cje x 


1 x x 

— e x cos x + - e^sen x. 


EJEMPLO 11 


Ecuacion diferencial de cuarto orden, caso II 


Determine la forma de una solucion particular de y^ + y’” = 1 - 


2 -x 


x~e 


SOLUCION Comparamos y c = C\+ c^x + C3X 2 + C4e * con nuestra tentativa normal de 
solucion particular 


y p - A + Bx 2 e x + Cxe x + Ee ~ x , 

v- v - -J 

yp , yp, 

vemos que se eliminan las duplicaciones entre y c y y p cuando se multiplica y P{ por x 3 y y Pt 
por x. Asf, la hipotesis correcta de una solucion particular es 

y P = Ax 3 + Bx i e~ i + Cx 2 e x + Exe~ x . 


Observocion 


En bs problemas 27 a 36 de bs ejeicicbs 44 se pide al lector resolver probbmas de vabies 
iniciales, y los probbmas 37 y 38 son de vabies en la lionleia. Segun se expuso en el ejempb 
8, el lector se debe aseguiar de aplicar las condicbnes iniciales (0 las condicbnes en la lionleia) 
a la solucbn general y =y c + y p . Con fiecuencia se cae en el enor de aplicar esas condicbnes 
solo a la Hincbn complementaria y c poique es la parte de la solucbn donde apaiecen las 
constantes. 
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EJERCICIOS 4.4 


En los problemas 1 a 26 resuelva las ecuaciones diferenciales por coeficientes indetemiinados. 


1 . y” + 3/ + 2y = 6 2. 4y” + 9y = 15 

3. y" - 10/ + 25y = 3ox + 3 4. y” + y’ - 6y = 2x 

5 . \y"+y' +y = x 2 -2x 


6. y" 8/ + 20 y = lOOjt 2 - 26xe x 
1. y” + 3 y= -48x 2 e 3x 
9. y" - / = - 3 

U. / - / + ^ y = 3 + e m 


8. 4 y" 4y' - 3y = cos 2x 
10. y" + 2/ = 2x + 5 - e~ lx 

12 . y” - 16y = 2e ix 


13. y" + 4y = 3 sen 2x 14. y" + 4 y — (x 2 — 3) sen 2x 

15. y" + y = 2x sen x 16. y" - 5 y’ = 2/ “ 4x 2 - X + 6 

17. y" - 2y' + 5y = e 1 COS 2x 

18. y" — 2y’ +2 y - e 2x (cos x - 3 sen x) 

19. y” + 2 y' + y = senx + 3 cos 2x 

20. y” + 2 y' - 24y =16 (x + 2)e 4 * 

21. y'" - 6 y" = 3 - cos x 

22. y'" - 2/ - 4/ + 8y = 6 xc 2j: 

23. y'" — 3y" + 3y' — y= x 4e x 

24. y - y" - 4/ + 4y = 5 - + e 2 * 

25. / 4 > + 2y" + y = (x - l) 2 

26. y (4) - y” = 4x + 2xe~ x 


En los problemas 27 a 36, resuelva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a las condiciones 
iniciales indicadas. 



28. 2 y" +3/ 2 y = 14/ - 4x - 11, y(0) = 0 , y’(0) = 0 

29. 5y" + y’ = -6x, y(0) = 0, y’(O) = -10 

30. y” + 4/ + 4y = (3 + x)e~ 2x , y(O) = 2, y’(O) = 5 

31. y” + 4/ + 5_y = 35e~ 4 ', y(0) = -3, y’(O) = 1 

32. y” y = C0Sh JC,’(0) = 2, y’(O) = 12 
d^x 

33. -j-y + co 2 x = F 0 sei\(ot, *(0) = 0,/(0) = 0 
d^x 

34. + (o 2 x = F 0 cos yt, Jt(0) = 0, x’( O) = 0 
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35. y'" - 2 y" + y'= 2 - 24e x + 40e 5x , y(0) = y’(0) = y"(0) = -1 

36. y + 8y = 2x - 5 + 8e ~ 2x , y(O) = -5, yYOJ = 3, y"(0) = -4 

En los problemas 37 y 38, resuelva la ecuacion differencial sujeta a las condiciones en la frontera 
indicadas. 

37. y" + y = x 2 + 1, y(0) = 5, y(l) = 0 

38. y" - 2y‘ + 2y = 2x - 2, y(O) = 0, y(n) = n 

39. Muchas veces, la funcion g(x) es discontinua en las aplicaciones. Resuelva el problema de 
valores iniciales 


en donde 


y" + 4y = g(x), y(0) = 1, y’(0) = 2, 

7T 


g(x) = 


senx, 0 < x <; 


0 , 


TT 

x > ^ 


[Sugerencia: resuelva el problema en los dos intervalos y despues determine una solucion 
tal que y y y sean continuas en x = 7r/2.] 


Problemas paro discusion 

40. a) Describa como resolver la ecuacion uy” + by' - g(x) de segundo orden sin ayudarse con 

coeficientes indeterminados. Suponga que g(x) es continua. Tambien tenga en cuenta 

que» 

ay" + by' = ~ (ay' + by). 

b) Como ejemplo de su metodo, resuelva y” + y’ = 2x - e^ x . 

c) Describa cuando se puede aplicar el metodo de la parte a) a las ecuaciones diferenciales 

lineales no homogeneas de orden mayor que dos. 

41. Describa como se puede emplear el metodo de esta seccion para determinar una solucion 

particular de y” + y = sen x cos 2x. Ponga en practica su idea. 



COEHCIEWTES INDETBRMINADOSy METODO Da ANULADOR 

■ Factorization de un operador diferencial ■ Operador anulador 

■ Determination de la forma de una solution particular ■ Coeficientes indeterminados 


En la seccion 4.1 planteamos que una ecuacion diferencial lineal de orden n se puede escribir 
como sigue: 


a n D"y * a n -\D n ~ x y * . . • ♦ a x Dy + a^y = g(x), 


( 1 ) 
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en donde L^y = d k y/d^, k = 0,1,..., n. Cuando nos convenga, representaremos tambien esta 
ecuacion en la forma L{x) = g(x), donde L representa el operador diferencial lineal de orden n: 

L - q, D n + fln-iD"" 1 + • + a x D + a 0 . (2) 

La notation de operadores es mas que taquigrafia util; en un nivel muy practico, la aplicacion 
de los operadores diferenciales nos permite llegar a una solution particular de ciertos tipos de 
ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas. Antes de hacerlo, necesitamos examinar dos 
concepto%: 

Factorization de operadores Cuando las a„ i = 0, 1, . . . , n son constantes reales, se 
puede factorizar un operador diferencial lineal (2) siempre que se factorice el polinomio 
caracteristico a„m n + a„_itw” _I + . . . + a\tn + ao. En otras palabras, si r\ es una raiz de la ecuacion 


a n m n + 1 + ■ . ■ + d\m + = 0, 


entonces L = (D - r\)P(D), donde la expresion polinomial P(D) es un operador diferencial lineal 
de orden n — 1; por ejemplo, si manejamos £) como una cantidad algebraica, el operador D 2 + 
SD + 6 se puede factorizar como (D + 2 )(D + 3) o bien (D + 3 )(D + 2). Asf, si una funcion y - 
fix) tiene segunda derivada, 

(D 2 + SD + 6 )y = (D + 2)(D + 3 )y = (D + 3 )(D + 2 )y. 

Lo anterior es un ejemplo de una propiedad general: 

Los factores de un operador diferencial lineal con coeficientes constantes son 
conmutativos. 

Una ecuacion diferencial como y” + 4 y + 4y - 0 se puede escribir en la forma 

( D 2 + 4D + 4)y = 0 o sea (D + 2 )(D + 2)y = 0 o sea (D + 2 ) 2 y = 0. 

Operador anulador Si L es un operador diferencial con coeficientes constantes y / es 
una funcion suficientemente diferenciable tal que 

W*)) = 0 , 

se dice que L es Lin anulador de la funcion; por ejemplo, una funcion constante como y = k 
es anulada por D porque Dk = 0. La funcion y = x es anulada por el operador diferencial D 2 
porque la primera y segunda derivadas de x son 1 y 0, respectivamente. En forma similar, 
D 3 x 2 ~ 0, etcetera. 


El operador diferencial anula cada una de las siguientes funciones: 


1, X, X 1 , 




Como consecuencia inmediata de la ecuacion (3) y del hecho de que la diferenciacionse puede 
llevar a cabo termino a termino, un polinomio 


C 0 + C\x + c 2 x 2 + . . . + c„-,x n 1 


( 4 ) 
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se puede anular definiendo un operador que anule la potencia maxima de x. 

Las funciones que anula un operador diferencial lineal L de orden n son aquellas que se 
pueden obtener de la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea L(y) = 0. 


El operador diferencial (D - a)" anula cada una de las siguientes funciones 

e™, xe 0 *, x 2 e“*,_ x M - 1 e ax . 


Para comprobarlo, observemos que la ecuacion auxiliar de la ecuacion homogenea (D - 

a) n y = 0 es (m - a) n = 0. Puesto que q es una raiz de multiplicidad n, la solucion general es 

y = c t e“ + c 2 xe ax + " . + c„x"~'e ax . (6) 


EJEMPLO 1 


Operadores anuladores 


Determine un operador diferencial que aniiule la funcion dada. 
(a) 1 - 5a: 2 + 8x 3 (b) e' 3 * (c) 4e 2x - 10xe 2 * 


SOLUCION a) De acuerdo con (3), sabemos que D 4 x 3 = 0 y, como consecuencia de (4), 


D\ I - 5 x 2 + 8 x 3 ) = 0. 


b) De acuerdo con (5), con a = -3 y n ~ 1, vemos que 

(D + 3)e“ 3 * = 0. 


c) Segun (5) y (6), con a = 2 y n - 2, tenemos 

(D - 2) 2 (4e 2x - lOxe 2 *) = 0. ■ 

Cuando ay/3 son numeros reales, la formula cuadratica indica que [rt? — 2am + ( a 2 + 
/3 2 )]” = 0 tiene las raices complejas q + ip, a - iP, ambas de multiplicidad n. De acuerdo con 
la explicacion al final de la seccion 4.3 llegamos al siguiente resultado. 


El operador diferencial [D 2 - 2 aD + ( a 2 + /?)]" anula cada una de las siguientes funciones: 
e°* cos Px, xe™ cos px, x 2 e ca cos Px, ..., x n ~'e nx cos Px, 


e 0 * sen Px, xe ax sen px, x 1 e QX sen Px, ..., sen px. 


( 7 ) 


EJEMPLO 2 


Operador anulador 


Determine un operador diferencial que anule a 5e * cos 2x — 9e x sen 2x. 
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SOLUCION A1 examinar las funciones e~ x cos 2x y e~ x sen 2x se ve que a = -1 y 0 = 2. 
Entonces, segun (7), llegamos a la conclusion de que D 2 + 2D + 5 anulara cada funcion. 
Dado que D 2 + 2D + 5 es un operador lineal, antjlara cualquier combinacion lineal de esas 
funciones, como 5e~ x cos 2x - 9e~ x sen 2x. 


Cuando a = 0 y « = 1 se tiene el caso especial de (7): 


(D 2 + 0 2 ) 


[cos 0x _ 0 
[sen/?x 


( 8 ) 


Por ejemplo, D 2 + 16 anula cualquier combinacion lineal de sen 4x y cos 4x. 

Con frecuencia desearemos anular la suma de dos o mas funciones. Segun acabamos de 
ver en los ejemplos 1 y 2, si £ es un operador diferencial lineal tal que L(y\) = 0 y L(yi) - 0, 
entonces anula la combinacion lineal C\ y\(x) + ciyi(x). Esto es consecuencia directa del 
teorema 4.2. Supongamos que L\ y Li son operadores diferenciales lineales con coeficientes 
constantes, tales que L\ anula a>>i(;c) y Li anula ayj(x), pero L\{yi) ^ 0 y Li(y\) ± 0. Entonces, 
el producto de los operadores lineales, L\Li, anula la suma C\ y\(x) + Ciyi{x). Esto se demuestra 
con facilidad aplicando la linealidad y el hecho de que L\Li = LiL\\ 


L\L 2 {y\ + 3 ^ 2 ) = L\L 2 (y \) + L\L 2 {y 2 ) 

= L 2 L\(y\) + L 1 L 2 (y2) 

=L 2 [L 1 (y 1 )] +L,[L 2 (y2)] =0- 

^\- 1 

cero cero 


Por ejemplo, de acuerdo con (3), sabemos que D 2 anula a 7 - x y segun (8), D 2 + 16 anula sen 
Ax. Entonces, el producto de los operadores, que es D 2 ^.D 2 + 16), anula la combinacion lineal 

7 - x + 6 sen Ax. 

Ttoto- 

El operador diferencial que anula a una funcion no es unico. En la parte b) del ejemplo 1 senala- 
mosque D +3 anula a e pero tambien la anulan operadores diferenciales de oiden superior, 
siempre que D + 3 sea uno de los factoies del operadon por ejemplo, (D + 3)(/) + 1), (D + 3)^ Y 
D 2 (D +3) anulan, todos, a g ^ x _ (Compruebelo.) Ftera esbe cuiso, cuando busquemos un anuladorde 
una funcion y = f(x) obtendiemosel operador del Ordetl tninimo posible que lo haga. 

Coeficientes indeterminados Lo anterior nos conduce al punto de la descripcion 
anterior. Supongamos que L(y ) = g(x) es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes cons¬ 
tantes, y que la entradag(x) consiste en sumas y productos finitos de las funciones mencionadas 
en (3), (5) y (7), esto es, que g(x) es una combinacion lineal de funciones de la forma 

k (constante), x m , x m e ax , x m e ax cos 0x y x m e ax sen 0x, 

en donde m es un entero no negativo y Q y 0 son mimeros reales. Ya sabemos que esa funci6n 
g(x) se puede anular con un operador diferencial, L\, de orden mfnimo, formado por un producto 
de los operadores D", (D — a) n y ( D 2 - 2 aD + a 2 + 0 1 ) n . Aplicamos L\ a ambos lados de la 
ecuacion m = g(x) y obtenemos L\L(y) = L](g(x)) — 0. Al resolver la ecuacion homogalea y 
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de orden superior L\L(y) = 0, descubriremos la forma de una solucion particular, y p , de la 
ecuacion original no homogene a L(y) = g(x). A continuacion sustituimos esa forma supuesta 
en L(y ) = g(x) para determinar una solucion particular explicita. Este procedimiento de deter¬ 
mination de y p se llama metodo de los coeficientes indeterminados y lo aplicaremos en los 
proximos ejemplos. 

Antes de seguir, recordemos que la solucion general de una ecuacion diferencial lineal no 
homogenea L(y) = g(x) es y = y c + y p , donde y c es la funcion complementaria; esto es, la 
solucion general de la ecuacion homogenea asociada L(y) = 0. La solucidn general de cada 
ecuacion L(y) = g(x) esta definida en el intervalo (—<», oo). 


EJEMPLO 3 


Solucion general mediante coeficientes indeterminados 


Resuelva y” + 3 y' +2 y = 4X 2 . 


(9) 


SOLUCION Paso 1. Primero resolvemos la ecuacion homogenea y” + 3/ + 2y = 0. A 
continuacion, a partir de la ecuacion auxiliar m 2 + 3m + 2 = (m + l)(m + 2) =0, determinamos 
que m\ = -1 y m 2 = - 2; por lo tanto, la funcion complementaria es 


y c = C\e~ x + c 2 e lx . 


Paso 2. Como el operador diferencial D 2 anula a 4x 2 , vemos que D\D 2 + 3 D + 2 )y ~ 4 £>V 
es lo mismo que 


D\D 2 +3 D+ 2 )y = 0. 

La ecuacion auxiliar de la ecuacion ( 10 ), de quinto orden 

m\m 2 + 3m + 2 ) = 0 0 sea m\m + 1 )(m +2) =0, 

tiene las raices m\ = m 2 = m 3 = 0, /M 4 = -1 y m$ - -2. Asf, su solucion general debe ser 

y = C\ + C 2 X + C 3 X 2 + 


C4e~ x + cstT 1 * 


( 10 ) 


( 11 ) 


Los tdrminos en la zona sombrea& de la ecuacion (11) constituyen la funcion complemen¬ 
taria de la ecuacion original, (9). Entonces podemos decir que una solucion particular, y p , 
de (9) tambien deberia satisfacer la ecuacion (10). Esto significa que los terminos restantes 
en la ecuacion (11) han de tener la forma basica de y p \ 

y = A + Bx + Cx 2 , (12) 


en donde, por comodidad, hemos sustituido C|, C 2 y C 3 por A, B y C, respectivamente. Para 
que la ecuacidn (12) sea una solucion particular de la (9), se necesita determinar los 
coeficientes especificos A, B y C. Derivamos la funcidn (12) para obtener 

yp = B + 2 Cx, y p - 2C, 

y sustituimos en (9) para llegar a 


y; + 3 y ; + 2 y, = 2C + 3B + 6 Cx + 2A + 2Bx + 2Cx 2 = 4x 2 . 
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Como se supone que esta ultima ecuacion tiene que ser una identidad, los coeficientes de 
las potencias de igual grado en x deben ser iguales: 


igual 



Esto es, 2C = 4, 25 + 60 0, 14 + 35 + 20 0. (13) 

Resolvemos las ecuaciones en (13), para obtener A = 7, B - -6 y C =2. En esta forma, y p = 

1-6X + 2X 1 . 

Paso 3. La solucion general de la ecuacion (9) es y = y c + y p , o sea 

Y = Cie~ x + Cie~ lx + 7 - 6x + 2x 2 . 


EJEMPLO 4 


Solucion general empleando coeficientes indeterminados 


Resuelva y” - 3/ = 8e 3 * + 4 sen X. 


(14) 


SOLUCION Paso 1. La ecuacion auxiliar de la ecuacion homogenea asociaday” - 3_y' = 0 
es m 2 -3m = m(m ~3) =0, as! que y c = c\ + c 2 e 3x . 

Paso 2. En vista de que (D - 3)e 3jt = 0 y (D 2 + 1) senx = 0, aplicamos el operador diferencial 
(D - 3)(D? + 1) a ambos lados de (14): 


(D - 3 )(D 2 + 1 )(£> 2 -3 D)y= 0 . (15) 


La ecuacion auxiliar de la ecuacion (15) es 

(m - 3)(m 2 + l)(m 2 - 3m) = 0 0 sea m(m - 3) 2 (m 2 + 1) = 0. 

+ cyxe ix + C 4 cos x + C 5 sen x. 


De modo que 


y= 


cj + c 2 e 


, 3 * 


Despues de excluir la combinacion lineal de terminos indicada en gris que corresponde ay„ 
llegamos a la forma de y p : 


y p = Axe ix + B cos x + C sen x. 

Sustituimos y p en (14), simplificamos y obtenemos 

y'p - 3 y' p = 3 Ae 3x + (-B ~ 3C) cos x + (3B - C)sen x = 8e 3 * + 4 senx. 
Igualamos coeficientes: 


3A =8, -B -3C = 0, 3B-C = 4. 
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Vemos que A = ®, B = | y C = - | y, en consecuencia, 

8 ,6 2 

y p = - xe ix + - cos x - - sen x. 

Paso 3. Entonces, la solucion general de (14) es 

y = C] + C 2 e ix + | xe 3x + r cos * - isenx, ■ 


EJEMPLO 5 


Solucion 


general 


mediante coeficientes indeterminados 


Resuelva y" + y = x cos x «• cos x. 


(16) 


SOLUCION La funcion complementary es y c = c\ cos x+ Ci sen x. Si comparamos cos x 
y x COS x con las funciones del primer renglon de (7), veremos que a = 0 y n = 1, asi que 
(D 2 + l) 2 es un anulador del lado derecho de la ecuacion (16). Aplicamos ese operador a la 
ecuacion y tenemos 


(D 2 + 1 fiD 1 + l)^ = 0, 0 sea (D 2 + 1)^ = 0. 

Como i y -i son, a la vez, raices complejas de multiplicidad 3 de la ecuacion auxiliar de la 
ultima ecuacion diferencial, concluimos que 

+ cyx cos x + C 4 X sen x C 5 X 2 cos x + c^x 2 sen x. 


y= 


ci cos x + C 2 ; 


■ 


Sustituimos 


y p = Axcosx + Bxsenx + Cx 2 COS X + Ex 2 sen X 
en la ecuacion (16) y simplificamos: 

y'p + y P = 4Ex cosjc - 4Cxsenx + (2B + 2 C) cosx + (-2A + 2E)$eux 
= XCOSX “ cos x. 


Igualamos los coeficientes y obtenemos las ecuaciones 

4E = 1, -4C = 0, 2B + 2C = -1, -2A + 2E = 0, 


cuyas soluciones son A — -,B = - 4, C = 0 y E = i. En consecuencia, la solucion general de 
(16) es 


1 1 1 , 

y = ci cosx: + c 2 senjc + -x cosx --x sen x + -Arsen*. 







SO LUC ION Primero vemos que 


D\ 5x 2 - 6jc) = 0, (D - Tfxh 2 * =0, y (D - 5)e 5jI = 0 . 
Entonces, al aplicar D 3 (D - 2) 3 (D - 5) a (19) se obtiene 

D\D - 2) 3 (D - 5)(D 3 - 4 D 2 + 4D)y = 0 

0 sea D\D-2)\D-5)y = 0. 

Facilmente se advierte que las races de la ecuacion auxiliar de la ultima ecuacion diferencial 
son 0, 0, 0, 0, 0, 2, 2,2, 2, 2 y 5. De aqui que 

y~ ci + c 2 x + c 3 x 2 + C 4 X 3 + c s e 2x + Cfpte 2 * + c 7 x 2 e 2j: + c s x 3 e 2x + c 9 x A e 2x + c\ 0 e 5x . (20) 

Como la combination lineal Cj + c^ + c&ce^ corresponde a la funcion complementaria de 
(19), los terminos restantes en la ecuacion (20) expresan la forma que buscamos: 


y P = Ax + Bx 2 + Cx 3 + Ex 2 e 2x + Fx 3 e 2x + Gx*e 2x + He 5 *. 
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Resumen del metodo Para comodidad del lector resumiremos el metodo de los coefi¬ 
cientes indeterminados. 


Coeficientes indeterminados, metodo del anulador 

La ecuacion diferencial Uy) = g(x) tiene coeficientes constantes y la funci6n g(xc) consiste 
en sumas y productos finitOS de constantes, polinomios. funciones exponencialese 0 */, senos 

y cosenos. 

/) Se determina la solucion complcmcntaria. y c , dpdk laetecuacidn'-taTOiiienea LL(y)~ (0. 

li) Ambos lados de la ecuacion no homogenea L(y) = g(x) se Someten a la accion de 
un operador diferencial, L\, que aniuleM funcion g(x). 

Hi) Se determina la solticidll general de la ecucibm difaencial homogenea de anlfan 
superior L\L{y) - 0. 

iv) De la solucion obtenida en el paso iit), se eliminan todos los terminos duplicados en 
la solution complementaria, y c , que se determine en el paso i). Se forma una com¬ 
bination lineal, y p , con los terminos restantes. (ista sera la forma de una solucidtl 
particular de L(y) = g(x). 

v) Se sustituye y p que se determino en el paso iv) en L(y) = g(x). Se igualan los 
coeficientes de las diversas funciones a cada lado de la igualdad y se despejan 
los coeficientes desconocidos eayp del sistema de ecuaciones resultante. 

vi) Con la solucion particular que se determino en el paso v), se forma la solucion 
general y y c + y p de la ecuacion diferencial dada. 


Observation 


b metodo de los coeficientes indeterminados no se puede aplicar a ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes variables ni a ecuaciones lineales con coeficientes constantes cuando 
g(x) sea una funcion como las siguientes: 

g(x) = In x, g(x)=i g(x) = tan x, g(x) = sen~'*, 

etc. E n la proxima seccion trataremos las ecuaciones diferenciales en que la entrada g(x) es 
una funcion como estas ultimas. 


EJERCICIOS 4.5 


En los problemas 1 a 10 escriba la ecuacion diferencial dada en la forma L(y) = g(x), donde L 
es un operador diferencial lineal con coeficientes constantes. Si es posible, factorice l. 


1. 9 y" — 4y = sen x 
3. y" - 4/ - 12y = X - 6 
5. y"' + 10 y" + 25/ = e' 

7, y 1 " + 2 y" - 13y‘ +10 y=xe~ x 
9, yW + 8y' =4 


1, y" ~ 5y = x 1 - 2x 
1, 2 y" - 3/ - 2y = 1 
6, y 1 " + Ay' - e* COS 2x 
8 . y'" + Ay" + 3/ = x 2 cosx - 3x 
10. — 8 y" + 16y = (x 3 — 2jc)e 4 * 
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En los problemas H a 14 compruebe que el operador diferencial mencionado anula la funcion 
indicada. 

II. D 4 ; y = IOjc 3 - 2x 12. 2D - 1; y = 4e xl2 

13. (D — 2 )(D + 5); y = e h + 3 c~ Sx 

14. D 2 + 64; y = 2 COS 8jc 5 sen 8 x 


En los problemas 15 a 26, determine un operador diferencial lineal que anule la funcion dada. 


15. 1 + 6 x - 2x 3 
17. 1 + 7e 2 * 

19. cos 2x 

21. 13x + 9x 2 - sen 4x 
23, e~ x + 2 xe x — x 2 e x 
25. 3 + e x cos 2x 


16. x\l 5x) 

18. x + 3xe 6x 
20 . 1 -ien x 

22 . 8x — sen x + 10 cos 5* 

24. (2 -e x ) 2 

26 . e~ x sen x - e 2x cos x 


En los problemas 27 a 34, determine funciones linealmente independientes que anulen el 
operador diferencial dado. 


27. D 5 

29. (D - 6)(2D + 3) 
31. D 2 + 5 

33, D 3 - 10 D 2 + 25D 


28. D 2 + 4 D 
30, D 2 -9D- 36 
32. D 2 -6D+ 10 
34. D\D - 5 )(D ~ 7) 


En los problemas 35 a 64 resuelva la respectiva ecuacion diferencial por el metodo de los 
coeficientes indeterminados. 


35. y" 

9y = 54 


36. 

2y 

" - ly' + 5y 

= -29 

37. y" 

+ y' = 3 


38. 

y'” 

' + 2y" + y’ = 

: 10 

39. y" 

+ 4y' + 4 y = 

2jc + 6 

40. 

/ 

+ 3y' = 4x- 

■ 5 

41. y " 

+ 

'C 

II 

oo 

X 

NJ 


42. 

/ 

- 2/ + y = 

* 3 + 4x 

43. y" 

— y’ — 12y = 

e 4x 

44. 

y" 

+ 2y' + 2y = 

= 5e 6x 

45. y" 

- 2y' - 3y = 

■■ 4e x - 9 

46. 

y" 

ii 

00 

+ 

X 

+ 

3e~ 2x + 2x 

47. y” 

+ 25y = 6 ser 

I 4 

48. 

y" 

+ 4y = 4 cos. 

x + 3senx - 

49. y” 

+ 6 y’ +9 y = 

: -Ate 41 

50. 

y" 

+ 3y' - lOy 

= x(e x + l) 

51. y" 

- y = x 2 e x + 

5 

52. 

y" 

+ 2y' + y = 

x 2 e~ x 

53. y" 

-2y+5> = 

e x sen x 






54. y" + y’ + ^ y = e x ( sen3;r - cos 3x) 


55. y" + 25 y = 20 sen 5x 56. y" + y = 4 cos x — sen x 

57. y" + y' + y = *ssn x 58. y" + 4y = cos 2 * 

59. y + 8 y " = -6x 2 + 9jc + 2 

60. y"' - y" + y' - y = xe* - e x + 7 

61. y 3 y" + 3/ - y = e 1 - jc + 16 



Seccion 4.6 Variacion d6 parametros 163 


62 . 2 y'” - 3 y" - 3y‘ +2y= ( e x + e' x f 

63. y (4) - 2 y'" + y" = e x + 164. y (4) _ 4 y » - $ x 2 - e lx 

Resuelva la ecuacion diferencial de cada uno de los problemas 65 a 72, sujeta a las condiciones 

iniciales dadas. 

65. y" - 64y = 16, y(0) = 1, y’(0) = 0 

66. y" -t y’ = x, y(0) = 1, y’(0) = 0 

67. y" ~ 5y' = x-2, y(0) = 0, y'(O) = 2 

68 . y" + Sy' -6 y = 10e 2x , y( 0) = 1, y’(0) = 1 

69. y" +y= 8 cos 2x - 4 sen x, y(^j = -l,y'^ = 0 

70. y- 2 y" + y' = + 5, y(0) = 2, y'(0 ) = 2, y" (0) = -1 

71. y" - 4 y' + Sy = x\ y( 0) = 2, y'(0 ) = 4 

12. y«)-y= X+ «*,y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 0, y"’( 0) = 0 

Problema para discusion 

73. Suponga que L es un operador diferencial lineal factorizable, pero que tiene coeficientes 
variables. ^Los factores de L se conmutan? Defienda su aseveracion. 


4.6 


VARIACION de PARAMETROS 

■ Forma reducida de una ecuacion diferencial lineal, no homogenea y de segundo orden 

■ Una solucion particular con parametros variables 

■ Determinacion por integracidn de parametros variables 

■ El wronskiano ■ Ecuaciones diferenciales de orden superior 


El procedimiento que seguimos en la seccion 2.3 para llegar a una solucion particular de una 
ecuacion diferencial lineal de primer orden 




( 1 ) 


en un intervalo se aplica tambien a ecuaciones lineales de orden superior. Para adaptar el 
metodo de variacion de parametros a una ecuacion diferencial de segundo orden, 

a 2 (x)y " + ai(x)y' + a 0 (x)y = g(x). (2) 

comenzaremos igual que en la seccion 4.2; es decir, llevaremos la ecuacion diferencial a su 
fomia reducida 


y” + wy’ + Q(x)y = fix) 


( 3 ) 
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dividiendola por el primer coeficiente, ci 2 {x). Suponemos que P(x), Q(x) y f(x) son continuas 
en algun intervalo /. La ecuacion (3) es el analogo de la ecuacion (1). Segun vimos en la seccion 
4.3, no hay dificultad en obtener la funcion complementaria, y c , de (2), cuando los coeficientes 
son constantes. 


H i potesi S Es similar a la hipotesis y p = u(x)y\{x) que usamos en la seccion 2.3 a fin de 
hallar una solucion particular, y p , de la ecuacion lineal de primer orden (1). Para la ecuacion 
lineal de segundo orden (2) se busca una solucion de la forma 

y p = ui(x)yi(x) + u 2 (x)y 2 (x), (4) 

en que y\ y y 2 formen un conjunto fundamental de soluciones, en /, de la forma homogenea 
asociada de (2). Aplicamos dos veces la regia del producto para diferenciar y p y obtenemos 


y' p = myl + y\u[ + u 2 y' 2 + y 2 u 2 

y’p =u Y y" +y[u[ +y l u" +u[y[ + u 2 y 2 +y; u' 2 +y 2 u 2 +u 2 y 2 . 


Sustituimos (4), las derivadas de aniba en la ecuacion (2) y agrupamos los terminos: 

cero cero 

y'p + p (x)y'p + Q(x)y p = y" + Py[ + Qy 2 ] + u 2 [ y'{ + Py; + Qy 2 ] 

+ myi + yiu 2 + U2y 2 + P[yiUi + ^ 2 ^ 2 ] + y\M\ + y 2 u 2 

= ^[yi w i] [^ 2 ] +P[y\u[ +y 2 ui] +y[u[ +y’ 2 U2 

= j^[ y \ u \ + yiu 2 \ + P[y\ u [ +y 2 u 2 ] +yfu; +y 2 u 2 = f(x). (5) 

Dado que buscamos determinar dos funciones desconocidas, U\ y u 2 , es de esperar que 
necesitemos dos ecuaciones. Las podemos obtener si establecemos la hipotesis adicional de 
que las funciones U\ y Uj satisfacen y\U\ + y 2 u 2 = 0. Esta hipotesis es pertinente porque si 
pedimos que y^u\ +^ 2«2 = 0- l a ecuacion (5) se reduce &y\u\+ y 2 u 2 ~f(x). Con ello ya tenemos 
las dos ecuaciones que deseabamos, aunque sea para determinar las derivadas u\ y u 2 . 
Aplicamos la regia de Cramer y la solucion del sistema 


yiu[ +y 2 u 2 =0 

y[u[ + y 2 u 2 = f(x) 


se puede expresar en terminos de los determinantes 




( 6 ) 


en donde 



y2 

n 


w i ~ 


o y 2 
fix) >4 


w 2 = 


y i o 

y, fix) 


(7) 
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Las funciones u\ y u 2 se determinan integrando los resultados en (6). Se ve que el determinante 
W es el wronskiano de y\ y y 2 . Sabemos, por la independencia lineal entre y\ y y 2 en /, 
que JV(yi(x), y 2 (x)) 0 para toda x en el intervalo. 

Resumen del metodo Por lo general, no se aconseja memorizar formulas, sino mas bien 
comprender un procedimiento. Sin embargo, el procedimiento anterior es demasiado largo 
y complicado para recurrir a el cada que deseemos resolver una ecuacion diferencial. En este 
caso lo mas eficaz es usar las formulas (6). Asi, para resolver a^y" + aiy' + flq y = g(x), primero 
se halla la funcion complementaria y c = C\y\ + c 2 y 2 , y despues se calcula el wronskiano W(y\(x), 
y 2 (x)). Se divide entre 02 para llevar la ecuacion a su forma reduciday” + Py' + Qy =f(x) para 
hallar /(x). Se determinan u\ y 1/2 integrando, respectivamente, u\ = W\/W y u '2 ~ W 2 /W, donde 
se definen W\ y W 2 de acuerdo con (7). Una solucion particular es y p = u\y\ + u 2 y 2 - La solucion 
general de la ecuacion es, por consiguiente, y = y c + y p . 


EJEMPLO 1 


Solucion general mediante variacion de parametros - 

Resuelva y” - 4y’ + 4y = (x + l)^ 2 *. 

SOLUCION Partimos de la ecuacion auxiliar m 2 — 4m + 4 = (m — 2) 2 = 0, y tenemos que 
}>c = cqe 2 * + C 2 Xe 2x . Identificamos y\ = e 2 * y yi = xe 2 * y calculamos el wronskiano 


W(e 2x , xe 2x ) = 


e lx xe 2x 


2e lx 2xe lx + e 2 


= e ix 


Como la ecuacion diferencial dada esta en la forma reducida (3) (esto es, el coeficiente de 
y” es 1), vemos que/(x) = (x + lje 2 *. Aplicamos (7) y efectuamos las operaciones 




0 


xe 


fx + l)e 2 * 2xe lx + e 2x 

y asi, segun (6), 


= -(x + l)xe 4x , W 2 = 


0 


2e 2x (x + l)e 2 


= (x + l)e 4 *, 


, (x + \)xe 4x * , _ (x + l)e 4 * _ „ j. , 

«i = --- 77 - -x, «2 = ^--7r-* + i- 


En consecuencia, 


Entonces, 


x^ £ 

3 2’ 


x 3 x 2 


_ X 2 

U2 = — + X, 
2 


X J , X‘ 


EJEMPLO 2 


^ as r3"2j eb+ U +z j” te= U + 2 

y = yc+ y P = c : e 2x + C 2 xe 2x + I — + — j e 2x . 

Solucion general mediante variacion de parametros 


Resuelva Ay" +3 6y = CSC 3x, 
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SOLUCION Primero llevamos la ecuacion a su forma reducida (6) dividiendola por 4: 


y" + 9y = - esc 3x. 

4 


En virtud de que las raices de la ecuacion auxiliar m 2 + 9 = 0 son m\ = 3i y m 2 = -3/ la 
funcion complementaria es y c = C\ cos 3x + c*l sen 3x. Sustituimos y ] = cos 3x, y 2 - sen 3x 
y Ax) = i esc 3x en las definiciones (7) y obtenemos 


cos 3x sen 3x 

MCOS 3x, sen 3 jc) = . =3 

\ / — can Sy s r'nc 7 v 




sen 3x I 


t esc 3x 3 cos 3x 


-3sen3jc 3 cos3jc| 

COS 3x 0 _ 1 cos 3x 

2 -3 sen 3x i esc 3x 4 sen 3jc 


A1 integrar 






, W 2 _ L cos 3x 
Ul ~ W 12 sen 3 jc 


obtenemos 


Mi = ~ —X 

12 


u 2 = 2gln|sen3x|. 


Asi, una solucion particular es 


vp = - i x COS 3x + — (sen3jc) ln|sen3x|. 
1 1 36 


La solucion general de la ecuacion es 

1 1 

y = y c + y p = c, cos 3* + c 2 sen 3x - jyx cos 3 jc + rr (sen3x) ln|sen3*|. 


La ecuacion (8) representa la solucion general de la ecuacion diferencial en, por ejemplo, 
el intervalo (0, rr/6). 

Constantes de integration A1 determinar las integrales indefinidas de u\ y u 2 , no 
necesitamos introducir constantes. Porque 

y = yc + yp = c\y\ + C2>>2 + («i + ai) y\ + («2 + b\)y 2 

= (cj + a x )y\ + (c 2 + b\)yj + + u 2 y 2 

= Ciy\+ C 2 y2+ U\y\ + u 2 y 2 ■ 


EJEMPLO 


Solucion general por variacidn de parametro* 


Resuelva y” - y = — . 

x 
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SOLUCION La ecuaci6n auxiliar, m 2 - 1 = 0 da como resultado m\ = -1 y m 2 - L Entonces, 
y c - c\e* + c 2 e~ x . Tenemos W(e x , e ~*) = - 2 y 


e- x (llx) 

Ml - _ 2 • 

1 fx e ‘ 

“l = x\ —dt, 

2 J x o t 

_ e x {llx) 

-2 ’ 

1 f* e‘ 


Se sabe bien que las integrates que definen a U\ y U 2 no se pueden expresar en terminos de 
funciones elementales. En consecuencia, escribimos 



y as! 


r , -r , 1 , f X e ~' J 1 x f* e‘ , 

y = y c + y p = c 1 e I + c 1 e x + -e x \ — -dt--e~ x \ -dt. ■ 

2 J t 2 J f 

En el ejemplo 3 podemos integrar en cualquier intervalo X()<t<X que no contenga al 
origen. 

Ecuaciones de orden superior El metodo que acabamos de describir para las ecua- 
ciones diferenciales no homogeneas de segundo orden, se puede generalizar a ecuaciones 
lineales de orden n escritas en su forma est&ndar 

y (n) + Pn-i(x)y (n ~ l) + " ■ + Pi(x)y' + P 0 (x)y = /( x). (9) 

Si + C 2 ^2 + ’ • • + c n y„ es la funci6n complementary de (9), una solucion particular es 

y P = «t(*)yiM + u 2 (x)y 2 (x) + . . . + u n (x)y n (x), 

en que las Mt, 1, 2,.. . , n estan determinadas por las n ecuaciones 

y\u[ + yiu 2 + " • + y n u' n = 0 
yiu; + y'iu '2 + • ■ > + y’ n u' n = 0 


ytM + ytM + ■ • • + ytM =/(4 

Las primeras n - 1 ecuaciones del sistema, al igual que y\u\ + y 2 u 2 - 0 en (5), son hipotesis 
hechas para simplificar la ecuacion resultante despues de sustituir y p = U\(x)yi(x) + . . • + 
U„(x)y n (x) en (9). En este caso, la regia de Cramer da 
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en donde W es el wronskiano de y\, yi ,. . . , y n , y IF* es el determinante obtenido al sustituir la 
fc-esima columna del wronskiano por la columna 


0 

0 


0 

/(*)■ 


Cuando n = 2 se obtiene (6). 


Observation 


i) El metodo de variacion de parametios tiene una claia ventaja sobie el de los coeficientaes 
indeteiminados, poique siempre llega a una solucion particular, y p , cuando se puede resolver 
la ecuacion homogenea telacionada. Este metodo no se limrta a una funcion f(x) que sea una 
combinacion de loscuatio tiposde funcionesde la pagina 121, En lasecuaciones difeienciales 
con coeficientes variables tambien se puede aplicarel metodo de la variacion de paiametios 
ast el de los coeficientes indeteiminados 

ii ) En los pioblemasque siguen, no se debe vacilaren simplificar la foima de y p . De acueido 
con la fioima en que se haya llegado a las antiderivadasde U] y u 2 , quiza el lector no llegue a 
la misma y p que apanece en la parte de respuestas; porejemplo, en el pioblema 3 tanto y p = 

1 sen x - 1 * COS x como y p = j sen x-jx COS x son respuestas validas En cualquieia de los 
casos la solucion general y =y c +y p se simplifica ay =CiCOS x +a sen x -1 x COS x. jPor que? 


EJEROCIOS4.6 


Resuelva cada una de las ecuaciones diferenciales en los problemas 1 a 24 por variacion de 
parametros. Proponga un intervalo en que la solucion general este definida. 


1- y" + y = secjc 

3. y" + y = sen x 
5. y” + y = cos 2 * 

7. y” - y = cosh X 

9. y" - 4y = £_ 

x 

II. y" + 3y' + 2y = —— 

/ 7 1 + e x 

13. y" + 3 y' +2y = sen e x 
IS. /-2/ + y = r ^ 

17. y" + 2y' + y = e~ x In x 
19. 3 y" - 6y' + 30 y = e x tan 3 jc 


2. y" + y = tan x 
4. y” + y = sec X tan x 


6. 

y” 

+ y = 

■ sec 2 * 


8. 

/ 

y = 

senh 2x 


10. 

y" 

-9y = 

- 9 -l 

e 3x 


12. 

y" 

-3/ 

+ 2y = 

e 3x 

1 + e x 

14. 

y" 

-2/ 

+ y = e 

‘ arctan 

16. 

y" 

-2/ 

II 

(Nl 

+ 

e x sec * 

18. 

y" 

+ 10y' + 25y 

e~ m 
~ X 2 

20. 

4y 

"-4 y 

■' + y = 

e sll VT- 
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21. y'" + y' = tan x 2 2. y'" + A y' = sec 2x 

23. r - If - y ’ + 2 y = e 3x 24. 2y'" ~ 6 y" -- x 2 

En los problemas 25 a 28 resuelva por variation de parametros la ecuacion respectiva, sujeta 
a las condiciones iniciales y(O) =1, y’(O) = 0. 

2 5, Ay" - y = xe m 26. 2y" + y ' - y = x + 1 

2 1. y " + 2y' - 8y = 2e~ 2x “ e~ x 2 8. y " - Ay' + Ay = (12jc 2 - 6x)e 2x 

29. Si y\ - cos xy yi~ x _1/2 sen X forman un conjunto fundamental de soluciones de 

xy" + xy' + (x 2 - \)y = 0 en (0, oo^ determine la solucion general de 

x 2 y" + xy' + (x 2 - ^ j y = x in . 

30. Si y\ = C0S(ln x) y yi~ seil(ln x) son soluciones conocidas, linealmente independientes, de 
fy" + xy’ + y =0, en (0, °°), determine una solucion particular de 

X 2 y" + xy’ + y = sec(ln x). 


Problemas para discusion 

31. Determine la solution general de la ecuacion diferencial del problema 30. Diga por que el 
intervalo de validez de la solution general no es (0, °°). 

32. Describa como se pueden combinar los metodos de coeficientes indeterminados y de 
variacion de parametros para resolver la ecuacion diferencial 

y" + y' = Ax 2 — 3 + —. 

x 


4.7 


ECUACION DE CAUCHY-EULER 

■ Una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables especiales 

■ Ecuacion auxiliarU fia/'ces de una ecuacion auxiliar cuadratica 

■ Formas de la solucion general de una ecuacion diferencial de Cauchy-Euler, 
lineal, homogenea y de segundo order ■ Uso de variacion de parametros 

■ Ecuaciones diferenciales de order superior ■ Reduccion a ecuaciones con coeficientes constantes 


La facilidad relativa con que pudimos determinar soluciones explicitas de ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales de orden superior con coeficientes constantes en las secciones anteriores, en 
general no se consigue con las ecuaciones lineales con coeficientes variables. En el capitulo 6, 
veremos que cuando una ecuacion diferencial lineal tiene coeficientes variables, lo mejor que 
podemos esperar, por lo general, es deterniinar una solucion en forma de serie infinita. Sin 
embargo, el tipo de ecuacion diferencial que examinaremos en estasecci6n es una exception 
a la regia: se trata de una ecuacion con coeficientes variables cuya solucion general siempre se 
puede expresar en t&TtlinOS de potencias de x, senos, cosenos y funciones logarftmicas y 
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exponenciales. Es mas, este m&odo de solucion es bastante similar al de las ecuaciones con 
coeficientes constantes. 


Ecuacion de Cauchy-Euler o ecuacion equidimensional Toda ecuacion dife- 
rencial lineal de la forma 


« d n y 

a n x + a n -\X 


n -1 d 


n- 1 , 


dxT- 



donde los coeficientes a n , a n -\, ■,,, do son constantes, tiene los nombres de ecuacion de 
Cauchy-Euler, ecuacion de Euler-Cauchy, ecuacion de Euler o ecuacion equidimensional. 

La caracterfstica observable de este tipo de ecuacion es que el grado k = n, n — 1, • • • , 0 de los 
coeficientes monomiales coincide con el orden k de la diferenciacion, d^yldbf". 


iguales 

! i 

l d "v 

a ^ +a ^ X 


iguales 

i 1 


n -1 


1 1 _ L. 

dx"~ l 


+ " 1 . 


Al igual que en la section 4.3, comenzaremos el desarrollo examinando detalladamente 
las formas de las soluciones generales de la ecuacion homogenea de segundo orden 


ax 


2 —¥■ + bx ^ + cy-O. 
dx 1 dx 


La solucion de ecuaciones de orden superior sera an&loga. Una vez determinada la funcion 
complementaria y c (x) tambien podemos resolver la ecuacion no homogdnea ax?y" + bxy' + cy - 
g(x) con el metodo de variation de padimetfOS. 


Tto-ta 

El coeficiente de d 2 yldx 2 es cero cuando x = o; por consiguiente, para garantizar que los resultados 
fundamentales del teorema 4.1 se apliquen a la ecuacion de Cauchy-Euler, concentraremos nuestra 
atencion en determinar la solucion general en el intervalo (0, «>), Se pueden obtener las soluciones 
en el intervalo (-«, 0) sustituyendo t = -x en la ecuacion diferencial. 

Metodo de solucion Intentaremos una soluci6n de la forma y = x m , donde m esta por 
determinar. La primera y segunda derivadas son, respectivamente, 


En consecuencia 


ax' 


+ bx~ + cy = ax 2 • m(m - l)jt m 2 + bx ■ mx m ~ ] + cx n 


dx 


= am(m- l)x m + bmx m + cx m = x m (atn(m - 1) + bm + c). 
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Asi, y - x m es una solucion de la ecuacion differencial siempre que m sea una solucidir de la 
ecuacion auxiliar 

am(m - 1 ) + bm + c = 0 0 am 2 + (b - a)m + c = 0 . ( 1 ) 

Hay tres casos distintos por considerar que dependen de si las raices de esta ecuacion cuadratica 
son reales y distintas, reales repetidas (o iguales) o complejas. En el ultimo caso las raices ser£n 
un par conjugado. 

CASO I: raices teales distintas Sean m\ y m 2 las raices reales de (1), tales que m\ * m 2. 

Entonces y 1 = V" 1 y ^2 = forman un conjunto fundamental de soluciones. Asi pues, la solucion 
general es 


y = ci*"' + c 2 x mi . 


( 2 ) 


EJEMPLO 1 


Ecuacion de Cauchy-Euler: raices distintas 


Resuelva 


„2 


dx 2 


lx 


di 

dx 


4y = 0. 


SOLUCION En Iugar de memorizar la ecuacion (1), para comprender el origen y la 
diferencia entre esta nueva forma de la ecuacion auxiliar y la que obtuvimos en la seccion 
4.3 las primeras veces es preferible suponer que la solud6n es y = x m . Diferenciamos dos 
veces 


~ = mx m \ ^ = m(m - l)jc m ' 2 , 


y sustituimos en la ecuacion differencial 
£l-2*&-4v=r2. 


dx 2 


dx 


4y - x 2% m(m — l)x" 2 — 2x • mx m 1 - 4jc" 

= x m (m(m - 1) - 2m - 4) = x m (m 2 - 3m - 4) = 0 


si nr - 3m -4 = 0. Pero (m + l)(m - 4) = 0 significa que n\\ = -1 y f »2 = 4, asi que 


y = C\X~ ] + c 2 x 4 . 


CASO II: laices reales repetidas Si las raices de (1) son repetidas (esto es, si m\ - m 2 ), 
s61o llegaremos a una solucion, que es y = x m \ Cuando las raices de la ecuaci6n cuadratica 
am 2 + (b — a)m + c = 0 son iguales, el discriminante de los coeficientes tiene que ser cero. De 
acuerdo con la formula cuadratica, la raiz debe ser m\ = -(b - a)/2a. 

Podemos formar ahora una segunda solucion, y 2 , empleando (5) de la seccion 4.2. Primero 
escribimos la ecuacion de Cauchy-Euler en la forma 


dx 2 ax dx ax- 
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e identificamos P(x) - b/ax e j ( b/ax)dx - ( b/a ) In x. Asi 


y 2 = x m i 

r g-(b/a)hu 

1 x 2m > 


= X m i 

jV w “ 1 x 2m dx 

( g-(6/o)lnx 

= X m ' 

j x~ bl “ x^ le dx 

< —Inti = ( b ~a)la 

-- X m i 

(dx m , 

— = x m i In x. 

) X 



Entonces, la solution general es 


y = c pc'” 1 + c 2 xP' In x 


( 3 ) 


EJEMPLO 2 


Ecuacion de Cauchy-Euler: rai'ces repetidas 


Resuelva 4x 2 + .v _ = Q.. 

dx 2 dx 

SOLUCION La sustitucion y = x m da 

+ 8 x^- + y = x m (4 m(m — 1) + 8 m + 1) = x m (4 m 2 + 4m + 1) = 0 
dx 2 ax 

cuando 4 m 2 + 4m + 1 = 0, o (2m + l) 2 = 0. Como m\ - —i, la solution general es 

y = C\X~ m + c 2 x~ m In x. 


Para las ecuaciones de orden superior se puede demostrar que si m\ es raiz de multiplicidad 
k, entonces 


x m \ x m ' In x, ^"'(ln x) 2 , . . ,, ^’(ln xf 1 

son k soluciones linealmente independientes. En consecuencia, la solucion general de la 
ecuacion diferencial debe contener una combination lineal de esas k soluciones. 

CASO III; raices complejas conjugadas Si las raices de (1) son el par conjugado m\ = 
a + i(3, m 2 - Ol— iff, donde a y (3 > 0 son reales, una solucion es 

y = Cjx“ +ip + C 2 x a ~'P 

Pero cuando las raices de la ecuacion auxiliar son complejas, como en el caso de ecuaciones 
con coeficientes constantes, conviene formular la solucion s6l0 en terminos de funciones reales. 
Vemos la identidad 


(e lax ) ip = e 


/pin* 
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que, segun la formula de Euler, es lo mismo que 


X® = cos(/3 lnx) + i sen(/3 lnx). 

De igual manera, x~'P = c °s(/3 In x) — isen(/3 In x). 

Sumamos y restamos los ultimos dos resultados para obtener 

x® + x~^ = 2 cos(/3 In x) y - x~‘^ = 2i sen@ In x), 

respectivamente. Basandonos en quey = CiX a+< ^ + Cix a ~^ es una solucion para todos los valores 
de las constantes vemos, a la vez, para C] = Ci = 1 y C\ = 1, C 2 = -1, que 

y\ - x a (x® + X -1 ' 3 ) Y )>i~ x a (. xifi ~ x'®) 

o bien y, = 2x“ cos(/8 In x) y y 2 = 2ix“sen(j3 In x) 

tambien son soluciones. Como W(x a cos(/?lnx), x a sen(/? In x)) = /fc 2 ^ 1 * 0, 0 > 0 en el intervalo 
(0, oo), llegamos a la conclusion 

y\ = x“ cos(/3 In x) y y 2 = x“ sen(/3 In x) 

forman un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacion diferencial; por lo tanto, 
la solucion general es 


y - x a [c\ cos (P In x) + ci sen(/3 In x)]. 


(4) 


EJEMPLO 3 


Un problema de valores iniciales 

Resuelva el problema de valor inicial 


^ 2 + 3x^ + 3y = 0, y(l) = !,/(!) =-5. 


dx 


SOLUCION Tenemos que 


x 2 ^j? + 3x^r + 3y = x m (m(m - 1) + 3m + 3) = x m (m 2 + 2m + 3) = 0 


cuando nP + 2m + 3 = 0. Aplicamos la formula cuadratica y vemos que m\ = -1 + v/2 i y 
7K2 = -1 " V2 i. Si identificamos Q = -1 y p - V2, de acuerdo con (4), la solucion general de 
la ecuacion diferencial es 

y = x _1 [ci cos (V2 In x) + c 2 sen( V2 In x)], 

A1 aplicar las condiciones y(l) = 1, y’(l) = -5 a la solucion anterior, resulta que c\ - I y 
C2= -2 V2. Asl, la solucion al problema de valores iniciales es 

y = x' 1 [cos(V / 2 In x) - 2V2sen(V2 In x)]. 

La grafica de esa solucion, obtenida con ayuda de software, aparece en la figura 4.5. ■ 
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Y 



A continuacion mostraremos un ejemplo de solucion de una ecuacion de Cauchy-Euler de 
tercer orden. 


EJEMPLO 4 


Ecuacion de Cauchy-Euler de tercer orden 


Resuelva x } +5x 2 ^ + 7x&+%y = 0. 

SOLUCION Las primeras tres derivadas dey = x" 1 son 

^= m x m -\ = = m(m - l)(m - 2)x‘ 

asf que la ecuacion diferencial del problema se transforma en 


m~ 3 


x3 ^ + $ x2 ^ixt + 7 x fa + 8y = xi m(m x m 3 + 5x 2 m(m - l)jc m 2 + lxmx m 1 + 8^ m 

= x m (nt(m - 1 )(m - 2 ) + 5m(m - 1 ) + 7m + 8 ) 

= x m (m 3 + 2m 2 + 4m + 8) = x m (m + 2 )(m 2 + 4) = 0. 


En este caso vemos que y - x m sera una solucion de la ecuacion cuando m\ - -2, mj = 2 i y 
mj = -2 i. En consecuencia, la solucion general es 

y = ci*' 2 + c 2 cos(2 In x) + c 3 sen(2 In x). ■ 

Dado que el metodo de los coeficientes indeterminados s61o se puede aplicar a ecuaciones 
diferenciales con coeficientes constantes, no es aplicable directamente a una ecuacion no 
homogenea de Cauchy-Euler. 

En nuestro ultimo ejemplo emplearemos el metodo de variaci6n de parametros. 
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EJEMPLO 5 


Metodo de variacion de parametros 

Resuelva la ecuacion no homogenea 


x 2 y" - 3xy' +3 y= 2xV. 


SOLUCION 


Entonces 


Sustituimos y = x m y llegamos a la ecuacion auxiliar 

m(m - 1) - 3m + 3 = 0 osea (m - 1 )(m - 3) = 0. 
y c = c\x + cy?. 


Antes de emplear variacion de parametros para encontrar una solucion particular 
y p = U\y\ + u 2 y 2 , recordemos que las formulas u\ = W\IW y u 2 = W 2 IW (donde W\, W 2 y W 
son los determinantes definidos en la pagina 164) se dedujeron segtin la hipotesis de que la 
ecuacion diferencial se habia puesto en la forma reducida, y” + P(x)y' + g(x)y = /(x); por 
consiguiente, dividiremos la ecuacion dada entre x 2 y, de 


y"-\y' + j>y = 2x2eX 


identificamos /(x) - 2xV. Entonces, con y\ = x, y 2 = x 3 y 


* x 3 


W = 

encontramos 


1 3x2 


= 2x3, W x = 


0 JC 3 

2x 2 e x 3x 2 


. 2x s e x , 
= 


= -2x 5 e x , W 2 = 

Y 


x 0 
1 2x 2 e x 


= 2xV 


1 2x3 


La integral de la ultima funcion es inmediata; pero en el caso de u\ integraremos dos veces 
por partes. Los resultados son u\ = -x 2 ^ + 2xe* -2e* y — e?\ por consiguiente, 

y p = u 1 y, + u 2 y 2 = (~x 2 e x + 2xe x - 2e x )x + e x x l = 2x 2 e x - 2xe x . 

Por ultimo, llegamos ay - y c + yp~ C\X + c 2 xP + 2x 2 e x - 2xe x . 


Observacion 


la semejanza entre las formas de las soluclones a las ecuaclones de Cauchy-Euler y a las 
ecuaclones lineales con coeficientes constantes no es mera coincidencla; por ejemplo, cuando 
las raices de las ecuaciones auxiliaies de ay" + by' + cy * 0 y copy" + bxy’ + cy = 0 son distintas 
y males, las soluclones genetales mspectivas son 

y = + c 2 <T* y ^ = CiX m ' + c 2 A x > 0. ( 5 ) 

En vista de la identidad p n * Bs x, x > 0, la segunda solucion de (5) se puede expmsar en la mlsma 
forma que la primera: 


y*c l e m ' lni V , " I = c x e m '' + c 2 e m \ 
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donde t = In X. Este ultimo resultado ilustra otro hecho matematico: toda ecuacion de 
Cauchy-Euler siempre se puede escribiren la Ibima de una ecuacion diferencial lineal con 
coeficientes consta rites, mediante la susbtucion x : e‘. La idea es resolver la nueva ecuacion 
diferencial en terminos de la variable t siguiendo los metodos de las secciones anteriores, y una 
vez obtenido la solucion general, restituir / = In x. Dado que con este piocedimiento se repasa 
muy bien la regia de la cadena para diferenciacion, se recomienda no dejar de resolver los 
pioblemas 35 a 40 en los ejeicicios 4.7. 


EJERCICIOS 4.7 


En los problemas 1 a 22 resuelva la ecuacion diferencial respectiva. 


1. x 2 y" - 2y = 0 


2. 4x 2 y" +y= 0 


3, xy" + y' = 0 
5. x 2 y" + xy' + 4y = 0 
7. x 2 y" - 3 xy' - 2y = 0 
9. 25x 2 y" + 25xy' + y = 0 
II. x 2 y” + 5xy' + 4y = 0 
13, x 2 y" ~ xy' + 2y = 0 
15. 3x 2 y" + 6xy' + y = 0 
17. xY' -6y=Q 


4. xy" -y’ = 0 
6. x 2 y" + 5 xy' + 3y = 0 
8. x 2 y" + 3 xy' - 4y = 0 
10. 4 x 2 y" + 4xy' y= 0 
12 . x 2 y" + 8 xy' + 6y = 0 
14. x 2 y" 7xy' + 4i y = o 
16. 2x 2 y" + xy' + y = 0 
18. x 3 y"' + xy' y = 0 


19. 


dx 3 


x^~2x 2 




20 x A- 2x ^ + 4x&- 

dx 3 * dx 2 X dx 


4y = 0 






22.x^ + 6x^ + 9 x 2 y i + 3x^ + y = 0 


dy 


dx 3 


do : 2 


dx 


En los problemas 23 a 26 resuelva cada ecuacion diferencial, sujeta a las condiciones iniciales 
indicadas. 

23. x 2 y" + 3 xy' = 0, y(l) = 0, y’(l) = 4 

24. x 2 y" - 5x/ + 8y = 0, y(2) = 32, y’(2) = 0 

25. x 2 y" + xy’ + y = 0, y(l) = 1, y’(l) = 2 

26. x 2 y" - 3xy' + Ay = 0, y(l) = 5, y’(l) = 3 

En los problemas 27 y 28 resuelva la ecuacion diferencial respectiva sujeta a las condiciones 
iniciales indicadas. [Sugerencia: sea t = -x.] 

27. 4x 2 y" +y = 0, y(-l) = 2,y'(-l) = 4 

28 . x 2 y" - Axy' + 6y = o, y(-2) = 8, y'(-2) = 0 



Seccion4.8 Sistemas de ecuaciones lineales 177 


Resuelva los problemas 29 a 34 por el metodo de variation de parametros. 

29. xy" +y' = X 30. xy" - Ay' = x 4 

31. 2 x 2 y" + 5 xy' + y = x 2 - x 32. x 2 y" - 2xy‘ +2y = jcV 

33. x 2 y” - xy' + y = 2x 34. x 2 y" - 2xy' + 2y = jc 3 In x 

En los problemas 35 a 40 use la sustitucion x = e 1 para transformar la ecuacion respectiva de 

Cauchy-Euler en una ecuacion diferencial con coeficientes constantes. Resuelva la ecuacion 

original a traves de la nueva ecuacion mediante los procedimientos de las secciones 4.4 y 4.5. 

35. + 8y = x 2 36. x 2 y" - Axy' + 6y = In x 2 

37. x 2 y" - 3xy' + 13y = 4 + 3x 

38. 2x 2 y" - 3xy' - 3y = 1 + 2x + x 2 

39. x 2 y" + 9xy' ~ 2oy = ~ 

40. x 2 - 3jc 2 ^ + 6x - 6y = 3 + In x 2 

dx 2 dx 2 dx 

Problema pa/a discustin 

41. El valor del primer coeficiente, a de toda ecuacion de Cauchy-Euler es cero cuando 
X - 0. Se dice que 0 es un punto singular de la ecuacion diferencial (vease sec. 6.2). Un 
punto singular es potencialmente problematico porque las soluciones de la ecuacion 
diferencial pueden llegar a ser no acotadas o presentar a I gun comportamiento peculiar 
cerca del punto. Describa la naturaleza de los pares de rafces m \y m 2 de la ecuacion 
auxiliar de (1) en cada uno de los siguientes casos: 1) reales distintas (por ejemplo, m\ 
positiva y m 2 positiva); 2) reales repetidas, y 3) complejas conjugadas. Determine las 
soluciones correspondientes y, con una calculadora graficadora 0 software graficador, trace 
‘esas soluciones. Describa el comportamiento de esas soluciones cuando x —■► 0 + . 


SISIBMAS DE ECUACIONB LINEALES 

■ Solution de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ■ Operadores diferenciales lineales 

■ Elimination sistemdtica ■ Solution con deteminantes 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas consisten en dos 0 mas ecuaciones con 
derivadas de dos 0 mas funciones desconocidas de una sola variable independiente. Si x, y y z 
son funciones de la variable f, 

d 2 x 

A-~= -5 x + y x' -3x + y' + z' = 5 

Y x' -y ' + 2z' = t 2 
= 3x-y x + y’ - 6z' = t - 1 


son dos ejemplos de sistemas de ecuaciones diferenciales simultaneas. 
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Solucion de un sistema Una solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales es un 
conjunto de funciones suficientemente diferenciables x = y = <h.{t), l = etc., que 

satisfacen cada ecuacion del sistema en un intervalo comun I. 

Eliminacion sistematica El primer metodo que describiremos para resolver sistemas 
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes se basa en el principio alge- 

braico de la eliminacion sistematica de variables. El analogo de multiplicar una ecuacion 
algebraica por una constante es operar una ecuacion diferencial con alguna combinacion de 

derivadas. Para este fin, se reformulan las ecuaciones de un sistema en tdrminos del operador 
diferencial D. Recuerdese que, segun la seccion 4.1, una ecuacion lineal unica 

a n y (n) + + " '-t a x y' + a 9 y = g(t), 

en donde las a/, / = 0, 1,..., n son constantes, se puede escribir en la forma 

(a n D n + a„-! D n ~ l + - • - + a x D + a a )y = g(t). 

El operador diferencial lineal de orden n t a„LT + a n -ilT~^ + •. . + A\D + flo se representa en la 
forma abreviada P(D). Como P(D) es un polinomio en el simbolo D, podremos factorizarlo en 

operadores diferenciales de orden menor. Ademas, los factores de P(D) son conmutativos. 


EJEMPLO 1 


Sistema escrito en notacidn de operador 


Escriba el sistema de ecuaciones diferenciales 


x" + 2x' + y" = x + 3y + sen t 
x’ + y’ = -4jc + 2y + e~' 


en notacion de operador. 

SOLUCION El sistema dado se reescribe como sigue: 

x" + 2x' - x + y" - 3y = sen t ( D 2 + 2D - l)x + ( D 2 - 3)y = sen f 

+ 4x + y' - 2y = e- de modo que (D + 4)^ + (D - 2 )y = e". B 


Metodo de solucion Se tiene el sistema sencillo de ecuaciones lineales de primer orden 


Dy - 2x 
Dx * 3y 


(1) 


0, lo que es igual, 


2x - Dy * 0 

Dx -3y = 0. 


( 2 ) 
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Si aplicamos D a la primera de las ecuaciones (2) y multiplicamos por 2 la segunda, para luego 
restar, se elimina la x del sistema. Entonces 


-D 2 y + 6y = 0 o sea D 2 y -6 y = 0. 

Puesto que las raices de la ecuacion auxiliar son m\ = VS"y 7W2 = —'VS", se obtiene 

y(t) = Cje^ + c 2 e -v *K (3) 

Si multiplicamos por -3 la primera de las ecuaciones (2) y aplicamos D a la segunda para 
despuds sumar, llegamos a la ecuacion differencial tfx - 6x = 0 en x, De inmediato resulta que 

x(t) = + c 4 e _v ^'. (4) 

Las ecuaciones (3) y (4) no satisfacen el sistema (1) para cualquier election de cj, Ci, cj y 
C 4 . Sustituimos x(t) y y(t) en la primera ecuacion del sistema original (1) y, despues de 
simplificar, el resultado es 

(VSc, - 2c 3 )e vSt + (■ V6 c 2 - Icje-^ 6 ' = 0. 

Como la ultima expresion debe ser cero para todos los valores de t, se deben cumplir las 
condiciones 


es decir, 


VSci - 2c 3 = 0 

_vS 

c 3-5” Cl, 


C 4 


- V6c 2 - 2c 4 = 0 
V6 


■ci. 


En consecuencia, una solucion del sistema sera 

xit) = —Cie^ 1 - ^~-Cie~' r * > ' 
y(t) = C\e^ b ' + c 2 e~^‘. 


(5) 


El lector puede sustituir las ecuaciones (3) y (4) en la segunda de las expresiones (1), para 
comprobar que rige la misma relacion, (5), entre las constantes. 


EJEMPLO 2 


Solucion por eliminacion 


Resuelva 


Dx + (D + 2 )y = 0 
(D -3)x- 2y = 0. 


( 6 ) 


SOLUCION A1 operar con D - 3 en la primera ecuacion, con B en la segunda y restando, 
se elimina la x del sistema. Entonces, la ecuacion differencial para y es 


[(D - 3 )(D + 2) + 2D]y = 0 0 Sffl (D 2 + D ~ 6)y = 0. 
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Dado que la ecuacion caracteristica de la ultima ecuacion diferencial es m 2 + m — 6 = (m - 
2){m + 3) = 0, llegamos a la solucion 


y(t) = Cie 2 ' + c 2 e 3t . 


(7) 


Eliminamos y en forma similar y vemos que (D 2 + D - 6)x = 0, de donde se obtiene 


x(t) = c 3 e 2 ' + c 4 e 3 ‘. ( 8 ) 

Como hicimos notar en la description anterior, una solucion de (6) no contiene cuatro 
constantes independientes, porque el sistema mismo establece una restriccion en el numero 
de constantes que se puede elegir en forma arbitraria. A1 sustituir los resultados (7) y (8) en 
la primera ecuacion de ( 6 ), el resultado es 

(4q + 2 c 3 )e 2 ' + (~c 2 - 3 c 4 )e~ 3 ' = 0 , 

De 4ci + 2 c 3 = 0, y -C 2 " 3 C 4 = 0 se obtiene C 3 = -2c\ y C 4 = -1C 2 - consecuencia, una 
solucion del sistema es 

x(t) = - 2 c { e 2t ~ ^ c 2 e“ 3 ' 
y(t) = Cie 2 ' + c 2 e~ 3 ', 

1 

Como tambien pudimos despejar C 3 y C 4 en terminos de cj y c 2 , la solucion del ejemplo 2 
puede tener la forma alternativa 


x(t) = c 3 e 2 ' + c 4 e 31 
y(t) = ~\ c * elt ~ 3 c 4 e“ 3 '. 

A1 resolver los sistemas de ecuaciones conviene fijarse bien en lo que se hace pues a veces se 
consiguen ventajas. Si hubieramos resuelto primero para x, luego podriamos haber hallado y y 
la relacion entre las constantes mediante la ultima ecuacion de (6). El lector debe comprobar 
que sustituir x(t) en y = i (Dx - 3x) da como resultado y = ~ |c 3 e 2( - 3c4e' 3f . 


EJEMPLO 3 


Solucion por eliminacion 


Resuelva 


x' — 4x + y" = t 2 
x' + x + y' = 0, 


(9) 


SOLUCION Primero expresamos el sistema en notacion de operadores diferenciales: 

(D - 4)x + D 2 y = t 2 
(D + l)x + Dy = 0. 


( 10 ) 
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A continuation eliminamos x y obtenemos 

[(D + 1 )D 2 -{D- 4 )D]y = (D + 1 )t 2 -(D- 4)0 
0 sea (Z) 3 + 4 D)y = t 2 + 2t. 

Como las raices de la ecuacion auxiliar m(m 2 + 4) = 0 son m\ = 0, mi - 2i y m 3 = -2 i, la 
funcion complementary es 


y c = c, + c 2 cos 2t + c 3 sen 2t. 

Para determinar la solution particular y« aplicaremos el metodo de los coeficientes indeter- 
minados, suponiendo que A? + Bt * + Ct. Entonces 

y' = 3At 2 + 2Bt + C, y" p = 6At + 2B, y” = 6A, 
y H ; + 4y’ p = 12At 2 + 8Bt + 6A + 4C = t 1 + 2 1. 

La ultima igualdad implica que 


\2A = 1, 82? = 2 y 6 ^l + 4C = 0, 
por lo que A = ±, 5 = 2yC = -i As! 


Ill 

y = y c + y p = Ci + c 2 cos2t + c 3 sen2f + -^t 1 + -f 2 - -t. (11) 

Eliminamos y del sistema (10) y se llega a 

[(D - 4) - D(D + 1)]jc = f o sea (D 2 + 4)x = ~t 2 . 


Es obvio que 


x c = C 4 cos 2t + c$ sen 2t 

y que el m 6 todo tie los coeficientes indeterminados se puede aplicar para obtener una 
SOluci6n particular de la forma x p = At 1 + Bt + C. En este caso, al diferenciar y efectuar 
operaciones ordinarias de Algebra, se llega a x p = - 1 t 2, + 1 , asi que 

1 1 

x = x c + x p = c 4 cos2f + c 5 sen2f - - 1 2 + ~. (12) 

4 o 

Ahora bien, C 4 y C 5 se pueden expresar en terminos de Ci y C 3 sustituyendo las ecuaciones 
(11) y (12) en alguna de las ecuaciones (9). Si empleamos la segunda ecuacion obtendremos, 
despuds de combinar los terminos, 


(C 5 - 2c 4 - 2c 2 ) sen 2t + (2c 5 + c 4 + 2c 3 ) COS 2t = 0 
C 5 - 2c 4 - 2c 2 = 0 y 2c 5 + c4 + 2 c 3 = 0 . 


de modo que 



182 CAPITULO 4 ECUACIONES DIFffOJCIAlES DE ORE0J 9UPB30R 


Si despejamos c 4 y c 5 en terminos de c 2 y C 3 , el resultado es 

1 1 
c 4 = " ^(4 Cl + 2 c 3 ) y c 5 = - (2c 2 - 4c 3 ). 

Finalmente se llega a una solucion de (9), que es 

*(0 = --(4c 2 + 2c 3 ) cos 2t + i (2c 2 -4c 3 )sen2f-^ f 2 + | 

111 

y(t) = Ci + c 2 cos 2 1 + c 3 sen 2 f + — t 3 + - 1 2 - - 1. 


EJEMPLO 4 


Regreso a un modelo matematico 


Segun la section 3.3, el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (3) 
describe las cantidades de libras de sal *t(0 y * 2 ( 0 . en una salmuera que circula entre dos 
tanques. En aquella ocasion no pudimos resolver el sistema. Pero ahora lo haremos escri- 
biendo el sistema en terminos de operadores diferenciales: 


D + 25 x ' 


50 11 = 0 


l*' + ( £>+ i!* =a 


Operamos la primera ecuacion con D + 2L, multiplicamos la segunda por 2L, las sumamos y 
simplificamos. El resultado es 

(625Z> 2 + 1000 + 3)x, = 0. 

Formulamos la ecuacion auxiliar, que es 625m 2 + 100/m + 3 = (25m + l)(25/w + 3) = 0,y 

vemos de inmedialD que 


* 1(0 = C\e 1125 + c 2 e 3,/25 . 

De igual forma llegamos a (625D 2 + 1000 + 3)x 2 = 0, aa que 

x 2 (t) = c 3 e'" 25 + c 4 e' 3 " 25 . 

Sustituimos xi(/) y (t) en, digamos, la primera ecuacion del sistema y obtenemos 
(2ci - c 3 )e~ !/25 + ( ~2 c 2 - c 4 )e~ 3 " 25 * 0. 

De acuendo con esta ecuacion, C3 - 2ci y C4 = -2c2- Entonces, una solucion del sistema es 

x,(t) = Cj e~ ,/25 + c 2 e' 3 " 25 

x 2 (0 = 2ciC' /25 - 2c2e' 3(/25 . 
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En la descripcion original supusimos que las condiciones iniciales eran xi(0) = 25 y 
* 2 ( 0 ) = 0. Aplicamos esas condiciones a la solucion, por lo que C\ + Ci - 25 y 2c\ — 2c 2 = 0. 
A1 resolver simultaneamente esas ecuaciones, llegamos a C\ = C 2 — y. Asi tenemos una 
solucion del problema de valor inicial: 


2S 25 

Xi (t) = je- l25 + ~e- i " 25 


x 2 (t) = 25e~‘ 125 - 25e 


- 31/25 


Uso de determinantes Si L\, L 2 , £3 y £4 representan operadores diferenciales lineales 
con coeficientes constantes, es factible escribir un sistema de ecuaciones diferenciales linea¬ 
les en las dos variables x y y como sigue: 

L x x + Uy = gi(t) (13) 

L 2 x + Uy = g 2 (t). 


Eliminamos variables, como lo hariamos en las ecuaciones algebraicas, y tenemos 

(L 1 L 4 - L 2 L 3 )x = m Y {UU-LiU)y = flit), (14) 

en donde 


/l(0 = ^4gl(f) - L 2 g 2 (t) Y / 2 (f) = - Ugx{t). 

Los resultados de (14) se pueden expresar fomialmente en terminos de determinantes andlogos 
a los que se usan en la regia de Cramer: 


u 

u 



y 


u 

u 



(15) 


El determinante del lado izquierdo de cada una de las ecuaciones (15) se puede desarrollar en 
el sentido algebraico usual y el resultado opera sobre las funciones x(t) y y(t). Sin embargo, 
hay que tener cuidado al desarrollar los determinantes del lado derecho de las ecuaciones ( 15). 
Se deben desarrollar cuidando que operadores diferenciales intemos actuen realmente sobre 
las funciones gi (0 y gi(0- 


L\ L 2 
L 3 L 


en (15) y es un operador diferencial de orden n, entonces 


■ El sistema (13) se puede descomponer y formar dos ecuaciones diferenciales de orden 
nenxyy. 

■ Las ecuaciones caracterfsticas y, por lo tanto las funciones complementarias de esas 
ecuaciones diferenciales, son iguales. 

■ Como x y y contienen ■ constantes cada una, aparece un total de 2n constantes. 

■ La cantidad total de constantes independientes en la solucion del sistema es n. 
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Si 


L\ L 2 
L$ Z/4 


en (13), el sistema puede tener una solucion que contiene cualquier cantidad de 
independientes e incluso carecer de solucion. Observaciones analogas se aplican ; 
mayores que el de las ecuaciones (13). 


EJEMPLO 5 


Solucion 


con 


determinantes 


Resuelva 


x' = 3x - y - 12 
y’ = x + y + 4e‘. 


SOLUCION Escribimos el sistema en notacion de operadores diferenciales: 

(D - 3)x + y= - 12 

-x + (D - l)y = 4e‘. 

Aplicamos los determinantes 


D- 3 

1 


-12 

1 

-1 

D - 1 

x = 

4e‘ 

D- 1 

D- 3 

1 


\D- 3 -12 

-1 

D- 1 

y = 

-1 

4e' 


Desarrollamos y llegamos a 

(D - 2fx = 12 - 4e' y (D - 2) 2 y = -12 - 8 e'. 


Entonces, con los metodos usuales, 

x = x c + x p = Cie 2 ' + c 2 te 2 ' + 3-4e' 
y = yc + y P = C 3 e 2 ' + c^e 21 -3- 8e'. 


Sustituimos estas expresiones en la segunda de las ecuaciones (16), y obtenemos 

(c 3 - Cl + c 4 )e 2 ' + (c 4 - c 2 )fe 2 ' = 0, 

de donde C 4 = C 2 y C 3 = ci - C 4 = cj - C 2 . Asl, una solucion de las ecuaciones (16) es 


constantes 

sistemas 


(16) 


(17) 

( 18 ) 


x(t) = Cie 2 ' + c 2 te 21 + 3 - 4e‘ 
y(t) = (ci - c 2 )e 2 ' + c 2 te 2 ' - 3 - 8e‘. 
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EJERCICIOS 4.8 - 

f 


De ser posible resuelva cada sistema de ecuaciones diferenciales en los problemas 1 a 22 
mediante elimination sistematica o por determinantes. 


L# = 2x- 
dt 

dy =x 

dt x 


2.f = 4, + 7, 

tr 


3. 

dx 

Tt = ~ y + t 


4. 

dx . 1 

Jt -4y=l 


& = x-t 



* + $-2 


cft 



dt 

5. 

(D 2 + 5)x - 2 y ■■ 

= 0 

6 . 

(D + l)x +(D~l)y= 2 


-2x + (D 2 + 2 )y ■■ 

= 0 


3 x + (D + 2)y = -1 

7. 

d 2 x a , i 

~dT iy + € 


a 

d 2 x dy _ 
dt 2 dt 


II 

* 

1 



+ 

K 

1 

II 

■SI* 

■31* 

9. 

Dx + £)2y = 

e 3 ‘ 

10 . 

D 2 x~ Dy = t 


(D + l)x + (D - 1 )y = 

4e 3! 


(D + 3)x + (D + 3)y = 2 

11 . 

{D 1 - l)x- y = 0 





(D - Due + Dy = 0 




12 . 

G 2D 2 - D - 1)jk — (2D 

+ l)y=l 

. 



(D - \)x + 

Dy= 

-1 


13 

; 2 —5x + — = e‘ 

' it' at 


14 . 

*1 + 
dt dt 


dx- +dy _ - , 
dt x dt 



d}x dx 

- ~n + ~r + x + y = 0 
dt 2 dt 

15 . 

(D 4)x + 0 D 2 +1 )y 

= 1 

16 . 

D 2 X“Z(D 2 + D)ysen( 


(D 2 -l)x + (D +1 )y = 

: 2 


x + Dy = 0 

17 

. Dx = y 


18 . 

Dx + Z = e 1 


Dy = z 



(D - \)x + Dy + Dz = 0 


Dz=x 



x + 2 y + Dz = e' 

IS. 

I -* 


20. 

dx 

— = -x + z 
dt 


o 

II 

Isf 

+ 

1 

X 



dy 

*- y + Z 


dz n 

x+y -jr° 



dz = - x + y 
dt X y 

21 . 

2Dx + (D - 1 )y = t 


22 . 

Dx- 2 Dy = t 2 


Dx+ Dy = t 2 



(D + 1)jk - 2 (D + l)y=l 
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En los problemas 23 y 24 resuelva el sistema respectivo, sujeto a las condiciones iniciales 
indicadas. 

dx c 

23. — = ~5x - y 
dt 

Y t = 4x -y; x(i) = o, yd) = i 

dx 1 

24. — = y - 1 

dt 7 

& = -3x + 2y; *(0) = 0, y(0) = 0 

25. Un caflon dispara un proyectil cuyo peso es w = mg y cuya velocidad v es tangente a su 
trayectoria. Sin tener en cuenta la resistencia del aire y demas fuerzas, salvo su peso, 
formule un sistema de ecuaciones diferenciales que describa el movimiento (Fig. 4.6). 
Resuelva ese sistema. [Sugerencia: emplee la segunda ley de Newton del movimiento en 
las direcciones x y y.] 

26. Deduzca un sistema de ecuaciones diferenciales que describa el movimiento del problema 
2.5, si el proyectil se encuentra con una fuerza de retardo k (de magnitud k), que obra 
tangente a la trayectoria, pero opuesta al movimiento (Fig. 4.7). Resuelva ese sistema. 
[Sugerencia: k es un multiplo de la velocidad, es decir, cv.] 




4.9 


ECUACIONES NO UNEAIES 

■ Algunas diferencias entre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales 

■ Solucion por sustitucion ■ Empleo de series de Taylor ■ Empleo de programas ODE solver 

■ Ecuaciones autonomas 


Entre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales hay varias diferencias importantes. En 
la section 4.1 expusimos que las ecuaciones lineales homogeneas de orden dos o superior 
tienen la propiedad de que una combination lineal de soluciones tambien es una solucion 
(teorema 4.2). Las ecuaciones no lineales carecen de esta propiedad de superposicion; por 
ejemplo, en el intervalo (-oo, <»), yj = e* ; y% = e~ x , y 3 = cos X y yn = sen x son cuatro soluciones 
linealmente independientes de la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (y ") 2 - y 2 = 0 . 
Pero las combinaciones lineales, como y = c\C x + C3 cos x, y = c%e~ x + C 4 sen x y y = C\£ + 
C 2 e~ x + C3 cos x + C4 sen x, no son soluciones de la ecuacion para constantes C\ arbitrarias 
distintas de cero (vease el problema 1 en los ejercicios 4.9.) 
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En el capitulo 2 senalamos que se pueden resolver algunas ecuaciones diferenciales no 

lineales de primer orden, si son exactas, separables, homogeneas o quiza de Bernoulli. Aun 

cuando las soluciones estaban en forma de una familia a un parametro, esta familia no 
representaba invariablemente la solucion general de la ecuacion diferencial. Por otra parte, al 
poner atencion en ciertas condiciones de continuidad obtuvimos soluciones generales de 
ecuaciones lineales de primer orden. Dicho de otra manera, las ecuaciones diferenciales no 
lineales de primer orden pueden tener soluciones singulares, mientras que las ecuaciones li¬ 
neales no. Pero la diferencia principal entre las ecuaciones lineales y no lineales de segundo 

orden o mayor es la posibilidad de resolverlas. Dada una ecuacion lineal, hay la posibilidad de 
establecer alguna forma manejable de solucion, como una solucion explicita o una que tenga 
la forma de una serie infinita. Por otro lado, la solucion de las ecuaciones diferenciales no 
lineales de orden superior es todo un desafio. Esto no quiere decir que una ecuacion diferencial 

no lineal de orden superior no tenga solucion, sino mas bien que no hay metodos generales para 
llegar a una solucion explicita o implfcita. Aunque esto parece desalentador, hay algunas 
cosas que se pueden hacer. Siempre es factible analizar cuantitativamente una ecuacion no 

lineal (aproximar una solucion con un procedimiento numerico, graficar una solucion con un 
ODE solver ), o cualitativamente. 

Para empezar, aclaremos que las ecuaciones diferenciales no lineales de orden superior 

son importantes -incluso mas que las lineales-, porque a medida que se afina un modelo 
matematico (por ejemplo, el de un sistema fisico) se aumenta la posibilidad de que ese mode¬ 
lo sea no lineal. 

Comenzaremos ejemplificando un metodo de sustitucion que a veces permite determinar 
las soluciones explfcitas o implicitas de tipos especiales de ecuaciones no lineales. 

Uso de SUStituciones Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden F(x, /, 
y”) = 0 en que falta la variable dependiente y, y las F(y, y’, y”) = 0 donde falta la variable in- 
dependiente x, se pueden reducir a ecuaciones de primer orden mediante la sustitucion u = y’. 

El ejemplo 1 muestra la tecnica de sustitucion para una ecuacion tipo F(x, y, y”) = 0. 
Si u = y\ la ecuacion diferencial se transforma en F(X, u, u') = 0. Si resolvemos esta ultima 
ecuacion podremos determinar y por integration. Dado que estamos resolviendo una ecuacion 
de segundo orden, su solucion tendra dos constantes arbitrarias. 


EJEMPLO 1 


Falta la variable dependiente y 


Resuelva y” = 2x(yf. 


SOLUCION Si u = y\ entonces du/dx = y”. Despues de sustituir, la ecuacion de segundo 
orden se reduce a una de primer orden con variables separables; la variable independiente 
es x y la variable dependiente es u\ 


du . 2 

— = 2 xu 2 
dx 


0 sea 


du 


-2xdx 


J u~ 2 du = jlx 


dx 


-u~ ] = x 2 + ci 2 . 
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Por comodidad, la constante de integration se expresa como c\. En los proximos pasos se 
aclarara la razon. Como u~ ] = My', entonces 

dy_ 1 
dx x l yc x v 

v asi v = - f o bien y = - — tan-’ — + Ci. ■ 

J 7 j X 2 + C i 2 Cl Cl 

A continuacion mostraremos la forma de resolver una ecuacion de la forma F(y, /, y”) = 0. 
De nuevo haremos U = y’, pero como falta la variable independiente x, usaremos esa sustitucion 
para transformar la ecuacion diferencial en una en que la variable independiente sea y y 
la dependiente sea u. Con este fin usaremos la regia de la cadena para determinar la segunda 
derivada dey: 


„ dudu du _dy_ _ _ 
y d x dy dx dy' 

Ahora, la ecuacion de primer orden que debemos resolver es F(y, u, u du/dy) = 0. 


EJEMPLO 2 


Falta la variable independiente x 


Resolver yy" = (y') 2 . 


SO LUC I ON Con la ayuda de u = y’ y de la regia de la cadena que mostramos arriba, la 
ecuacion diferencial se transforma en 


Partimos de 


y 



o sea 


du dy 

u y ‘ 


f du_ f dy_ 0 |, tenem0S 
J u J y 


ln|«| = ln|y| + c x . 


A1 despejar u de la ultima ecuacion en funcion de y, obtenemos u = c^y, en donde hemos 
redefinido la constante ±e c1 como Ci. A continuacion restituimos u = dy/dx, separamos va¬ 
riables, integramos y de nuevo redefinirnos las constantes: 


dy 

y 



o sea ln|y| = c 2 x + c 3 o sea y = uev. 


Uso de la serie de Taylor En algunos casos se puede aproximar una solution a un 
problema de valor initial en que las condiciones iniciales se especifiquen en Xo mediante una 
serie de Taylor centrada en Xq. 


EJEMPLO 3 


Solution de un problema de valor initial con una serie de Taylor 


Supongamos que existe una solution del problema de valor initial 

y" = x + y -y 2 , y(0) = -1, y’(0) = 1 


( 1 ) 
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Si ademas suponemos que la solution y(x) del problema es analitica en 0, entonces y(x) tiene 
un desarrollo en serie de Taylor centrado en 0: 


Notese que los valores del primero y segundo terminos en la serie (2) son conocidos, ya que 
se establecen en las condiciones iniciales y(O) = -1, y’(O) = 1. Ademas, la misma ecuacion 
diferencial define cl valor de la segunda derivada en 0: y”(0) = 0 + y(O) -y(0) 2 = 0 + (-1) 

- (-1) 2 = -2. A continuation se pueden determinar expresiones para las derivadas superiores 
y'", y( iv \. ., calculando las derivadas sucesivas de la ecuacion diferencial: 


y"'{x) = (x + y - y 2 ) = 1 + y' - 2yy' (3) 

y "‘“(X) = j- (. 1 + y' - 2yy') = f - 2yy" - 2(y') 2 (4) 

yW(x) = A (f - 2yy" - 2{yJ) = /" - 2 yy'" - 6 y'y" (5) 


etc. Sustituimos XO) = -1 y y’(O) = 1 y vemos, de acuerdo con (3), que y”‘(0) = 4. Con base 
en los valores X0) = -i, y’(O) = 1 y y”(0) = -2, determinamos ^'^(0) = -8 con la ecuacion 
(4). Con la information adicional de que y”‘(0) = 4 aplicamos la ecuacion (5) y llegamos a 
y {v \ 0) = 24. Entonces, segun (2), los seis primeros terminos de una solucidn en serie del 
problema de valores iniciales (1) son 

y(x) = -1 +x-x 2 + |jc 3 -^x 4 + |x 5 + 


Empleo de un programa ODE solveV Es posible examinar la ecuacion del ejemplo 
3 usando un ODE solver. En la mayor parte de los programas de compute, a fm de examinar 
numdricamente una ecuacidn diferencial de orden superior se necesita expresar la ecuacion 
diferencial en forma de un sistema de ecuaciones. Para aproximar la curva de solucion de un 
problema de valores iniciales de segundo orden 

^ y(^o)=Yo, /(*o)=YI 

se sustituye dy/dx = u y entonces d 2 y/dx 2 = du/dx. La ecuacion de segundo orden se transforma 
en un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, en las variables dependientes 

yyu: 


& = 
dx 


u 


du 

dx 


=f(x,y, u) 


cuyas condiciones iniciales son X x o) = yo> u ( x o) = y\. 



190 CAPITULO 4 ECUACIONES DlFERENCIALES DE ORDEN SUPBdOR 


EJEMPLO 4 


Analisis grafico del ejemplo 3 


De acuerdo con el procedimiento anterior, el problema de valores iniciales de segundo orden, 
del ejemplo 3, equivale a 



du _ 2 


cuyas condiciones iniciales son_y(0) = -1, u(0 ) = 1. Con ayuda de estos programas se obtiene 
la curva solucion que aparece en gris en la figura 4.8. Para comparar se muestra tambien la 
curva en negro del polinomio de Taylor de quinto grado T$(x) = -1 + x -x 2 + |x 3 - |x 4 + jx 5 . 
Aunque no conocemos el intervalo de convergencia de la serie de Taylor que obtuvimos en 
el ejemplo 3, la cercama de las dos curvas en la vecindad del origen sugiere la posibilidad 
de convergencia de la serie en el intervalo (-1, 1). | 


La grafica en gris de la figura 4.8 origina algunas preguntas cualitativas: ^La solucion del 
problema original de valor inicial cuando x -> oo es oscilatoria? La grafica, generada con un 
programa en el intervalo mas grande de la figura 4.9 pareceria sugerir que la respuesta es si. 
Pero este solo ejemplo por si solo, o hasta un conjunto de ejemplos, no contesta la pregunta ba- 
sica de si todas las soluciones de la ecuacion diferencial y” = x + y — y 2 son de naturaleza 
oscilatoria. Tambien, sucede con la curva de solucion en la figura 4.8 cuando x esta 
cerca de -1? ^Cudl es el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial cuando 
X — » °°? En general, £las soluciones son acotadas cuando x — » oo? Preguntas como las anteriores 


Y 



Y 



FIGURA 4.8 Comparacion de dos RGURA4.9 

soluciones aptoximadas 
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no tienen respuesta facil cuando se trata de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo 
orden, pero algunos tipos de estas ecuaciones se prestan a un aii&lisis cualitativo sistematico. 
Las ecuaciones no lineales de segundo orden de la forma 

F(y, y',y")=0 0 sea ^ =/(>>,/) 

(esto es, ecuaciones diferenciales sin dependencia explicita de la variable independiente x ) se 
llaman ailtonomas. La ecuaci6n diferencial del ejemplo 2 es autonoma; la ecuacion del ejemplo 

3 es no aut6noma. 


EURCICIOS 4.9 


En los problemas 1 y 2 compmebe que y\ y son soluciones de la ecuacion diferencial dada, 
pero que y = Cjy i + C2}>2 no 1° es > en general. 

1. (_y")2 = y 2 ; yj = e \ y 2 = COS x 2. yy"= |(/) 2 ; ^ = 1, y 2 = X 2 

Resuelva la ecuacion diferencial correspondiente a cada uno de los problemas 3 a 8, con la 
sustitucion u = y’. 

3. y” + (y’)” + 1=0 4, y " = 1 + (y’)” 

5. x 2 y" + (y’)’ = 0 6. (y + 1)/' = (yj 

7. y” + 2y(y') 3 = 0 8. y 2 y" = y’ 

9. Determine la solucion del problema de valor inicial 

y” + yy' = 0, y(0) =1, y’(0) = -1. 

Use un programa ODE solver para graficar la curva de solucion. Trace la solucion explicita 
con una calculadora graficadora. Determine un interValo de validez de la S0luci6n. 

10. Establezca dos soluciones al problema de valor inicial 


(/0 2 + (y'f = i- 


l] 

_i 

'it' 


2’ y 1 

l 2 J 


2 ^ 

2 


Use un ODE solver para trazar las curvas solucion. 

En los problemas 11 y 12, demuestre que la sustitucion u = y’ conduce a una ecuaci6n de 
Bernoulli. Resuelva esa ecuacion (v6ase Sec. 2.4). 

II. xy" = y' + (y ') 3 12, xy" = y' + x(y’) 1 

En los problemas 13 a 16 proceda como en el ejemplo 3 para obtener los seis primeros t&tnin0S 
distintos de cero de una solucion en serie de Taylor, centrada en 0, del problema respectivo de 
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valor inicial. Use un ODE solver y una calculadora gralicadora para comparar la curva solucion 
y la grafica del polinomio de Taylor. 

13. y" = x + y 2 , y(0) = l,y’(0) = 1 
14' y" + y 2 = 1, y(0) = 2, y’(0) = 3 

15. y" = x 2 + y 1 — 2y\ y(0) = 1, y’(0) = 1 

16. y" = e’,y(! 0) = 0, y'(O) = -1 

17. En cdlculo diferencial, la curvatura de una curva representada por y = f(x ) se define como 
sigue: 


[i + (y') 2 ] 3/2 ' 

Determine una funcion, y =f(x), para la cual k = 1. [Sugerencia: por simplicidad, no tenga 
en cuenta las constantes de integration.] 

18, Un modelo matem&tico de la posicion, x(t), de un cuerpo con movimiento rectillneo en el 
eje x dentro de un campo de fuerzas que varlan con la inversa del cuadrado de la distancia es 

d 2 x _ k 2 
dt 2 x 7 ' 


Suponga que cuando / = 0, el cuerpo parte del reposo en la posicidnx = xo, Xo > 0. Demuestre 
que la velocidad del objeto en cualquier momento esta definida por 


2 x 




Use esa ecuacion en un sistema algebraico de computacion para llevar a cabo la integracion 
y expresar al tiempo / en funcion de x. 


Pmblemas pom discusion 

19. Un modelo matematico de la posicion, x(t), de un objeto en movimiento es 

d 2 x 

-r-y + sen x = 0. 
dt 2 

Use un ODE solver a fm de investigar las soluciones de la ecuacion, sujetas a x(O) = 0, 
x’(O) = /?,/?> 0. Describa el movimiento del objeto cuando / > 0 y para diversos valores 
de p. Investigue la ecuacion 


d 2 x dx 

—+ — + sen x = 0 
dt 2 dt 

del mismo modo. Describa una interpretacion fisica posible del termino dx/dt. 

20. Vimos que sen x, cos x, e x y e~ x son cuatro soluciones de la ecuacion no lineal (y ") 2 - y 2 = 0. 
Sin tratar de resolverla, describa como determinar estas soluciones explfcitas con nuestros 
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conocimientos acerca de las ecuaciones lineales. Sin tratar de comprobar, describa por que 
las dos combinaciones lineales especiales, y = cqe* + Ci(f x y yi = C 3 cos x + C 4 sen x, deben 
satisfacer la ecuacion diferencial. 


Ejercicios de repaso 


Resuelva los problemas 1 a 10 sin consultar el texto. Llene el espacio en bianco 0 conteste 
cierto 0 falso. En algunos casos quizas haya mas de una respuesta correcta. 

1. La solucion unica dey” + x 2 y = 0, y(0) = 0, y’(O) = 0 es _ 

2. Si dos funciones diferenciables, f\(x) y ^(x), son linealmente independientes en un 

intervalo, mvum) * 0 para cuando menos un punto en el intervalo._ 

3. Dos funciones, f\{x) y fi(x), son linealmente independientes en un intervalo si una no es 

multiplo constante de la otra._ 

4. Las funciones f\(x) = x 2 ,^(x) = I - x 2 y fi(x) = 2 + x 2 son linealmente _en el 

intervalo (- 00 , 00 ). 

5. Las funciones f\(x) = x 2 y fi(x) =xx son linealmente independientes en el intervalo 

_y lineahnente dependientes en el intervalo_ 

6. Dos soluciones, y\ y )> 2 , de y” + y’ + y = 0 son linealmente dependientes si W(y 1 , 3 ^ 2 ) =: 0 

para todo valor real de x._ 

7. Un multiplo constante de una solucion de una ecuacion diferencial tambien es una solucion. 


8. Existe un conjunto fundamental de dos soluciones de (x - 2 y +y = 0 en cualquier intervalo 

que no contenga al punto_ 

9. Para el metodo de los coeficientes indeterminados, la forma supuesta de la solucion 

particular, y p> dey” - y = 1 + g* es _ 

10. Un operador diferencial que anula a e 2x {x + sen x) es _ 

En los problemas 11 y 12 determine una segunda solucion de la ecuacion diferencial, 
es la primera solucion. 

11. y" + 4y = 0, y 1 = cos 2x 

12. xy" - 2(x + 1 )y' + (x + 2 )y = 0, y] = e x 


En los problemas 13 a 20 determine la solucion general de cada ecuacion diferencial. 


13. y" - 2y' - 2y = 0 

15. y’” + lOy" + 25/ = 0 

17. 3/" + 10 y" + 15/ + 4y = 0 

18 2^- + 3 ^—^ + 2 — + 6 — 
dx<dx 3 dx 2 dx 


14. 2/ + 2y' + 3y = 0 

16. 2 y'" + 9 y" + 12/ + 5y = 0 


4y = 0 


19. 6x 2 /' + 5 xy' -y = 0 

20. 2 x^'” + 19x 2 y" + 39xy' + 9y = 0 
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En los problemas 21 a 24 resuelva cada ecuacion, con el metodo de los coeficientes indetermi- 
nados. 

21. y" - 3y’ + 5y = 4x3 - 2x 22. y" - 2y' + y = x 2 e x 
23. y'" - 5 y" + 6 y' = 2sen* + 8 24. y m - y" = 6 

En los problemas 25 a 28 resuelva la ecuacion diferencial correspondiente sujeta a las 
condiciones iniciales indicadas. 

25. y” - 2 y' + 2y = 0, p | = 0, y(a) = -1 

26. y" — y= * + senx,’(0) = 2, y’(0) = 3 

27. y'y" = 4x, y(l) = 5, y’(l) = 2 

28. 2y" = 3y 2 , y(0) = 1, y’(0) = 1 

Resuelva cada ecuacion de los problemas 29 a 32 aplicando el metodo de variation de 

par&netros. 

29. y" - 2 y 1 +2y=e x tan x 30. y" - y = 

31. x 2 y" - 4xy 1 +6 y = 2x 4 + x 2 32. x 2 y" - xy' + y = x 3 

En los problemas 33 y 34 resuelva la ecuacion diferencial respectiva sujeta a las condiciones 
iniciales indicadas. 

33. (203 - 13D 2 + 240 - 9)y = 36, y(0) = -4, y'(0) = 0, y"(0) 

34 y" + y = sec 3 *, y(0) = 1, y’(0) = ^ 

En los problemas 35 a 38 aplique el m&odo de eliminacion sistemdtica 0 el de determinates 
para resolver ca& uno de los sistemas. 

35. x' + y' = 2x + 2y + 1 36. ^ = 2x + y + t - 2 

x' + 2y' = y + 3 at 

& = 3x+4y-4t 

37. (D~2)x - y = -e' 

-3x + (D - 4)y = -le‘ 

38. (D + 2)x + (D + l)y =sen2( 

5x + (D + 3)y = cos 2 1 




MODELADO CON EC UACIONES 
DlFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 


5.1 Ecuaciones lineales: problemas de valor inicial 

5.1.1 Sistemas de resorte y masa: movimiento libre no aniortiguado 

5.1.2 Sistemas de resorte y masa: movimiento aniortiguado libre 

5.1.3 Sistemas de resorte y masa: movimiento forzado 

5.1.4 Sistemas andlogos 

5.2 Ecuaciones lineales: problemas de valores en la Contera 

5.3 Ecuaciones no lineales 

Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


Hemos visto que una sola ecuacion diferencial puede servir como modelo matematico 
de distintos fenomenos. Por este motivo, en la seccion 5.1 examinaremos con mayor de- 
talle una aplicacion, el movimiento de una masa unida a un resorte. Aparte de la 
terminologla y las interpretaciones flsicas de los cuatro terminos de la ecuacion lineal 
ay" + by' + cy = g(t), veremos que los procedimientos matematicos para manejar, por 
ejemplo, un circuito electrico en serie son identicos a los que se emplean en un sistema 
vibratorio de resorte y masa. Las formas de esta ecuacion diferencial de segundo orden 
surgen en el analisis de problemas en muchas y diversas areas de la ciencia y la 
ingenierla. En la seccion 5.1 solo estudiaremos problemas de valor inicial. En la seccion 
5.2 examinaremos aplicaciones descritas por problemas de valores en la frontera, 
ademas de algunos de los problemas que nos conducen a los conceptos de valores 
propios y funciones propias. La seccion 5.3 se inicia con una description de las 
diferencias entre los resortes lineales y no lineales, y luego se demuestra como el pendulo 
simple y un alambre suspendido nos llevan a modelos no lineales. 
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ECUACIONES UNEALES: PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 

■ Sisteina lineal dinamico | Ley de Hooke ■ Segunda ley de Newton del movimiento 

| Sisteina de resorte y masa | Movimiento libre no amortiguado ■ Movimiento armdnico simple 

■ Ecuacion del movimiento ■ Amplitud ■ Angulo de fase ■ Resorte desgastable 

■ Movimiento libre amortiguado ■ Movimiento forzado | Terminos transitorios y de estado estable 
| Resonancia pura ■ Circuitos en serie 

En esta section revisaremos varios sistemas dintimicos lineales (pag. 127) en donde cada 
modelo matematico es una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes 

d 2 y dy 

No olvidemos que la funcion g es la entrada (fruition de entrada o funddn forzada) del 
sistema. La salida o respuesta del sistema es una solution de la ecuacion diferencial en 
un intervalo que contiene a to que satisface las condiciones iniciales prescritas y(to)— yo> 
/(to)=yi. 

5.1.1 Sistemas de resorte y masa: movimiento libre no amortiguado 

Ley de Hooke Supongamos que, como en la ligura 5.1(b), una masa m\ esta unida a un 
resorte flexible colgado de un soporte rigido. Cuando se reemplaza m\ con una masa distinta 
m 2 , el estiramiento, elongacion o alargamiento del resorte cambiara. 


soporte rigido 



en reposo 

(a) (b) (c) 

FIGURA 5.1 


Segun la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una luerza de restitution, F, opuesta a la 
direction del alargamiento y proporeional a la cantidad de alaiganiento s. En concreto, F = 
kx, dcnde k es una constante de proporeionalidad llamada constante del resorte. Armque las 
masas con distintos pesos estiran un resorte en cantidades distintas, dste esta caracterizado 
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esencialmente por su numero k\ por ejemplo, si una masa que pesa 10 libras estira ~ pie un 
resorte, entonces 10 = k( i) implica que k = 20 lb/fit. Entonces, necesariamente, una masa cuyo 
peso sea de 8 libras estirara el resorte | de pie. 


Segunda ley de Newton Despues de unir una masa m a un resorte, esta lo estira una 
longitud s y llega a una posicion de equilibrio, en la que su peso, W, esta equilibrado por la 
fuerza de restauracion ks. Recuerdese que el peso se define por W = mg, donde la masa se 
expresa en slugs, kilogramos o gramos y g = 32 ft/s 2 , 9.8 m/s 2 o 980 cm/s 2 , respectivamente. 
Como se aprecia en la figura 5.2(b), la condicion de equilibrio es mg = ks o mg - ks = 0. Si la 
masa se desplaza una distancia x respecto de su posicion de equilibrio, la fuerza de restitucion 
del resorte es k(x + s). Suponiendo que no hay fuerzas de retardo que actuen sobre el sistema 
y que la masa se mueve libre de otras fuerzas externas (movimiento libre), entonces podemos 
igualar la segunda ley de Newton con la fuerza neta, o resultante, de la fuerza de restitucion y 
el peso: 


m 


d 2 x 

If 


~k(s + x) + mg= -kx + mg - ks = -kx. 


( 1 ) 


cero 


El signo negativo de la ecuacion (1) indica que la fuerza de restitucion del resorte actua en la 
direction opuesta del movimiento. Ademas, podemos adoptar la convention que los desplaza- 
mientos medidos abajo de la posicion de equilibrio son positivos (Fig. 5.3). 



Ecuacion diferencial del movimiento libre no amortiguado Si dividimos la 
ecuacion (1) por la masa m, obtendranos la ecuacion difcrcncial de segundo onden d 2 x/dt 2 + 
(k/m)x = 0,0 sea 


d 2 x 

It 2 


+ 


u?x 



( 2 ) 


donde oj 2 = klm, Se dice que la ecuacion (2) describe el movimiento armonico simple o 
movimiento libre no amortiguado. Dos condidones inidales obvias asodadas con (2) son 
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x(O) = a, la cantidad de desplazamiento inicial, y x’(O) = 0, la velocidad inicial de la masa. Por 

ejemplo, si a > 0, 0 < 0, la masa parte de un punto abajo de la posicion de equilibrio con una 

velocidad hacia arriba. Si a < 0, 0 - 0, la masa se suelta partiendo del reposo desde un punto 
ubicado |a| unidades arriba de la posicion de equilibrio, etcetera. 

Solucion y ecuacion del movimiento Para resolver la ecuacion (2) observemos que 
las soluciones de la ecuacion auxiliar nr + u? = 0 son los niimcros complejos m\ = wi, 
m 2 — —u>i. Asl, segun (8) de la seccion 4.3, la solucion general de (2) es 

x(t) = C] COS bit + c 2 sen at. (3) 

El periodo de las vibraciones libres que describe (3) es T = 2k/uj, y la frecuencia es f - l/T = 
uiHit. Por ejemplo, para x(t ) = 2 cos 3t - 4 sen 3 1, el periodo es 2ir/3 y la frecuencia es 3/27T. 
El numero anterior indica que la gralica de x(t) se repite cada 27T/3 unidades y el ultimo numero 

indica que hay tres ciclos de la grafica cada 27r unidades o, lo que es lo mismo, que la masa 

pasa por 3/2?r vibraciones completas por unidad de tiempo. Ademas, se puede demostrar que 
el periodo 2n/oJ es el intervalo entre dos maximos sucesivos de x(t). Tengase en mente que un 
maximo de x(t) es el desplazamiento positivo cuando la masa alcanza la distancia maxima abajo 
de la posicion de equilibrio, mientras que un mlnimo de x(t) es el desplazamiento negativo 
cuando la masa llega a la altura maxima arriba de esa posicion. Ambos casos se denominan 
desplazamiento extremo de la masa. Por ultimo, cuando se emplean las condiciones iniciales 
para determinar las constantes c\ y c 2 en la ecuacion (3), se dice que la solucion particular que 
resulta es la ecuacion del movimiento. 


EJEMPLO 1 


Interpretation de un problema de valor inicial 

Resuelva e interprete el problema de valor inicial 
d 1 x 


dt 2 


+ \6x = 0, jc( 0) = 10, x’(O) = 0. 


SOLUCION El problema equivale a tirar hacia abajo una masa unida a un resorte 10 
unidades de longitud respecto de la posicion de equilibrio, sujetarla hasta que t = 0 y soltarla 
desde el reposo en ese instante. A1 aplicar las condiciones iniciales a la solucion 

x(t) = c\ cos 4t + c 2 sen 4t 

se obtiene x(O) = 10 = c\ 1 + Cj ■ 0, y entonces C] = 10; por consiguiente 

x(t) = 10 cos 4t + c 2 sen 4 1, 

Como x’(t) = -40 sen 4 1 + 4c2 cos 4 1 , entonces x’ (0) = 0 = 4c2 • 1, asf que q % = 0; por 
consiguiente, la ecuacion del movimiento es x(t) = 10 cos 4t. 

Esta claro que la solucion indica que el sistema permanece en movimiento una vez 
puesto en movimiento y la masa va y viene 10 unidades a cada lado de la posicion de 
equilibrio a: = 0. Como se advierte en la figura 5.4(b), el periodo de oscilacion es 2k!4 = n/2. ■ 



V’ ' 

x= 10 cos 4; 


masa arriba de la posicibn de equilibrio 

(b) 

FIGURA 5.4 


EJEMPLO 


Movimiento libre no amortiguado 


Una masa que pesa 2 lb hace que un resorte se estire 6 in. Cuando t = 0, la masa se suelta 
desde un punto a 8 in abajo de la position de equilibrio con una velocidad inicial, hacia 
aniba, de d ft/s. Deduzca la ecuation del movimiento libre. 

SOLUC ION Como empleamos el sistema tecnico de unidades inglesas, las medidas 
expresadas en pulgadas se deben pasar a pies: 6 in = i ft; 8 in = - ft. Ademas, debemos 
convcitir las unidades de peso, que estan en I i bins, en unidades de masa Paitimos de m = 
W/g y, en este caso, m = dL = -L slug. Tambien, segun la ley de Hooke, 2 = k(~) implican que 
la constante del resorte es & = 4 lb/ft; por lo tanto, la ecuation (1) se transforma en 

1 d 2 x , „ d 2 x . .. _ „ 


El desplazaniento y la velocidad imdales son x(0) = x’(O) = - donde el signo negativo 

en la ultima condition es consecuencia de que la masa recibe una velocidad inicial en 
direction negativa o hacia aniba 

Entonces, u> 2= 64, o sea, u = 8, de modo que la solution general de la ecuation 
diferential es 


x(t) - c\ cos 8/ + C 2 sen 8i. 

A1 aplicar,las condiciones iniciales a x(t) y x’(t) se obtienen C] = | y C 2 
del movimiento es 

2 1 

x ft) = ^ cos 8/ - g sai 8?, 


Asf. la ecuation 

6 
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Forma alternativa de x(/) Cuando C\ 4- 0 v Cl t 0, la amplitud A de las vibraciones 
libres no se puede conocer de inmediato examinando la ecuacion (3). Esto es, aunque la masa 
tiene un desplazamiento inicial de | de pie respecto a la position de equilibrio en el ejemplo 2, 
la amplitud de las vibraciones es mayor de por lo anterior, a menudo conviene pasar una 
solucion de la forma (3) a la forma mas simple 

x(t) = A sen (cot + 4>), (6) 

donde A = x/ C] 2 + C2 2 y <f> es un angulo de fase definido por 


> tan <j> = —, [1) 

C2 

Para comprobarlo, desarrollamos la ecuacion (6) aplicando la formula del seno de la suma: 

A senwlCOS</>+A COS 0)t sen (f>= (A sen (ft) cos ojt + (A cos </>) seno>/. (8) 

En la figura 5.5 tenemos que si definimos (j> mediante 


sen^ = — 

/L 

j. C 2 

COS (j> = — 


sen (j> = 


Vc! 2 + Cl 


£l 

A’ 


la ecuacion (8) se transforma en 


COS (/) = 


c 2 

Vc I 2 + Cl 


£2 

A’ 



cos cot + A 


Cl 


senojf = c, cos cot + Casen a>t = x(t). 



EJEMPLO 3 


Forma alternativa de solucion de (5) 


En vista de lo que acabamos de explicar, podemos escribir la solucion (5) del ejemplo 2 
como sigue: 


2 1 

x(t) = - cos 8 / - — sen 8/ 
3 6 


0, lo que es lo mismo, 


x(t) = A sen(8r + cj >). 


La amplitud esta definida por 

A = 



Vn 

6 


« 0.69 fit. 
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El lector debe tener cuidado al calcular el angulo de fase (j) t definido por (7). Cuando c\ - 

| y Ci — — resulta que tan cf> = -4 y con una calculadora obtenemos tan-‘(-4) = -1.326 rad.* 

Pero este angulo esta en el cuarto cuadrante y, por consiguiente, contraviene el hecho que 
sen <fi > 0 y cos <f> < 0 (recordemos que c\ > 0 y C 2 < 0). Entonces, debemos suponer que es 
un angulo que esta en el segundo cuadrante, 0 = 7T + (-1.326) = 1.8 16 rad. As! llegamos a 

x(t) = -^r-^sen(8t + 1.816). (9) 

La forma (6) es util porque con ella es facil determinar valores del tiempo para los cuales 
la grafica de x(t) cruza el eje positivo de las / (la lfnea x = 0). Observamos que sen(utf + </>) = 0 
cuando wt + (f> = nw, donde n es un entero no negativo. 

Sistemas con constantes de resorte variables En el modelo anterior supusimos 

un mundo ideal, en que las caracteristicas ffsicas del resorte no cambian con el tiempo. Sin 
embargo, en el mundo real es logico esperar que cuando un sistema resorte y masa ha estado 
en movimiento durante largo tiempo, el resorte se debilite (o “pierda brio”); en otras palabras, 
la “constante” de resorte va a variar o, mas concretamente, decaera a traves del tiempo. En el 
modelo del resorte desgastable, la funcion decreciente K(t) = ke^ 1 , k > 0, a > 0 sustituye a la 

constante de resorte k en (1). La ecuacion diferencial mx” + ke~ at x = 0 no se puede resolver con 

los metodos que vimos en el capftulo 4; sin embargo, podemos obtener dos soluciones 
linealmente independientes con los metodos del capftulo 6. Veanse los problemas 15, ejercicios 
5.1; el ejemplo 3, seccion 6.4, y los problemas 39 y 40, ejercicios 6.4. 

Cuando un sistema de masa y resorte se somete a un ambiente en que la temperatura es 
rapidamente decreciente, la constante k se podra cambiar con K(t) - kt,k > 0, funcion que crece 
con el tiempo. El modelo resultante, mx" + ktx = 0 es una forma de la ecuacion diferencial de 
Airy. Al igual que la ecuacion de un resorte envejecido, la de Airy se puede resolver con los 
metodos del capftulo 6. Veanse el problema 16, en los ejercicios 5.1; el ejemplo 4, en la seccion 
6.2, y los problemas 41 a 43, en los ejercicios 6.4. 


51.2 Sistemas de resorte y masa: movimiento amortiguado libre 


El concepto del movimiento armonico libre no es realista porque el movimiento que describe 
la ecuacion (1) supone que no hay fuerzas de retardo que actuan sobre la masa en movimiento. 
A menos que la masa este colgada en un vacfo perfecto, cuando menos habra una fuerza de 
resistencia debida al medio que rodea al objeto. Segun se advierte en la figura 5.6, la masa 
podrfa estar suspendida en un medio viscoso o conectada a un dispositivo amortiguador. 


Ecuacion diferencial del movimiento amortiguado libre Enmecanica,secon- 

sidera que las fuerzas de amortiguamiento que actuan sobre un cuerpo son proporcionales a 
alguna potencia de la velocidad instantanea. En particular, supondremos en el resto de la 
descripcion que esta fuerza esta expresada por un multiplo constante de dx/dt. Cuando no hay 
otras fuerzas extemas aplicadas al sistema, se sigue por la segunda ley de Newton: 


m 


d 2 x 
dt 2 


-*-*% 


( 10 ) 


*La imagen de la tangente inversa es -ir/2 < tan" 1 .* < zr/2 
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(a) 



(b) 

FIG URA 5.6 


donde (3 es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es consecuencia del 
hecho de que la fuerza amortiguadora actua en direccion opuesta a la del movimiento. 

A1 dividir la ecuacion (10) por la masa m, la ecuacion diferencial del movimiento 
amortiguado libre es d 2 xldt 2 + (j3/m)dx/dt + (k/m)x — 0, o sea 


donde 


d 2 x 
dt 2 


.. dx 2 

+ 2A ~T + u; x 

dt 


2A = 


J3 


111 


(O 



(11) 

( 12 ) 


El simbolo 2A solo se usa por comodidad algebraica, porque asi la ecuacion auxiliar queda 
m 2 + 2\m + w 2 — 0 y las raices correspondientes son 

mi = -A + VA 2 - w 2 , m 2 = -A - VA 2 - to 2 . 

Ahora podemos distinguir tres casos posibles que dependen del signo algebraico de 
A 2 - (jj 2 . Puesto que cada solucion contiene al factor de amortiguamiento e~ Xl , A > 0, los 
desplazamientos de la masa se vuelven insignificantes cuando el tiempo es grande. 


CASO I: A 2 - W 2 > 0. Aqul, se dice que el sistema esta sobreamortiguado porque el 
coeficiente de amortiguamiento, /3, es grande comparado con la constante de resorte, k. La 
solucion correspondiente de (11) es x(t) = c\e m ' 1 + cie mi \ o bien 

x(t) = e~ Xl + c 2e - V?r7 0. 


(13) 
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X i 

1 X i 



\ ~~ 

t 





(b) 

(b) 


FIGURA 5.7 

FIGURA 5.8 


Esta ecuacion representa un movimiento suave y no oscilatorio. La figura 5.7 muestra dos 
graficas posibles de x(t). 

CASO II: A 2 -o^ = 0. Se dice que el sistema esta criticamente amortiguado puesto que 
cualquier pequena disminudpn de la fuerza de amortiguamiento originaria un movimiento 
oscilatorio. La solucion general de la ecuacion (11) es x(t) = c\ e m[t + C 2 te m ' 1 , es decir, 

‘x(t) = e “ Af (ci + c 2 t). (14) 

En la figura 5.8 vemos dos tipicos graficos de este movimiento. Observese que se parecen 
mucho a los de un sistema sobreamortiguado. Tambien se aprecia, segiin la ecuacion (14), que 
la masa puede pasar por la posicion de equilibrio, a lo mas una vez. 

CASO III: A 2 - or 2 < 0. Se dice que el sistema esta subamortiguado porque el coeficiente 
de amortiguamiento es pequeno en comparacion con la constante del resorte. Ahora las raices 
m\ y m 2 son complejas: 

mi = - A + Vor — A 2 i, m 2 = — A - Vw 2 - A 2 i. 

Entonces, la solucion general de la ecuacion (11) es 

x(t) = e~\c\ cos Vu; 2 - X 2 t + C 2 sen Vw 2 - X 2 t). (15) 

Como se aprecia en la figura 5.9, el movimiento que describe (15) es oscilatorio pero, a causa 
del coeficiente e~^‘, las amplitudes de vibracion tienden a cero cuando / —> oo, 



FIGURA 5.9 
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EJEMPLO 4 


Se comprueba 


Movimiento sobreamortiguado - 

facilmente que la solution del problema de valor initial 

f + 5 f + 4 *-0. ^(0) = 1, x’(O) = 1 


es 



V 


-At 


( 16 ) 


El problema se puede interpretar como representando el movimiento sobreamortiguado de 
una masa unida a un resorte. La masa comienza desde una position 1 unidad abajo de la 
posicion de equilibrio con una velocidad hacia abajo de 1 ft/s. 

Para graficar x(t), se calcula el valor de t donde la funcion tiene un extremo; esto es, el 
valor del tiempo para el que la primera derivada (velocidad) es cero. A1 derivar la ecuacion 
(16) se llega a x’(t) = - asi que x’(t) = 0 implica que e 3 ' = 1, o sea t = | lnj = 0.157. 

De acuerdo con el criterio de la primera derivada y con la intuition ffsica, ~(0.157) = 1.069 ft 
es, en realidad, un maximo. En otras palabras, la masa llega a un desplazamiento extremo 
de 1.069 ft abajo de la posicion de equilibrio. 

Tambien debemos comprobar si la grafica cruza al eje t; esto es, si la masa pasa por la 
posicion de equilibrio. Esto no puede suceder en este caso, porque la ecuacion x(t) = 0, o 
e 3 ' = 3 tiene la solution / = ^ In - = -0.305 que es fisicamente irrelevante. 

En la figura 5.10 mostramos la grafica de x(t) y algunos de sus valores. 



t x(t) 


1 0.601 

1.5 0.370 

2 0.225 

2.5 0.137 

3 0.083 


(b) 

FIGURA 5.10 


EJEMPLO 5 


Movimiento 


criticamente amortiguado 


Una masa de 8 lb de peso estira 2 ft un resorte. Si una fuerza de amortiguamiento numeri- 
camente igual a 2 veces la velocidad instantanea actria sobre el contrapeso, deduzca la 
ecuacion del movimiento si la masa se suelta de la posicion de equilibrio con una velocidad 
hacia arriba de 3 ft/s. 
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SO LUC ION De acuerdo con la ley de Hooke, 8 = k( 2) da k — 4 lb/ft. Entonces W = mg da 

m = 1 = i slug. Entonces la ecuacion diferencial del movimiento es 

32 4 b 

1 d 2 x . „ dx d 2 x „dx „ „ „ 

4d? = ~ 4x ' 2 li ° SS * d? + 8 j? + Ifa = 0 ' < I7 > 

La ecuacion auxiliar de (17) es m 2 + 8m + 16 = (m + 4) 2 = 0, de forma que m\ = mj = -4. 
Luego el sistema es criticamente amortiguado y 

x(t) = c x e~ At + c 2 fe' 4 '. (18) 


A1 aplicar las condiciones iniciales x(O) — 0 y x’(O) = -3 vemos, a su vez, que C\ = 0 y C'i = -3. 
Asf, la ecuacion del movimiento es 

x(t) = -3te-\ (19) 

Para graficar x(t) procedemos igual que en el ejemplo 4. De x’(t) = 1 - 4t) tenemos 

que x'(t) = 0 cuando t - i. El desplazamierito extremo correspondiente es xQ) = -3(f)e _1 = 
-0.276 ft. En la figura 5. 11 vemos que podemos interpretar este valor como el punto en que 
el contrapeso alcanza una altura maxima de 0.276 ft sobre su posicion de equilibrio. 



" altura 

maxima sobre 
la posicion de equilibrio 


FIGURA 5.11 


EJEMPLO 6 


Movimiento subamortiguado 


Un objeto que pesa 16 lb se une a un resorte de 5 ft de longitud. En la posicion de equilibrio, 
el resorte mide 8.2 ft. Si el peso se eleva y se suelta del reposo en un punto a 2 ft arriba de 
la posicion de equilibrio, determine los desplazamientos, x(t). Considere que el medio que 
rodea al sistema ofrece una resistencia al movimiento numericamente igual a la velocidad 
instantanea. 


SOLUCION El alargamiento del resorte, despues de unir el peso, es 8.2 - 5 = 3.2 ft, de 
modo que, segun la ley de Hooke, 16 = k( 3.2), o sea k = 5 lb/ft. Ademas, m = ^ = 2 slug y 
la ecuacion diferencial es 

1 d 2 x d 2 x dx 

~=-5x-- ose^ + 2^ + 10x = 0. (20) 

2 dt 2 dt dt 2 dt 

Las raices de tn 2 + 2m + 10 = 0 son rri\ = -1 + 3i y mj = -1 - 3 i, lo cual implica que el sistema 

es subamortiguado y que 


x(t) = e~‘(ci cos 3t + c 2 sen 3t). 


( 21 ) 
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Por ultimo, las condiciones iniciales x(0) = -2 y x’(O) =0 determinan las constantes c\ — -2 
y Ci - — |, asi que la ecuacion de movimiento es 


x(t) - e"‘ 


|-2 cos 3 1- — sen 3 1 j 


( 22 ) ■ 


Forma alternativa de ,x(f) De manera identica al procedimiento que empleamos en la 
pagina 200, podemos escribir cualquier solucion 

x(f) = <r A; (Ci COS Vco 2 - A 2 t + c 2 sen Vo> 2 - A 2 f) 
en la forma alternativa 

x(t) = Ae~ Xt sen (v/w 2 - A 2 t + <j)), (23) 

en donde A = Vc/ + C 2 2 y el angulo de fase (j) queda determinado por las ecuaciones 


j. c i 

sen <f> = —, 


i Ci 

cos , 


tan <f> = 


£l 

ci 


En ocasiones, el coeficiente Ae~ Xt se denomina amplitud amortiguada de las v ibraciones. 
Dado que la ecu acion (3 ) no es una funcion periodica, el numero 2n/iui 2 - A 2 se llama 
cuasiperiodo y iu> 2 —XX 2 /2 -k es la cuasifrecuencia. El cuasiperiodo es el intervalo de tiempo 
entre dos maximos sucesivos de x(t). El lector debe comprobar que en la ecuacion de movi¬ 
miento del ejemplo 6, A = 2 VlO/3 y <j> = 4.391. En consecuencia, una forma equivalente de 
(22) es 


x(t) = ~-—e 'sen(3f + 4.391). 

5.1.3 Sistemas de resorte y masa: movimiento forrado 

Ecuacion diferencial del movimiento forzado con amortiguamiento Ahora 

tomaremos en cuenta una fuerza externa, /(/), que actua sobre una masa oscilatoria en un 
resorte; por ejemplo,/(f) podria representar una fuerza de impulsion que causara un movimien¬ 
to oscilatorio vertical del soporte del resorte (Fig. 5.12). La inclusion de/(f) en la formulacion 
de la segunda ley de Newton da la ecuacion diferencial del movimiento forzado: 

<24) 

Al dividir esta ecuacion por m se obtiene 

d 2 x , _. dx i . 

+ 2S — + u) x= F(t) 


(25) 
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FIGURA 5.12 


donde F(t) =f(t)lm y, al igual que en la seccion anterior, 2A = /3/m, u? - k/m. Para resolver esta 
ecuacion no homogenea tenemos el metodo de los coeficientes indeterminados o el de la 
variation de parametros. 


EJEMPLO 7 


Interpretation de un problema de valor Inicial 


Interprete y resuelva el problema de valor inicial 


1 d^x dx 

~+1.2^4 2x = 5cos4 1, 

5 dt 2 dt 


x(0) = x’(O) = 0. 


( 26 ) 


so lucion Podemos ver el problema como la representation de un sistema vibratorio 
formado por una masa (m = j slug o kg) unida aun resorte (k = 2 m 0 N/m). La masa parte 
del reposo a i unidad (ft o m) abajo de su position de equilibrio. El movimiento es 
amortiguado (/3 = 1.2) y esta impulsado por una fuerza externa periodica (T = tt/2 s) que se 
inicia cuando t = 0. Cabria esperar, intuitivamente, que aun con amortiguamiento el sistema 
permanecera en movimiento hasta el momento en que la funcion forzada se “desconectara” 
y en adelante las amplitudes disminuyeran; sin embargo, tal como esta enunciado el proble¬ 
ma,/(i) = 5 cos 4t permanecera “conectada” por siempre. 

Primero multiplicamos por 5 la ecuacion diferencial (26) 

dx^ dx 

6 ~t~ "b lOx = 0 
dt 2 dt 

y la resolvemos con los metodos acostumbrados. Dado que mi = -3 + i, m 2 — -3 - i, entonces 

x,(t) = e' 3, (ci cos t + c 2 sen t). 

Aplicamos el metodo de los coeficientes indeterminados, suponiendo que una solution 
particular tiene la forma x p (t) = A COS 4t + B sen 4t. Entonces 

x' p = -4A sen4t + 4B cos 4 1, x\ = -16 A cos At - 165 sen At 
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de modo que 

x'p + 6x' p + 10x p = (-6A + 245) cos 4 1 + (-24 A - 65) sen At - 25 cos At. 

El sistema resultante de ecuaciones 


-6A + 24B = 25. -24A - 6B = 0 

tiene las soluciones A - ^ y B = En consecuencia 

x(t) = e~ 3 '(C] cos t + c 2 sen t ) - ~ cos 4t + ~sen At. (27) 

±\)*L 1 

Cuando hacemos t = 0 en la ecuaci6n de arriba obtenemos c\ — Si diferenciamos 
la expresion y hacemos / = 0, obtenemos C 2 = - —; por consiguiente, la ecuacion de 
movimiento es 



(28) . 


A 


Terminos transitorio y de estado estable Observese que la funcion complemen- 

taria 


X c (t ) 


»- 31 


38 86 

5T cos '-51 sen ' 


en la ecuacion (28) tiene la propiedad de que lim ( ^ „ x c (t ) = 0. Como x c (t ) se vuelve insignifi- 
cante (es decir, — > 0) cuando t —> <», se dice que es un termino transitorio o solucion 
transitoria. Asi, cuando el tiempo es grande, los desplazamientos de la masa del problema 
anterior son muy bien aproximados por la solucion particular x p (f). Esta ultima funcion se 
llama tambien solucion de estado estable, de estado estacionario o de estado permanente. 
Cuando F es una funcion periodica, como F(t) = Fq sen ■yt o F(t) = cos 7 1, la solucion general 
de la ecuacion (25) esta formada por 

x(t) = parte transitoria + parte estable. 


EJEMPLO 8 


Soluc ones transitoria syde estado estable 


Se demuestra con facilidad que la solucion del problema de valor inicial 


d 2 x dx 

~^ + 2— + 2x = 4cost + 2seat, x(0) = 0, x’(O) = 3 


es 


x= x c + x„= e''sen t + 2 sen t. 


transitorio estado estable 


A1 examinar la figura 5.13 vemos que el efecto del termino transitorio en la solucion es 
insignificante en este caso, cuando t > 2i r. 
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(b) 


HGURA 5.13 


Ecuaciones diferenciales del movimiento forzado sin amortiguamiento 

Cuando se ejerce una fuerza periodica y no existe fuerza de amortiguamiento, no hay parte 
transitoria en la solucion de un problema. Veremos tambien que si se ejerce una fuerza periodica 
cuya frecuencia es igual o casi igual a la de las vibraciones no amortiguadas libres, se puede 
originar un grave problema en un sistema mecanico oscilatorio. 


EJEMPLO 


Movimiento forzado no amortiguado 


Resuelva el problema de valor inicial 

^ + (ti 2 x = F 0 sen yt, x(0) = 0, x’(0) = 0, (29) 

en donde Fq es constante y 7 ? w. 

SOLUCION La funcion complementaria es x c (t ) = C\ cos wt + Ci sen wt. Para obtener una 
solucion particular supondremos que x p (t) = A cos 7 1 + B sen 7 1 , de modo que 

x'p + oFx p = A(o) 2 - -y 2 ) COS yt + B(<a 2 - y 2 ) sen yt = F 0 sen yt. 

A1 igualar los coeficientes obtenemos de inmediatOv4 = 0 y B = Fq/(u> 2 - t 2 ); por consiguiente 


*>(*) = u 2 S ly2 n V- 

Aplicamos las condiciones iniciales del problema a la solucion general 

P 

x(t ) = Cl COS (tit + c-i sen (tit + ° 2 sen yt 

o) 1 ” y 
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y obtenemos c\ = 0 y C 2 = -yFo/a(a 2 - t 2 ); por lo tanto, la solution es 


X(t) = 


a(a 2 - y 2 ) 


(-ysenot + osenyt), y ^a. 


( 30 ) . 


Resonancia pura Aunque la ecuacion (30) no esta definida cuando 7 = w, es interesante 
observar que su valor li'mite, cuando 7 w, se puede obtener aplicando la regia de L’Hopital, 
Este proceso al li'mite equivale a una “sintonizacion” de la frecuencia de la fuerza impulso- 
ra ( 7 / 277 ) con la de las vibraciones libres (lu/2it). Esperamos intuitivamente que al paso del 
tiempo podamos aumentar sustancialmente las ampitudes de vibration. Para 7 = w, la solution 
se define como 


x(t) 


osenyt _ F o 
y-w (0(0) — y) y->u a 

dy 


(— y sen at + (t) sen yt) 


(ft) 3 - ay 2 ) 


= F 0 Hm 

= F 0 - 

Fo 


sen at+ at cos yt 
y->w -2ay 
-sen at+ at cos at 


-la 1 


„ ^ sen at ~ t cos at. 
2a l 2a 


(31) 


Como lo esperabamos, cuando t los desplazamientos crecen; de hecho, |x(7„)| —> 00 cuando 

t„ = mr/a, n= 1,2,.. ■ El fenomeno que acabamos de describir se llama resonancia pura. La 
grafica de la figura 5.14 muestra un movimiento caracteristico de este caso. 

En conclusion, se debe notar que no hay una necesidad real de emplear un proceso al li'mite 
en (30) para llegar a la solution para 7 = w. Tambien, la ecuacion (31) es consecuencia de 
resolver el problema de valor inicial 

+ ah = F a sen at, *(0) = 0, x’(O) = 0 

directamente por los metodos convencionales. 

Si una fuerza como la (31) representa en realidad los desplazamientos de un sistema de 
resorte y masa, este sistema se destruiria. En ultimo termino, las oscilaciones grandes de la 
masa forzarian al resorte a rebasar su li'mite elastico. Tambien se podria decir que el modelo 



FIG URA 5.14 
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resonante de la figura 5.14 es irreal por completo, porque no tiene en cuenta los efectos retar- 
dantes de las siempre presentes fuerzas de amortiguamiento. Si bien es cierto que no se puede 
tener resonancia pura cuando se considera un amortiguamiento mi'nimo, tambien es cierto que 
se pueden desarrollar amplitudes grandes e igualmente destructivas de vibracion (pero acotadas 
cuando t —> °°). Vease el problema 43 en los ejercicios 5.1. 

5.1.4 Sistemas ana logos 

Circuitos en serie LRC Segun planteamos en la introduccion a este capitulo, diversos 
sistemas fisicos se pueden describir con una ecuacion diferencial lineal de segundo orden 
semejante a la de las oscilaciones forzadas con amortiguamiento: 

m< w> +f> T, +kx - m <32) 

Si i(t) representa la corriente en el circuito electrico en serie LRC de la figura 5.15, las caidas 
de voltaje a traves del inductor, resistor y capacitor son las que muestra la figura 1.13. De 
acuerdo con la segundjj} ley de Kirchhoff, la suma de esas caidas es igual al voltaje E(t) aplicado 
al circuito; esto es, 


Lj t + Ri + ^q = E(t). (33) 

Pero i = c/g/c/frelaciona la corriente iff) con la carga del capacitor q(t), de manera que la ecuacion 
(33) se transforma en la ecuacion diferencial lineal de segundo orden 

L ^ +R fy- q , m 

La nomenclatura que se emplea en el analisis de circuitos es similar a la que se usa en los 
sistemas de resorte y masa. 

Si E(t) = 0, las vibraciones electricas del circuito se llaman libres. Como la ecuacion 
auxiliar de la (34) es Lm 2 + Rm + 1/C = 0, habra tres formas de la solucion cuando R 0, 
dependiendo del valor del discriminate R 2 — AL/C. Se dice que el circuito es 

sobreamortiguado si i? 2 - 41/C > 0, 

criticamente amortiguado si R 2 - 4LIC = 0, 

Y subamortiguado si R 2 - 4LIC < 0. 


FIGURA 5.15 
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En cada uno de esos tres casos, la solution de (34) contiene el factor e~ RtflL , as! que q(t) —> 0 
cuando t En el caso subamortiguado, cuando q(O) = qo, la carga en el capacitor oscila 

segun decrece; en otras palabras, el capacitor se carga y descarga cuando t —> Cuando E(t ) = 0 

y R = 0, se dice que el circuito es no amortiguado, y las vibraciones electricas no tienden a cero 
cuando t aumenta sin li'mite; la respuesta del circuito es armonica simple. 


EJEMPLO 10 


Circuito en serie subamortiguado 


Determine la carga q(t) en el capacitor de un circuito en serie LRC, cuando L = 0.25 
henry (h), R = 10 ohms (£2), C = 0.001 farad (f), E(t ) = 0, q(O) = qo coulombs (C) e i(0) = 0 
amperes (A). 


SOLUCION Como 1 1C - 1000, la ecuacion 34 se transforma en 

+ 10q' + m0q = 0 0 sea q” + 40 q' + 4oooq = 0. 


A1 resolver esta ecuacion homogenea como de costumbre, tenemos que el circuito es 
subamortiguado y que q(t) = e~ 20t (C\ COS 60t + Ci sen 60t). Aplicamos las condiciones 
iniciales y obtenemos que C\ = qo y C 2 = qo/3. Entonces 

q(t) = q 0 e~ 20t fcos 60t + |sen 60t 


Mediante la ecuacion (23) podemos escribir la solution anterior en la forma 


9(0 = 


3 


20 'sen(60t + 1.249). 


Cuando hay un voltaje E(t ) aplicado en el circuito, se dice que las vibraciones electricas 
son forzadas. Cuando R ? 0, la funcion complementary q c (t) de (34) se llama solucion 
transitoria. Si E(t) es periodico o una constante, la solucion particular, a p {t), de (34), es una 
solucion de estado estable. 


EJEMPLO 11 


Corriente de estado estable 


Determine la solucion q„(t) de estado estable y la corriente de estado estable en un circuito 
en serie LRC cuando el voltaje aplicado es E(t ) = Eq sen jt. 

SOLUCION La solucion de estado estable q p (t) es una solucion particular de la ecuacion 
diferencial 
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A1 aplicar el metodo de los coeficientes indeterminados, suponemos una solucion particular 
de la forma q p (t) = A sen 7 1 + B COS 7 /. Sustituimos esta expresion en la ecuacion diferencial, 
simplificamos e igualamos coeficientes y los resultados son 


A = 


Ly-jr 

Cy 


L 2yl — — -I -— 

7 c cy 


+ R‘ 


B - 


E 0 R 


-y L 2 y 2 


2 L 1 
' C C 2 y 2 


+ R : 


Conviene expresar a A y B en funcion de nuevos simbolos: 


Si 


Si 


X = Ly - 


Cy 


obtenemos X 2 — L?y 2 “■ 



1 

cy 


_ IT 1 

Z = Vx 2 + R 2 , obtenemos Z 2 = L 2 y 2 ~’y‘ t + R - 


Por consiguiente, A = EoXI(-yZ 2 ) y B = EoRI(-yZ 2 ), de suerte que la carga de estado 
estable es 


E 0 X , E 0 R 

q p( { ) = cos % 

Ahora bien, la corriente de estado estable esta definida por i p (t) = q p '(f)'. 

i P (t ) = y (f sen ^ _ f cos ( 35 > " 

Las cantidades X = Ly — I/C 7 y Z = Vz 2 +1 ? 2 , definidas en el ejemplo 11, se llaman, 
respectivamente, reactancia e impedancia del circuito. Ambas se expresan en ohms. 

Barra de torsion La ecuacion diferencial que describe el movimiento de torsion de una 
masa colgada en el extremo de un eje elastico es 

1 y +c f t + k9=nt) - (36> 

Como vemos en la figura 5.16, la funcion 0(f) representa la magnitud del giro de la masa en 
cualquier momenta. 



FIGURA 5.16 
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A1 comparar las ecuaciones (25) y (34) con la (36), resulta que -excepto por la termino- 
logfa- no existe diferencia alguna entre la description matematica de los resortes con masa, 
los circuitos simples en serie y las oscilaciones de torsion. 


EJERCICIOS 5.1 


5.1.1 

1. Se fija un contrapeso de 4 lb a un resorte cuya constante es 16 lb/ft. ^Cual es el periodo 
del movimiento armonico simple? 

2. Se fija una masa de 20 kg a un resorte. Si la frecuencia del movimiento armonico simple 
es 2rir oscilaciones por segundo, ^cual es la constante k del resorte? ^Cudl es la frecuencia 
del movimiento armonico simple si la masa original se reemplaza con una de 80 kg? 

3. A1 fijar un contrapeso de 24 lb al extremo de un resorte, lo estira 4 in. Deduzca la ecuacion 
del movimiento cuando el contrapeso se suelta y parte del reposo desde un punto que esta 
3 in arriba de la posicion de equilibrio. 

4. Formule la ecuacion del movimiento si el contrapeso del problema 3 parte de la posicion 
de equilibrio con una velocidad initial de 2 ft/s hacia abajo, 

5. Un contrapeso de 20 lb estira 6 in a un resorte. En ese sistema, el contrapeso se suelta, 
partiendo del reposo, a 6 in abajo de la posicion de equilibrio. 

a) Calcule la posicion del contrapeso cuando t - 7r/12, 7t/8, 7t/6, 7t/4 y 97t/32 segundos. 

b) £Cual es la velocidad del contrapeso cuando t = 37r/16 s? (.Hacia donde se dirige el 
contrapeso en ese instante? 

c) (.Cuando pasa el contrapeso por la posicion de equilibrio? 

6 . Una fuerza de 400 N estira 2 m un resorte. Despues, al extremo de ese resorte, se fija una 
masa de 50 kg y parte de la posicion de equilibrio a una velocidad de 10 m/s hacia arriba. 
Deduzca la ecuacion del movimiento. 

7. Otro resorte, cuya constante es 20 N/m, esta colgado del mismo soporte rigido, pero en 
posicion paralela a la del sistema resorte y masa del problema 6. Al segundo resorte se le 
fija una masa de 20 kg, y ambas masas salen de su posicion de equilibrio con una velocidad 
de 10 m/s hacia arriba. 

a) (.Cual masa tiene la mayor amplitud de movimiento? 

b) (.Cual masa se mueve con mas rapidez cuando t = tt/4 s? (.Y cuando t = n/2 s? 

c) (.En que momento estan las dos masas en la misma posicion? (.Donde estan en ese 
momento? (.En que direcciones se mueven? 

8 . Un contrapeso de 32 lb estira 2 ft a un resorte. Determine la amplitud y el periodo de 
movimiento si el contrapeso parte de 1 ft arriba de la posicion de equilibrio, con una 
velocidad inicial de 2 ft/s hacia arriba. (.Cuantas vibraciones completas habra hecho el 
contrapeso hasta los 47T segundos? 

9. Un contrapeso de 8 lb, fijo a un resorte, tiene movimiento armonico simple. Deduzca la 
ecuacion del movimiento si la constante del resorte es 1 lb/ft y el contrapeso parte de 6 in 
abajo del punto de equilibrio, con una velocidad de | ft/s hacia abajo. Exprese la solution 
en la forma de la ecuacion (6). 
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10. Una masa pesa 10 lb, y estira 1 ft un resorte. Se quita esa masa y se reemplaza con una de 

1 y 6 slugs que parte de^ - ft sobre la posicion de equilibrio con una velocidad de 1 ft/s hacia 
abajo. Exprese la solution en la forma (6). i,En que momento llega la masa a un desplaza- 
miento numericamente igual a 1 de la amplitud abajo de la posicion de equilibrio? 

11. Un contrapeso de 64 lb esta unido al extremo de un resorte y lo estira 0.32 ft. Si parte de 

una posicion 8 in sobre la posicion de equilibrio, con una velocidad de 5 ft/s hacia abajo. 

a) Deduzca la ecuacion del movimiento. 

b) ^Cuales son la amplitud y el periodo del movimiento? 

c) ^Cudntas oscilaciones completas habra hecho el contrapeso a los 37r segundos? 

d) ^En que momento pasa el contrapeso por la posicion de equilibrio al ir hacia abajo por 
segunda vez? 

e) ^En que momento alcanza el contrapeso su desplazamiento extremo en ambos lados de 
la posicion de equilibrio? 

f) ^Cual es la posicion del contrapeso cuando t = 3 s? 

g) ^Cual es su velocidad instantanea cuando / = 3 s? 

h) ^Cual es su aceleracion cuando t = 3 s? 

i) ^Cudl es la velocidad instantanea al pasar por la posicion de equilibrio? 

j) ^En que momentos esta a 5 in abajo de la posicion de equilibrio? 

k) ^En que momentos esta 5 in abajo de la posicion de equilibrio y se mueve hacia arriba? 

12. Se cuelga una masa de 1 slug de un resorte cuya constante es 9 lb/ft, Al principio, la masa 
parte de un punto a 1 ft arriba de la posicion de equilibrio, con una velocidad de V3~ ft/s 
hacia arriba. Determine los momentos en que la masa se dirige hacia abajo con una 
velocidad de 3 ft/s. 

13. En algunos casos, cuando dos resortes paralelos de constantes k\ y kj sostienen un solo 
contrapeso W, la constante efectiva de resorte del sistema es k = 4k\k2/(k\ + ki). 
Un contrapeso de 20 lb estira 6 in un resorte y 2 in otro. Estos resortes estan fijos a un 
soporte rigido comun por su parte superior y a una placa metalica en su extremo inferior. 
Como se ve en la figura 5.17, el contrapeso de 20 lb esta fijo al centra de la placa del 
sistema. Determine la constante efectiva de resorte de este sistema. Deduzca la ecuacion 
del movimiento, si el contrapeso parte de la posicion de equilibrio, con una velocidad de 

2 ft/s hacia abajo. 

14. Cierto contrapeso estira 4 ft un resorte, y 4 ft otro. Los dos resortes se fijan a un soporte 
rigido, como se indico en el problema 13 y en la figura 5.17. El primer contrapeso se quita 
y en su lugar se pone uno de 8 lb. El periodo de movimiento es 7r/15 s; determine el valor 
numerico del primer contrapeso. 



FIGURA 5,17 
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Problemas para discusion 

15. Solo por inspeccion de la ecuacion diferencial + e _01 'x = 0, describa el comportamiento 
durante un gran periodo de un sistema de resorte y masa regido por la ecuacion. 

16. Solo por inspeccion de la ecuacion diferencial 4x" + tx — 0, describa el comportamiento 
durante un gran periodo de un sistema de resorte y masa regido por la ecuacion. 


■ 5.1.2 

En los problemas 17 a 20 la figura respectiva representa la grafica de una ecuacion del 
movimiento de una masa unida a un resorte. El sistema masa-resorte es amortiguado. Con la 
grafica, determine 

a) Si el desplazamiento inicial de la masa ocurre arriba o abajo de la posicion de equilibrio 

b) Si la masa esta inicialmente en reposo o si esta moviendose hacia abajo o si esta 

moviendose hacia arriba. 


17. 



FIGURA 5.18 


18. 
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19. 



FIGURA 5.20 


20 . 
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21. Una pesa de 4 lb se une a un resorte cuya constante es 2 lb/ft. El medio presenta una 
resistencia al movimiento numericamente igual a la velocidad instantanea. Si la pesa se 
suelta de un punto a 1 ft arriba de la posicion de equilibrio con una velocidad de 8 ft/s hacia 
abajo, calcule el tiempo en que pasa por la posicion de equilibrio. Encuentre el momenta 
en que la pesa llega a su desplazamiento extremo respecto ala posicion de equilibrio. ^Cual 
es su posicion en ese instante? 

22. Un resorte de 4 ft alcanza 8 ft al colgarle una pesa de 8 lb. El medio a traves del cual se 
mueve ofrece una resistencia numericamente igual a v/2* veces su velocidad instantanea. 
Deduzca la ecuacion del movimiento si la pesa se suelta de la posicion de equilibrio con 
una velocidad de 5 ft/s hacia abajo. Calcule el tiempo en que llega a su desplazamiento ex¬ 
tremo respecto a la posicion de equilibrio. ^Cual es su posicion en ese instante? 
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23. Una masa de 1 kg esta unida a un resorte cuya constante es 16 N/m y todo el sistema se 

sumerge en un liquido que imparte una fuerza de aniortiguamiento numericamente igual 
a 10 veces la velocidad instantanea. Formule las ecuaciones del movimiento, si 

a) El contrapeso se suelta, partiendo del reposo a 1 m abajo de la posicion de equilibrio 

b) El contrapeso se suelta partiendo de la posicion de equilibrio con una velocidad de 

12 m/s hacia arriba. 

24. En las partes a) y b) del problema 23, determine si la pesa pasa por la posicion de equilibrio. 
En cada caso calcule el momento en que llega a su desplazamiento extremo respecto a la 
posicion de equilibrio. ^Cual es la posicion de la pesa en ese instante? 

25. Una fuerza de 2 lb estira 1 ft un resorte. A ese resorte se le une un contrapeso de 3.2 lb y 

el sistema se sumerge en un medio que imparte una fuerza de aniortiguamiento numerica¬ 

mente igual a 0.4 la velocidad instantanea. 

a) Deduzca la ecuacion del movimiento si el contrapeso parte del reposo \ ft arriba de \a 
posicion de equilibrio. 

b) Exprese la ecuacion del movimiento en la forma de la ecuacion (23). 

c) Calcule el primer momento en que el contrapeso pasa por la posicion de equilibrio 
dirigiendose hacia arriba. 

26. Despues de unir una pesa de 10 lb a un resorte de 5 ft, este mide 7 ft. Se quita y se reemplaza 
con otra de 8 lb, y el sistema se coloca en un medio que ofrece una resistencia numerica¬ 
mente igual a la velocidad instantanea. 

a) Deduzca la ecuacion del movimiento, si se suelta la pesa a 4 ft abajo de la posicion de 
equilibrio a una velocidad de 1 ft/s hacia abajo. 

b) Exprese la ecuacion del movimiento en forma de la ecuacion (23). 

c) Calcule los momentos en que el contrapeso pasa por la posicion de equilibrio al dirigirse 
hacia abajo. 

d) Grafique la ecuacion del movimiento. 

27. Al unir una pesa de 10 lb a un resorte, este se estira 2 ft. La pesa tambien esta unida a un 
amortiguador, que ofrece una resistencia numericamente igual a /3 (/3 > 0) veces la 
velocidad instantanea. Calcule los valores de la constante de amortiguamiento (5 para que 
el movimiento que se produce sea a) sobreamortiguado; b) criticamente amortiguado, y c) 
subamortiguado. 

28. Una pesa de 24 lb estira 4 ft un resorte. El movimiento que se produce se lleva a cabo en 
un medio que presenta una resistencia numericamente igual a /3 (/3 > 0) veces la velocidad 
instantanea. Si la pesa parte de la posicion de equilibrio con una velocidad de 2 fit/s hacia 
arriba, demuestre que si /3 > 3 V2~, la ecuacion de movimiento es 

x(t) = , ~ 3 e-^senh^Vft 2 - 18i 

V/3 2 - 18 3 


5.1.3 

29. Una pesa de 16 lb estira 4 ft un resorte. Al principio, parte del reposo a 2 ft arriba de la 
posicion de equilibrio y el movimiento ocurre en un medio que presenta una fuerza de 
amortiguamiento numericamente igual a la mitad de la velocidad instantanea. Deduzca 
la ecuacion del movimiento si la pesa esta impulsada por una fuerza externa igual a f(t) = 
10 cos it. 

30. Se une una masa de 1 slug a un resorte cuya constante es 5 lb/ft. Se suelta la masa a 1 ft 
abajo de la posicion de equilibrio con una velocidad de 5 ft/s hacia abajo; el movimiento 
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se da en un medio cuya fuerza de amortiguamiento es numericamente igual al doble de la 
velocidad instantanea. 

a) Deduzca la ecuacion del movimiento si una fuerza externa igual a/(f) = 12 cos 2t + 3 
sen 2t actua sobre la masa. 

b) Grafique las soluciones transitoria y de estado estable en el mismo conjunto de ejes 
coordenados. 

c) Grafique la ecuacion del movimiento. 

31. Cuando una masa de 1 slug se cuelga de un resorte, lo estira 2 ft, y llega al reposo en su 
posicion de equilibrio. A partir de t = 0, se aplica una fuerza externa al sistema, igual a 
f(t) = 8 sen 4t. Formule la ecuacion del movimiento si el medio presenta una fuerza 
amortiguadora numericamente igual a 8 veces la velocidad instantanea. 

32. En el problema 31, deduzca la ecuacion del movimiento si la fuerza externa es f(t) = e~‘ 
sen 4t. Analice los desplazamientos cuando r —> 

33. Cuando una masa de 2 kg se cuelga de un resorte cuya constante es 32 N/m, llega a la 

posicion de equilibrio. A partir de / = 0 se aplica al sistema una fuerza igual a f(t) = 68e~ 2> 

cos 4t. Deduzca la ecuacion del movimiento cuando no hay amortiguamiento. 

34. En el problema 33, escriba la ecuacion del movimiento en la forma x(t) = A sen(wf + <f> ) 

+ Be~ 2 ' sen(4t + 6). ^Cual es la amplitud de las oscilaciones cuando el tiempo es muy 
grande? 

35. Una masa m se une al extremo de un resorte cuya constante es k. Despues de alcanzar el 
equilibrio, su soporte comienza a oscilar verticalmente a ambos lados de una linea 
horizontal, l : de acuerdo con una funcion h(t). El valor de h representa la distancia, en 
pies, medida a partir de L. Vea la figura 5.22. 

a) Deduzca la ecuacion diferencial del movimiento si el sistema se mueve por un medio 
que presenta una fuerza de amortiguamiento numericamente igual a f3(dx/dt). 

b) Resuelva la ecuacion diferencial en la parte a) si un contrapeso de 16 lb estira el resorte 
4 ft y P = 2, h(t) = 5 cos t, x(0) = x'(0) = 0. 

[ZZZ HI] soporte 


J*> 


FIGURA 5.22 


36. Una masa de 1 00 g se cuelga de un resorte cuya constante es 1600 dinas/cm. Luego que 
alcanza el equilibrio su soporte oscila de acuerdo con h(t) = sen 8/, donde h representa al 
desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio. Vea el problema 35 y la figura 5.22. 

a) Cuando no hay amortiguamiento, determine la ecuacion del movimiento si la masa parte 
del reposo en la posicion de equilibrio. 

b) £En que momenta pasa la masa por la posicion de equilibrio? 

c) ^En que momenta la masa llega a sus desplazamientos extremos? 

d) ^Cuales son los desplazamientos maximo y nu'nimo? 

e) Grafique la ecuacion del movimiento. 
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En los problemas 37 y 38 resuelva el problema de valor inicial correspondiente. 
d 2 x 

37. — + 4x = -5sen 2t + 3 COS 2 1, x(O) = -1, *'(0) = 1 
dt 2 

A}r 

38. —— + 9x = 5 sen 3 1, x(0) = 2, x ’(0) = 0 
dr 

39. a) Demuestre que la solucion al problema de valor inicial 


d 2 x 
dt 2 


+ o) 2 x = Ft, cos yt, *(0) = 0, x’(O) = 0 


es 


x(t) 


F 0 


w 2 - y 2 


(cos yt - cos ot). 


F 

b) Evalue 0 . ■. (cos yt - COS ait). 

y-ttit O) 1 — y 

40. Compare el resultado obtenido en la parte b) del problema 39, con la que se obtiene 
aplicando el metodo de variacion de parametros, cuando la fuerza externa es Fq COS wt. 

41. a) Demuestre que x{t) expresada en la parte a) del problema 39 se puede expresar 


~2F 1 1 

x(t) = ^rr^i sen 2 (y " w ) fsen 2 (y + 0} ) L 

b) Si definimos £ = |(7 - to), demuestre que cuando £ es pequeno, una solucion aproxima- 
da es 


p 

x(t) = 2 e ^ en elsenyi. 

Cuando £ es pequeno, la frecuencia, y!2 n de la fuerza aplicada se acerca a la frecuencia, 
u>/2ir de las vibraciones libres. Cuando esto sucede, el movimiento es el que se ve en la 
figura 5.23. Las oscilaciones de este tipo se llaman pulsaciones o pulsos y se deben a 
que la frecuencia de sen et es bastante pequena en comparacion con la de sen yt. Las 
curvas punteadas, o envolvente de la grafica de x(t), se obtienen de las graficas de 
±(Fo/2e 7) sen et. Use una graficadora y con varios valores de Fq, £ y 7 compruebe la 
figura 5.23. 



HGURA 5.23 
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Problemas para discusion 

42. ^Puede haberpulsos cuando se agrega una fuerza de amortiguamiento al modelo en la parte 
a) del problema 39? Compruebe su respuesta con graficas obtenidas de la solucion explicita 
del problema 


*2 j 

-77 + 2A — + o) 2 x = F 0 cos yt, * (0) = 0, x'(0) = 0 

at i at 

o con curvas de solucion obtenidas con un ODE solver. 

43. a) Demuestre que la solucion general de 


dt 2 


+ 2A — + ft) 2 ;t = F (l sen yt 


es 


X(t) = Ac A 'sen(Voj 2 - A 2 / + </>) + 


V(c/ 


JO _ 

y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 


sen(yt + 0), 


en que A = V ^ 2 + cj y los angulos de fase y 6’ estan definidos, respectivamente, por 
sen 4> = c\IA,cos 4>-cJAy 


sen $ 


-2Ay 


V(w 2 - y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 


cos 6 = 


o) 1 -y 2 


V(w 2 - y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 


b) La solucion de la parte a) tiene la forma x{t) = x c (t) + x p (t). Por inspeccion, se ve que 
x c (t) es transitoria y, por consiguiente, cuando los valores del tiempo son grandes, esta 
definida aproximadamente por x p {t) - g(y) sen ( 7 / + 0), donde 


s(y) = 


Fo 

V(a » 2 - y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 


Aunque la amplitud g(y) de x p (t) esta acotada cuando t —\ °° de muestre que las 
oscilaciones maximas se presentar an en el valor 71 = Vw 2 - 2A 2 , ^.Cual es el valor 
maximo de g? El numero Vw 2 ~- 2\ 2 l2it se llama frecuencia de resonancia del sistema. 
c) Cuando Fo = 2, m = 1 y k = 4, g es 


g(7) V(A-y 2 f+W 

Forme una tabla de valores de 71 y g( 7 i) que corresponda a los coeficientes de 
amortiguamiento f3 = 2, /3 = 1, /3 = 4 (3 = ly ft = 1 Use una graficadora para trazar las 
graficas de g que correspondan a esos coeficientes. Utilice las mismas coordenadas. 
Esta familia de graficas se llama curva de resonancia o curva de respuesta a la 
frecuencia del sistema. ^Hacia que tiende 71 cuando /3 —> 0? ^Qud sucede con las curvas 
de resonancia cuando /? —» 0 ? 
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44. Se tiene un sistema resorte y masa forzado y no amortiguado, descrito por el problema de 
valor inicial 


-jj + (i) 2 x = Fosen" yt, x(0) = 0, x’(O) = 0. 
ar 

a) Describa para n = 2 por que hay una sola frecuencia, 7i/27r, en que el sistema esta en 
resonancia pura. 

b) Para n = 3, explique por que hay dos frecuencias, 7 i/ 2 tt y 72 / 27 r en las cuales el sistema 
est£ en resonancia pura. 

c) Suponga que u = 1 y Fq = 1. Use un ODE solver para obtener la grafica de la solucion 
del problema de valor inicial para n = 2 y 7 = 71 en la parte a). Trace la grafica de la 
solucion del problema de valor inicial para n = 3 que corresponde, sucesivamente, a 7 = 
71 y 7 = 72 en la parte b). 


5.1.4 


45. Determine la carga del capacitor en un circuito en serie LRC cuando t = 0.01 s, L = 0.05 

h, R = 2 £2, C = 0.01 f, E(t) = 0 V, q(O) = 5 C e i(O) = 0 A. Encuentre el primer momento 

en el que la carga en el capacitor es cero. 

46. Determine la carga en el capacitor de un circuito en serie LRC cuando L = 4 h, R — 20 £2, 

C= jL f, E(t) = 0 V, q(O) = 4 C e z(0) = 0 A. x ^En algun momento la carga del capacitor 
es igual a cero? 

En los problemas 47 y 48 determine la carga en el capacitor y la corriente en el circuito en serie 

LRC. Calcule la carga maxima en el capacitor. 

47. L = | h, R = 10 £2, C = ^ f, E(t) = 300 V, q( 0) = 0 C, t(0) = 0 A. 

48. L = 1 h, R = 100 Q, C = 0.0004 f, E(t) = 30 V, q(O) = 0 C, i(O) = 2 A. 

49. Determine la carga y la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC cuando L = 

1 h,./? = 2 £2, C = 0.25 f y E(t) = 50 cosfV. 

50. Demuestre que la amplitud de la corriente de estado estable en el circuito en serie LRC del 
ejemplo 11 esta expresada por Eo/Z, donde Z es la impedancia del circuito. 

51. Demuestre que la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC esta definida por 

i p (i) - (4.160) sen(60/ - 0.588) cuando L= i h, R = 20 Q, C = 0.001 f y E(t) = 100 sen 60t 

V. (Sugerencia: use los resultados del problema 50.) . 

52. Determine la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC cuando I = | h, R = 
20 £2, C = 0.001 f, y E(t) = 100 sen 60t + 200 COS 40t V. 

53. Calcule la carga en el capacitor de un circuito en serie LRC cuando L = 4 h, R = 10 £2, C = 

0.01 f, E(t) = 150 V, q(O) = 1 C e i(O) = 0 A. ^,Cual es la carga en el capacitor cuando ha 

transcurrido mucho tiempo? 

54. Demuestre que si L, R, C y Eq son consta ntes, la amplitud de la corriente de estado estable 
del ejemplo 11 es maxima cuando 7 = 1 NLC. ^Cu&l es la amplitud maxima? 

55. Demuestre que si L, R, Eq y 7 son constantes, la amplitud de la corriente de estado estable 

en el ejemplo 11 es maxima cuando la capacitancia es C = 1 /Z.t 2 . 
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56. Determine la carga en el capacitor y la corriente en un circuito LC cuando L = 0.1 h, C = 

0.1 f, E(t) = 100 sen 7 1 V, q( 0) = 0 C e /(0) = 0 A. 

57. Calcule la carga en el capacitor y la corriente en un circuito LC cuando E(t) = Eq cos 7 1 V, 
q(0) = qo C e i(0) = Iq A 

58. En el problema 57 determine la corriente cuando el circuito se encuentre en resonancia. 



ECUACIONES UNEALES: PROBLQVIAS DE VAIDRES EN LA FRONTERA 

■ Ecuacion diferencial de la flexion de una Vigil ■ Condiciones en lafrontera 

■ Valores propios y fimciones propias ■ Soluciones no triviales ■ Soluciones numericas 

■ Curvatura de una columna delgada ■ Carga de Euler ■ Ecuacion diferencial de la cuerda de brincar 


La seccion precedente se centra en sistemas en los que un modelo matematico de segundo orden 
estaba acompanado con las condiciones iniciales prescritas; esto es, condiciones adjuntas de 
la funcion desconocida y su primera derivada, que se especifican en un solo punto. Pero, con 
frecuencia, la description matematica de un sistema ffsico requiere la solution de una ecuacion 
diferencial sujeta a condiciones en la frontera; esto es, condiciones especificadas para la 
funcion desconocida 0 una de sus derivadas, e incluso para una combination de la funcion 
desconocida y una de sus derivadas, en dos 0 mas puntos distintos. 

Desviacion de una viga Una buena cantidad de estructuras se construyen a base de 
vigas, vigas que se desvian 0 distorsionan por su propio peso 0 la influencia de alguna fuerza 
externa. Segun veremos a continuation, esta desviacion y(x) esta determinada por una ecuacion 
diferencial lineal de cuarto orden, relativamente sencilla. 

Para empezar, supongamos que una viga de longitud L es homogenea y tiene seccion 
transversal uniforme en toda su longitud. Cuando no recibe carga alguna, incluyendo su propio 
peso, la curva que une los centroides de sus secciones transversales es una recta que se llama 
eje de simetria. [Fig. 5.24(a)], Si a la viga se le aplica una carga en un piano vertical que 
contenga al eje de simetria, sufre una distorsion y la curva que une los centroides de las 
secciones transversales se llama curva de desviacion, curva el&stica 0 simplemente el&stica. 
La elastica aproxima la forma de la viga. Supongamos que el eje x coincide con el eje de simetria 



a) 

eje de simetria 



FIGURA 5.24 
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y que la desviacion (o flecha) y(x), medida desde el eje, es positiva si es hacia abajo. En teoria 
de la elasticidad se demuestra que el momento flexionante M(x) en un punto x a lo largo de la 
viga, se relaciona con la carga por unidad de longitud w(x) mediante la ecuacion 


d 2 M 
dx 2 


= w(x). 


( 1 ) 


Ademas, el momento flexionante M(x) es proporcional a la curvatura, ft, de la elastica: 

M(x) = EIk, (2) 


en que Eel son constantes, E es el modulo de Young de elasticidad del material de la viga e / 
es el momento de inercia de la seccion transversal de esta (respecto de un eje llamado eje 
neutro). El producto EZ se denomina rigidez a la flexion de la viga. 

Segun el calculo differencial, la curvatura es ft = y"/[ 1 + (y') 2 ] 3/2 . Cuando la desviacion y(x) 
es pequefia, la pendiente y’ ~ 0, de modo que [ 1 + (y') 2 ] 3/2 ~ 1 , Si ft = y”, la ecuacion (2) se 
transforma en M - Ely' '. La segunda derivada de esta ecuacion es 


d 2 M 

dx 2 


- El—v" - EI^-- 
dx 2 ^ dx 4 


(3) 


Aplicamos el resultado de la ecuacion (1) para reemplazar d 2 M/dx l en la (3) y vemos que la 
desviacion y(x) satisface la ecuacion differencial de cuarto orden 


El^l = w (x). 

ax 


(4) 


Las condiciones en la frontera asociadas a esta ecuacion dependen de la fomia en que estan 
sostenidos los extremos de la viga. Una viga en voladizo (en cantilfver) esta empotrada en un 
extremo y libre en el otro. Un trampolm, un brazo extendido, el ala de un avion y una 
marquesina son ejemplos comunes de este caso, pero hasta los arboles, las astas de banderas, 
los rascacielos y los monumentos pueden trabajar como vigas en voladizo, ya que estan 
empotrados en su base y sufren la fuerza del viento, que los tiende a flexionar. Para una viga 
en voladizo, la desviacion y(x) debe satisfacer las dos condiciones siguientes en el extremo 
empotrado en x = 0 : 

■ y( 0 ) = 0 porque no hay desviacion en ese lugar, y 

■ y’(0) = 0 porque la curva de desviacion es tangente al eje X (en otras palabras, la 
pendiente de la curva de desviacion es cero en ese punto). 

Cuando x = L las condiciones del extremo libre son 


■ y”(L) = 0 porque el momento flexionante es cero 

■ y”‘(L) = 0 porque la fuerza cortante es cero. 

La funcion F(x) = dM/dx = El d^y/dx 3 se llama fuerza cortante. Si un extremo de una viga esta 
simplemente apoyado (a esto tambien se le llama embisagrado, articulado o empernado), 
se debe cumplir que y = 0 y y” =0 en ese extremo. La tabla siguiente es un resumen de las 
condiciones en la frontera asociadas con la ecuacion (4). 
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Extremos 

Condiciones 

de la viga 

enlafrontera 

empotrado 

O 

If 

O 

11 

libre 

/' = 0,/"=0 

simplemente apoyado 

y - 0, y" = 0 


EJEMPLO 1 


Viga 


empotrada 


Una viga de longitud L esta empotrada en ambos extiemos. Detennine la desviadon de esa 
viga si sostiene una carga constante, Wq, uniformemente distiibuida en su longitud; esto es, 
w(x) = wq, 0 < x < L, 


SOLUCION Scgiin lo que acabamos de plantear, la desviadon y(x) satisface a 


d*y 

E, d. P-" 4 ' 


Puesto que la viga esta empotrada en su extiemo izquiendo (x = 0) y cn su extremo derecho 
(x = L ), no hay desviadon vertical y la elastica es horizontal en esos puntos. Asi, las 
condiciones en la frontera son 


y(0) = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0. 

Podemos resolver la ecuadon diferendal no homogenea en la fcmia acostumbrada (deter- 
minar y c teniendo m cuenta que m = 0 es una raiz de multipliddad cuatro de la ecuadon 
auxiliai - m 4 = 0, para despues hallar una soludon particular y p por el metodo de coeiidentes 
indeterminados) o simplemente integramos la ecuadon d 4 y/dx 4 = wqIEI cuatro veces suoe- 
sivas. De cualquicr forma, llegamos a que la soludon general de la ecuadon es 

y(x) = Ci + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x 3 + -^TjX 4 . 

Ahora bien, las condiciones y(0) = 0 y y’(O) = 0 dan C\ = 0 y Ci = 0, mientras que las 
condidones restantes, y(L) = 0 y y’(L) = 0, aplicadas a y(x) = cyx 1 + cpc 3 + (wq/24EI)x 4 
originan las ecuadones 


C 3 L 2 + c 4 V + 2 ^/ L* = 0 
2c,L + 3 c 4 L 2 + = 0. 


A1 resolver este sistema se obtiene C 3 = wqL 2 I24EI y C 4 = -wqLI\2E1. Entonces, la desvia¬ 
don es 


y(x) = 


W 0 L2 r 2 _ W 0 L r 3 , 

24 El 12 El 


JL r 4 = 
24EI 


Wq 

24 El 


x 2 (x 


L)\ 
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Si Wo = 2411 y L = 1, se obtiene la grafica de la elastica de la ligura 5.25. 



FIG URA 5.25 


Valores propios y funciones propias (eigenvalores y eigenfunciones) En las 

aplicaciones hay muchos problemas, que son problemas de valor en la frontera en dos puntos, 
donde interviene una ecuacion diferencial que contiene un parametro A. Se trata de hallar los 
valores de A para los cuales el problema de valor en la frontera tenga soluciones no triviales. 


EJEMPLO 2 


Soluciones no triviales de un problema de valor en la frontera 


Resuelva el problema de valor en la frontera 


y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = cl. 


50 LUC ION Consideraremos tres casos: A = 0, A<0y A>0. 

Caso 1. Cuando A = 0, la solucion de y” = 0 es y - C\X + Ci. Las condiciones m = 0 y 
y(L) = 0 implican, a su vez, que C 2 = 0 y C\ - 0; por consiguiente, cuando A = 0, la unica 
solucion al problema de valor en la frontera es la trivial y = 0 . 

Caso II. Cuando A < 0, y = cj cosh V-Ax + C 2 senh V-Ax.* De nuevo, y(0) = 0 da c\ = 0 y 
asi y - ci senh V-Ax. La segunda condicion, y(L) = 0 obliga a que C 2 senh V-A L = 0. Puesto 
que senh V-A L ± 0 , se debe cumplir C 2 = 0 ; por consiguiente, y = 0 . 

Caso III. Cuando A > 0, la solucion general dey” + Ay — 0 es y = C\ COS VXx + C 2 sen VAx. 
Como antes, y(0) = 0 conduce a c\ = 0, pero y(L) = 0 implies que 

C 2 sen VXi = 0. 

51 C 2 = 0, se tiene y = 0; empero, si C 2 1- 0, entonces sen VX L = 0. La ultima condicion indica 
que el argumento de la funcion seno ha de ser un multiplo entero de T. 

r— 

w\L = m osea A = ~jT' n - 1,2,3,... . 


*Se ve raro V-A, pero no olvidemos que A < 0 equivale a -A > 0. 
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Por lo tanto, para todo real c 2 distinto de cero, y = C} sen(nnx/L ) es una solucion del problema 
para cada n. Puesto que la ecuacion diferencial es homogenea, no necesitamos escribir ci si 
asi lo deseamos; en otras palabras, para un numero dado de la sucesion 

ir 2 4 tt 2 9n 2 

L 2 ’ L 2 ’ L 2 ’ " ' ’ 


la funcion correspondiente en la sucesion 

ff 277 377 

sen-*, sen ~ x , sen — ■ ■ ■ 

es una solucion no trivial del problema original. ■ 

Los numeros A„ = nV/Z 2 , n = 1, 2, 3, . . . para los que el problema de valor en la frontera 
del ejemplo 2 tiene soluciones no triviales se llaman valores caracteristicos 0 valores propios. 
Las soluciones que se basan en esos valores de A„, como y„ = cj sen(« 7 rx/i), 0 simplemente 

y n = sen(tt 7 T x/L) se llaman funciones caracteristicas, funciones propias. 

Curvatura de una columna vertical esbelta En el siglo xviii Leonhard Euler fire 
uno de los primeros matematicos en estudiar un problema de valores propios al analizar como 
se curva una columna elastica esbelta sometida a una fuerza axial de compresion. 

Exarninemos una columna vertical larga y esbelta de seccion transversal uniforme y 
longitud L. Sea^) la curvatura de la columna al aplicarle una fuerza vertical de compresion, 
0 carga, P, en su extremo superior (Fig.5.26). Al comparar los momentos flexionantes en 
cualquier punto de la columna obtenemos 

EI^~-Py 0 sea EI^ + Py = 0, (5) 

dr dr 

donde E es el modulo de elasticidad de Young e / es el momento de inercia de una seccion 
transversal con respecto a una recta vertical por el centroide. 


P 



(a) (b) 


FIGURA 5.26 
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EJEMPLO 3 


Un problems de valores propios 


Determine la desviacion de una columna homogenea, delgada y vertical de altura L, 
sometida a una carga axial P constante. La columna se encuentra articulada en sus dos 
extremos. 


SOLUCION El problema de valor en la frontera que se debe resolver es 

EI^ 2 + Py = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. 


y = 0 es una solucion valida para este problema. Tiene la sencilla interpretacion que si la 
carga P no es suficientemente grande, no hay deflexion. La pregunta, entonces, es la siguien- 
te: ^para que valores de P se curva la columna? En terminos matematicos: ^para que valores 
de P el problema de valor en la frontera tiene soluciones no triviales? 

Hacemos la sustitucion A = P/EI y vemos que 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 

es identica al problema del ejemplo 2. En el caso III de ese problema vemos que las curvas 
de desviacion son y„(x) = c 2 sen(tmx/L), que corresponden a los valores propios A„ = P n IEI 
= h 2 7 T 2 // 2 n = 1 3 ... Esto quiere decir, fisicamente, que la columna se desvia s61o 

cuando la fuerza de compresion tiene uno de los valores P n = « 2 tt 2 £//L 2 , ft = 1, 2, 3, . . . . 
Esas fuerzas se llaman cargas criticas. La curva de deflexion que corresponde a la minima 
carga critica, P\ = i^EUl} se denomina carga de Euler y es y\{x) = C 2 sen(7rx/i); esta funcion 
se conoce como primer modo de desviacion. ■ 

En la figura 5.27 vemos las curvas de desviacion del ejemplo 3, que corresponden a n = 1, 
n = 2 y n = 3. Si la columna original tiene algun tipo de restriccion fisica o guia en x = LI2, la 
carga critica minima sera P 2 = 4i?EI/L 2 , y la curva de deflexion sera la de la figura 5.27(b). Si 
se ponen guias a la columna en x = L/3 y en x = 2L/3, la columna no se desviara sino hasta 
aplicarle la carga critica = 9'iP'EI/L 2 y la curva de desviacion sera la que se ilustra en la figura 
5.27(c). ^Donde se deberian poner guias en la columna para que la carga de Euler sea Pfl 


y 


hi 



v 



y 


(a) 


(b) 


(c) 


FIGURA 5.27 
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Juego de la cuerda La simple ecuacion diferencial lineal y de segundo orden 

y" + Ay = 0 (6) 

sirve de nuevo como modelo matematico. En la seccion 5.1 la vimos en las formas d 2 x/dP + 
{k/m)x = 0y d 2 qldt 2 + (1 ILC)q = 0 como modelos respectivos del movimiento armonico simple 
de un sistema de resorte y masa, y la respuesta armonica simple de un circuito en serie. Surge 
cuando el modelo de curvatura de una columna delgada en (5) se escribe en la forma d 2 y/dx 2 
+ ( P/EI)y = 0, que es igual a (6). Una vez mas, nos encontramos con la misma ecuacion (6) en 
esta seccion: como modelo que define la curva de deflexion o la forma y(x) que adopta una 
cuerda que gira. El caso fisico es analogo a cuando dos personas sujetan una cuerda de saltar 
y la giran en forma sincronica [Fig.5.28(a) y (b)]. 



(a) 


9 



7 


(b) 


t 2 



FIG URA 5.28 


Supongamos que una cuerda de longitud L y densidad lineal constante p (en masa por 
unidad de longitud) se estira a lo largo del eje x y se fija en x = 0 y x = L. A continuation, esa 
cuerda se pone a girar respecto a su eje a una velocidad angular constante w. Examinemos un 
tramo de la cuerda, en el intervalo [x, x + Ax], donde es pequefio. Si la magnitud T de la tension 
T que actua en direction tangencial a la cuerda es constante en su longitud, podemos obtener 
la ecuacion diferencial que deseamos igualando dos expresiones de la fuerza neta que actua 
sobre la cuerda en el intervalo [x, x + Ax], Primero, vemos en la figura 5.28(c) que la fuerza 
neta vertical es 


F= TsQn$2 - Tsen#,. 


( 7 ) 
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Cuando los angulos 8 \ y 62 , expresados en radianes, son pequenos, sen 62 ~ tan O 2 , y sen 9\ ~ 
tan 8 \. Ademas, puesto que tan 82 y tan 8] son, a su vez, las pendientes de las llneas que contienen 
a los vectores T 2 y Tj, tambien podremos escribir 

tan 82 = y'(x + Ax) y tan 6] = y’(x). 

De esta forma, la ecuacion (7) se transforma en 

F*T[y'(x + Ax)-y'(x)]. (8) 

Luego podemos obtener una forma distinta de la misma fuerza neta recurriendo a la segunda 
ley de Newton, F = mu. En este caso, la masa de la cuerda en el intervalo es m = p Ax; la 
aceleracion centripeta de un cuerpo que gira con velocidad angular to en un circulo de radio r 
es a = rw 2 . Si Ax es pequeno, podemos hacer r = y. Asi, la fuerza vertical neta tambien esta 
expresada aproximadamente por 


—(p Ax)yio 2 , (9) 

donde el signo menos proviene de que la aceleracion apunta en direccion opuesta a la direccion 
positiva de las y. Ahora, igualando las ecuaciones (8) y (9), 

T[y’(x + Ax) - y'(x) ] « - (p Ax)yoi 2 osea ^ + —iJAL « _ p^y (10) 

Cuando Ax tiende a cero, el cociente de la diferencia [y'(x + Ax) - /WJ/Ax, e n la ecuacion ( 10 ), 
se puede aproximar por la segunda derivada, d 2 y/dx 2 . Por ultimo llegamos al modelo 

T^-¥---pu 2 y 0 sea T^-Z = -pw 2 y = 0. ( 11 ) 

dx z dx 

Dado que la cuerda esta tija en sus extremos x = 0 y x = L, esperamos que la solucion y(x) de 
la ultima de las ecuaciones en (11) tambien satisfaga las condiciones en la frontera y(0) = 0 y 

y(L) = o. 

EJERCICIOS 5.2- 


En los problemas 1 a 4 la viga tiene longitud L y wq es constante. 

1. a) Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga esta empotrada en su extremo izquierdo y libre 

en el derecho, y w(x) = wo, 0 < x < L. 

b) Con una graficadora, trace la elastica de la viga cuando Wq = 24EI y L =1. 

2. a) Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga solo esta apoyada en ambos extremos y w(x) = 

wq,0<x<L. 

b) Con una graficadora, trace la elastica de la viga cuando Wq = 24EI y L = 1. 

3. a) Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga esta empotrada en su extremo izquierdo y solo 

apoyada en el derecho, y w(x) = wq, 0 < x < L. 
b) Con una graficadora, trace la elastica de la viga cuando wo = 48 El y L = 1. 
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4. a) Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga esta empotrada en su extremo izquierdo, s61o 

apoyada en el derecho y w(x) = Wq sen(7r x/L), 0 < x < L. 
b) Con una graficadora, trace la elastica de la viga cuando wo = 2ir'EI y L = !■ 

5. a) Determine la desviacion maxima de la viga en voladizo (o cantiliver) del problema 1. 
b) ^Como se compara la desviacion maxima de una viga de la mitad de la longitud con el 

valor obtenido en la parte a)? 

6. a) Calcule la desviacion maxima de la viga simplemente apoyada del problema 2. 

b) ^Como se compara la desviacion maxima de la viga simplemente apoyada con la 
desviacion de la viga de extremos empotrados del ejemplo 1? 

7. Una viga en voladizo, de longitud L, esta empotrada en su extremo derecho y se aplica al 
extremo izquierdo una fuerza horizontal de tension de P lb. Si el origen se situa en su 
extremo libre (Fig. 5.29), se puede demostrar que la desviacion y(x) de la viga satisface la 
ecuacion diferencial 


Ely" = Py — w(x) | 

Calcule la desviacion de la viga en voladizo cuando w{x) — WqX, 0 < x < L y y(0) = 0, 

y’(L) = o. 



8. Si se aplica una fuerza de compresion en lugar de la de tension en el extremo libre de la 
viga del problema 7, la ecuacion diferencial de la elastica es 

Ely" = -Py - w(x) *-■ 

Resuelva esta ecuacion cuando >v(x) = wqx, 0 < x < L y y(0) = 0, y’(L) = 0. 

En los problemas 9 a 22 determine los valores propios y las funciones propias del respectivo 
problema de valor en la frontera. 

9. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(n) = 0 

10. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y ^ = 0 

11. y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0 

12. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y' 0 | = 0 

13. y" + Ay = 0, y’(0) = 0, y'(n) = 0 
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14. y" + Ay = 0, y(-rr) = 0, y(n) = 0 

15. y" + 2y' + (A + 1 )y = 0; y( 0) = 0, y(5) = 0 

16. y" + (A + 1 )y = 0, y’(0) = 0, y’(l) = 0 

17. y" + A 2 y = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 

18. y" + A 2 y = 0, y(0) = 0, y'(37r) = 0 

19. x 2 y" + xy' + Ay = 0, y(l) = 0, y(e n ) = 0 

20. x 2 y" + xy’ + Ay = 0, y'(e~ x ) = 0, y(l) = 0 

21. x 2 y" + xy' + Ay = 0, y’(l) = 0, y'(e 2 ) = 0 

22. x 2 y" + 2ry' + Ay = 0, y(l) = 0, y(e 2 ) = 0 


23. Demuestre que las funciones propias del problema de valor en la frontera 

y” + Ay = 0, y( 0) = 0, y(l) + y'(!) = 0 

sony„ = sen VX"„x, en donde los valores propios A„ del problema son \ n = x 2 donde los x n , 
n— 1, 2 , 3 ,... son las raices positivas consecutivas de la ecuacion tan VA" = -VX", 

24. a) Convenzase, usando una graticadora, de que la ecuacion tan x = -X tiene una cantidad 

infinita de raices. Explique por que se pueden pasar por alto las raices negativas de la 
ecuacion y por que A = 0 no es valor propio en el problema 23, aun cuando es una raiz 
obvia de la ecuacion tan Va" = -v/A~. 

b) Aplique un procedimiento numerico o un sistema algebraico de computacion para 
aproximar los primeros cuatro valores propios, Aj, A 2 , A 3 y A 4 . 

25. Se tiene el problema de valor en la frontera que presentamos como modelo matematica de 
la forma de una cuerda de saltar: 

T + po) 2 y = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. 


Con T y p constantes, defina las velocidades criticas de rotacion angular, u n , como los 
valores de w para los que el problema de valor en la frontera tiene soluciones no triviales. 
Calcule las velocidades criticas cj„ y las curvas correspondientes de desviacion, y n (x)- 

26. Cuando la magnitud de la tension T no es constante, un modelo de la curva de desviacion 
0 forma y(x) que toma una cuerda rotatoria es 

s[ r wi/*-*-* 

Suponga que 1 < x < e, y que T(x) = 

a) Si y(l) = 0, y(e) = 0 y pw 2 > 0.25, halle las velocidades criticas uj„ y las curvas 
correspondientes de desviacion y n (x). 

b) En la ecuacion de y n (x) habra una constante arbitraria, por ejemplo, C 2 . Con una 
graficadora trace las curvas de desviacion en el intervalo [ 1, e], para n - 1,2,3, Haga 
C2=l 
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27. Se tienen dos esferas concentricas de radio r = a y r = b, a < b (Fig. 5.30). La temperatura 
u(r) en la region entre ellas esta determinada por el problema de valor en la frontera 

d 2 u t .du. n . . ... 

T ~dr 1 2 dr = 0 ' U(a) = U(b) = Uu 

donde «o y «i son constantes. Despeje u(r). 



FIGURA 5.30 



28. La temperatura u(r) en el anillo circular de la figura 5.3 1 esta definida por el problema de 
valor en la frontera 


r l? + Tr =0 ' U(a) = U(b) = Uu 

donde uq y u\ son constantes. Demuestre que 

_ u 0 In (rib) - »i In {rid) 

{> ~ In (alb) 

FYoblemas para discusion 

29. Para el problema de valor en la frontera 


y" + I6y = 0, y(0) = y 0 , y ? =y\. 

indique si es posible hallar valores de y$ y y\ tales que el problema tenga a) exactamente 
una solucion no trivial; b) mas de una solucion; c) ninguna solucion, y d) la solucion trivial. 

30. Se tiene el problema de valor en la frontera 

y”+ 16 y = 0, y(0) = 1, y(L) = 1. 

Senale si es posible calcular valores de L > 0 tales que el problema tenga a) exactamente 
una solucion no trivial; b) mas de una solucion; c) ninguna solucion, y d) la solucion trivial. 
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ECUACI0NE5 NO UNEAl£5 

■ Resortes lineales y no lineales ■ Resortes duros y suaves 

■ Ecuacion diferencial de un pendulo no lineal ■ Linealizacion 

■ Ecuacion diferencial de un cable colgado ■ La catenaria ■ Movimiento de un cohete 

Resortes no lineales El modelo matematico en la ecuacion (1) de la seccion 5.1 tiene la 
forma 

m~ + F(x) = 0, (1) 

donde F(x) = kx. Como x representa el desplazamiento de la masa respecto a su posicion de 
equilibrio, F{x) = kx es la ley de Hooke; esto es, la fuerza que ejerce el resorte, que tiende a 
regresar la masa a su posicion de equilibrio. Un resorte que ejerce una fuerza lineal de 
restitucion F(x) = k t se llama resorte lineal; pero los resortes casi nunca son perfectamente 
lineales. Segun como se fabriquen y el material que se use, un resorte puede ser desde “flexible” 
o suave, hasta “rigido” o duro, y su fuerza de restitucion puede variar desde algo menos a algo 
mas de la que determina la ley lineal. En el caso del movimiento libre, si suponemos que un 
resorte no envejecido tiene algunas caracterfsticas no lineales, serfa logico suponer que la 
fuerza de restitucion F(x) es proporcional, por ejemplo, al cubo del desplazamiento x de la masa 
con respecto a su posicion de equilibrio, o que F(x) es una combinacion lineal de potencias del 
desplazamiento, como la de la funcion no lineal F(x) ~ kx + k\x 3 . Un resorte cuyo modelo 
matematico presenta una fuerza no lineal de restitucion, como 

d d ^x 

m -jj + kx 3 = 0 0 sea m -jj + kx + k[X 3 = 0, ( 2 ) 


se llama resorte no lineal. Ademas, hemos descrito modelos matematicos en que el amorti- 
guamiento del movimiento era proporcional a la velocidad instantanea dx/dt y la fuerza de 
restitucion del resorte estaba determinada por la funcion lineal F(x ) = kx\ pero solo se trataba 
de suposiciones. En los casos mas reales, el amortiguamiento puede ser proporcional a alguna 
potencia de la velocidad instantanea, dx/dt, La ecuacion diferencial no lineal 


m 


d 2 x 
dt 2 


+ /3 


dx 

It 


^ + kx = 0 

at 


(3) 


es un modelo de un sistema libre de resorte y masa, con un amortiguamiento proporcional al 
cuadrado de la velocidad. Es posible imaginar otros tipos de modelo: amortiguamiento lineal y 
fuerza de restitucion no lineal, amortiguamiento no lineal y fuerza de restitucion no lineal, 
etcetera. El hecho es que las caracteristicas no lineales de un sistema ffsico originan un modelo 
matematico no lineal. 

Observese que, en la ecuacion (2), F(x ) = kx 3 y F(x) = kx + k\x 3 son funciones impares 
de x. Para ver por que una funcion polinomial que solo contiene potencias impares de x es un 
modelo razonable de la fuerza de restitucion, expresaremos F en forma de una serie de potencias 
centrada en la posicion de equilibrio x = 0 : 


F(x) = c 0 + c x x + cix 1 + c 3 x 3 + . . . . 
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Cuando los desplazamientos x son pequenos, los valores de x n son despreciables si n es 
suficientemente grande. Si trancamos la serie de potencias en, digamos, el cuarto termino, 
entonces 


F(x ) = c 0 + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 . 

Para que la fuerza en x > 0 (F(x) = cq + c\x + c 2 x 2 + C 3 X 3 ) y la fuerza cn —x < 0 (F(-x) = co 
- ci(x) + C 2 X 2 - C 3 X 3 ) tengan la misma magnitud y direcciones opuestas, se debe cumplir F(-x ) 
= -F(x). Esto quiere decir que F es una funcion impar, de modo que co = 0 y Ci = 0, y asi F(x) = 
c\(x) + c 3 x 3 . Si hubieramos empleado solo los dos primeros terminos de la serie, habriamos 
llegado a F(x) = C\X con el mismo argumento. Para fines explicativos, escribiremos C\ = k y 
Cj = k\. Se dice que una fuerza de restitucion con potencias mixtas, como F(x) = kx + kix 2 , asi 
como las oscilaciones que resultan, son no simetricas. 



FIGURA 5.32 


Resortes duros y suaves Examinemos con mas detalle la ecuacion (1), cuando la 
fuerza de restitucion esta expresada por F(x) = kx + k\x 2 , k > 0. En la figura 5.32 aparecen las 
graticas de tres tipos de fuerzas de restitucion. Se dice que el resorte es duro si k\ > 0, y suave 
si < 0. En el ejemplo 1 mostraremos estos dos casos especiales de la ecuacion diferencial 
m dh/di 1 + kx + k\x 2 = 0, m>0, k> 0. 


EJEMPLO 1 


Comparacion de resortes duros y suaves 


Las ecuaciones diferenciales 


Y 


d x 3 n 

— r + X + X 3 = 0 

dt 2 


dh 

dt 


■ + x ■ 


.3 -, 


(4) 

(5) 


son casos especiales de la ecuacion (2) y los modelos de un resorte duro y uno suave, 
respectivamente. La figura 5.33(a) muestra dos soluciones de (4) y la figura 5.33(b) muestra 
dos soluciones de (5), obtenidas con un programa para resolver ecuaciones. Las curvas en 
negro son las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales x(O) = 2, x’(O) = -3, y las 
curvas en gris son las soluciones que cumplen x(O) = 2, x’(O) = 0. Estas curvas solucion 
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a) Resorte duro 



b) Resorte suave 

FIGURA 5.33 



FIGURA 5.34 


indican que el movimiento de una masa en el resorte duro es oscilatorio, mientras que en el 
resorte suave no lo es. Pero debemos tener cuidado al llegar a conclusiones basadas solo en 
dos curvas de solution. Consultese tambien el problema 2 de los ejercicios 5.3. 


Pendulo no lineal Todo objeto que oscila se llama pendulo fisico. El pendulo simple 

es un caso especial de pendulo fisico y consiste en una varilla de longitud 1 con una masa m 
unida a su extremo inferior. Al describir el movimiento de un pendulo simple en el piano 
vertical, se establecen las hipotesis simplificatorias de que la masa de la varilla es insignificante 
y que no actuan fuerzas externas, de amortiguamiento ni de impulso. El angulo 6 de desplaza- 
miento del pendulo medido respecto a la vertical (Fig. 5.34), se considera positivo cuando esta 
hacia la derecha de OP y negativo cuando esta a la izquierda. Ya sabemos que el arco s, de un 
circulo de radio / se relaciona con el angulo central 9 por la formula s = 19', por lo tanto, la 
aceleracion angular es 


- 

If' 


De acuerdo con la segunda ley de Newton, 
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En la figura 5.34 tenemos que la componente tangencial de la fuerza, debido al peso W, es mg 
sen 0. Igualamos las dos expresiones de la fuerza tangencial y obtenemos ml d 1 6!dt 1 = -mg sen 
e, 0 sea 


+ Z 

dt 2 l 


sen 6=0. 


( 6 ) 


Linealizacion Por la presencia de sen 6, el modelo de la ecuacion (6) es no lineal. Para 
tratar de comprender el comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales no 
lineales de orden superior, a veces se trata de simplificar el problema, reemplazando los 
terminos no lineales con algunas aproximaciones. Por ejemplo, la serie de Maclaurin para el 
sen e es 


za3 q 5 

sen 0 = 0 - — + — ■ 


y entonces, si empleamos la aproximacion sen 6 ss 6 - 6*16, la ecuacion (6) se transforma en 
d 2 d/dt 2 + ( g/l)6 - g/6l)6 3 = 0. Esta ecuacion es igual a la segunda ecuacion no lineal de (2), 
donde m - 1, k = g/l y k\ = -g/6/; sin embargo, si suponemos que los desplazamientos 6 son lo 
suficientemente pequenos para justificar el empleo de la sustitucion sen 9 ~ 9, la ecuacion (6) 
se transforma en 


d^e + g 

dt 2 i 


9=0. 


(7) 


Si hacemos lj 2 = g/l, reconocemos en (7) la ecuacion diferencial (2) de la seccion 5.1, que 
describe las vibraciones no amortiguadas de un sistema lineal de resorte y masa. En otras 
palabras, la ecuacion (7) nuevamente es la ecuacion lineal basica y” + Ay = 0, que describimos 
en la pagina 228 de la seccion 5.2; en consecuencia, se dice que la ecuacion (7) es una 
linealizacion de la ecuacion (6). Puesto que la solucion general de (7) es 9(t ) = C] cos uit + C 2 
sen wt, esa linealizacion nos sugiere que el movimiento del pendulo descito P° r (6), es periodico 
para las condiciones iniciales compatibles con oscilaciones pequenas. 


EJEMPLO 2 


Pendulo no lineal 


Las graficas de la figura 5.35(a) se obtuvieron con ayuda de un programa que resuelve 
ecuaciones y que representa las curvas de solucion de la ecuacion (6) cuando w 2 = 1. La 
curva de gris representa la solucion de (6) que satisface las condiciones iniciales 0(0) = 2 
e’(O) = 2, mientras que la grafica en negro es la solucion que satisface a P) = m = 2 . 

La curva de gris representa una solucion periodica, el pendulo que oscila hacia uno y otro 
lado [Fig. 5.35(b)], con una amplitud aparente A < 1. La curva en negro muestra que $ crece 
sin limite a medida que aumenta el tiempo. A partir del mismo desplazamiento inicial, el 
pendulo tiene una velocidad inicial con la magnitud suficiente para mandarlo despedido 
sobre el centra de giro; en otras palabras, da vueltas alrededor de su pivote [Fig. 5.35(c)], 
Cuando no hay amortiguamiento, el movimiento continua indefinidamente en ambos casos. ■ 
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FIGURA 5.35 


Cable colgado Supongamos que un cable cuelga sujeto a la accion de su propio peso. 
Como vemos en la figura 5.36(a), un modelo ffsico podria ser un conductor telefonico largo 
tendido entre dos postes. Nuestra meta es deducir un modelo matematico que describa la forma 
que adopta el cable colgante. 

Para comenzar, supondremos que se define al eje y en la figura 5.36(b) pasando por el 
punto mfnimo P\ de la curva y que el eje x esta a unidades abajo de P\. Examinemos solo la 
parte del cable que esta entre el punto mfnimo P\ y un punto arbitrario P 2 . Sobre el cable actuan 
tres fuerzas: el peso del segmento P\Pj y las tensiones Ti y T 2 en los puntos P\ y Pi, 



FIGURA 5.36 
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respectivamente. Si w es la densidad lineal del cable (expresada, por ejemplo, en lb/ft) y $ la 
longitud del segmento P\P%, su peso sera ws. La tension T 2 se puede descomponer en las 
direcciones horizontal y vertical, y las correspondientes cantidades escalares son T 2 cos 6 y T 2 
sen 6. Puesto que el sistema esta en equilibrio podemos escribir, 

iTil = 7j = T 2 cos $ Y ws=T 2 sen 0, 

Dividimos las dos ultimas ecuaciones y vemos que tan 8 = ws/T\. Esto es, 


dy = ws 

dx T x ' 


( 8 ) 


Dado que el arco entre los puntos P\ y P 2 tiene la longitud 


s = 




dx, 


de acuerdo con el teorema fundamental del calculo, la derivada de (9) es 


(9) 


ds_ 

dx 



( 10 ) 


Derivamos (8) 


con respecto a x , 

d 2 y _ w ds_ 
~d?~hdx 


aplicamos 

0 sea 


la ecuacion (10) y obtenemos 


d 2 y _w 
dx 2 T\ 


1 + 


,dx y 


( 11 ) 


Segun la figura 5.36 cabria concluir que la forma que adopta el conductor colgante es 
parabolica. En el ejemplo siguiente veremos que no es asf; la curva que forma el cable colgado 
se llama catenaria. Antes de proseguir, observese que la ecuacion diferencial no lineal (11) es 
una de las ecuaciones F(y, y\ y”) = 0 que describimos en la seccion 4.9, y podemos resolverla 
mediante sustitucion. 


EJEMPLO 3 


Problema de valor inicial 


De acuerdo con la posicion del eje y en la figura 5.36(b), las condiciones iniciales asocia- 
das con la segunda de las ecuaciones diferenciales (11) sony(0) = ay y’(0)= 0. Si sustituimos 
u =/, 


d 2 y _ w_ 
dx 1 ~ r, 




se transforma en 


du 

dx 


fVT 

1 1 


Separamos variables y 


•* Vl + u 1 



senh 1 u 


w. 

T, 


X + C\. 


da 
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Pero y’(0) = 0 equivale a u( 0) = 0. Como senh -1 0 = 0, entonces c\ - 0, asi que u - senh(wx/7j). 
Por ultimo, al integrar 

^ = senh yj x obtenemos y = y cosh yx + c 2 . 

Si aplicamos y(0) = a, cosh 0 =1.1 a ultima ecuacion da c 2 = a — T\/w. Vemos asf que la 
forma del cable colgante esta definida por 

T x w 7j 

y = — cosh — * + a -. 

W u w 


Si en el ejemplo 3 hubieramos tenido la astucia de elegir al principio a = T\tw, la solucion 
del problema habria sido simplemente el coseno hiperbolico y = ( T\/w ) COSh(wx/ri), 


Movimiento de un cohete En la seccion 1.3 expusimos que la ecuacion differencial de 
un cuerpo en caida libre de masa m cercano a la superficie de la Tierra, es 


d^s 

m -z- = -mg 0 simplemente 
dr 



donde s representa la distancia de la superficie terrestre al objeto y se considera que la direccion 
positiva es hacia arriba. En otras palabras, lo que se supone aqul es que la distancias que recorre 
el objeto es pequena en comparacion con el radio R de la Tierra; dicho de otra manera, la 
distancia y del centra de la Tierra al objeto es aproximadamente igual a R. Si, por otro lado, 
la distancia y a un objeto como un cohete 0 una sonda espacial es grande en comparacion con 
R, se puede combinar la segunda ley del movimiento de Newton con la ley de la gravitacion 
universal (tambien de Newton), para deducir una ecuacion diferencial en la variable y. 

Supongamos que se dispara un cohete en direccion vertical desde la superficie terrestre 
(Fig. 5.37). Si la direccion positiva es hacia arriba y no se toma en cuenta la resistencia del aire, 
la ecuacion diferencial del movimiento despues de quemar el combustible, es 


dt 2 



0 sea 


d 2 y _ M 

dt 2 ~ V’ 


( 12 ) 



HGURA 5.37 
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donde k es una constante de proporcionalidad, y es la distancia del centra de la Tierra al cohete, 
Mes la masa de la Tierra y m es la masa del cohete. Para calcular la constante k aprovechamos 
que cuando y = R, kMm/R 2 = mg, o bien, k = gFPlM. Entonces, la ultima de las ecuaciones (12) 
se transforma en 


d 2 y R 2 

~di I= ~ 8 7' 


(13) 


EJEMPLO 4 


Velocidad de escape 


Como y = dy/dt es la velocidad, podemos expresar la aceleracion del cohete de los parrafos 
anteriores en la forma 


d 2 y _dv dv dy dv 

dt 2 dt dy dt dy' 

Por lo tanto, la ecuacion (13) se transforma en una ecuacion de primer orden en v\ esto es, 


dv 


R 2 


v T y = ~ 8 f- 


(14) 


Esta ultima ecuacion se puede resolver por separacion de variables. A partir de 


f C 2 

J v dv = —gRj y~ 2 dy obtenemos — = g — + c. 


(15) 


Si suponemos que la velocidad del cohete es v = vq cuando se acaba el combustible y que 
y a R en ese momento, podemos aproximar el valor de c. Con la ecuacion (15) obtenemos 
c = -gR + vq 2 /2. Al sustituir ese valor de nuevo en esa ecuacion y multiplicar por dos la 
ecuacion resultante, se obtiene 


v 2 = 2g ~ - 2gR +v 0 \ (16) 

El lector podra objetar que no hemos resuelto la ecuacion differencial original (13) en funcion 
de y. En realidad, la solucion particular (16) de la ecuacion (14) suministra bastante 
informacion. Es la solucion que se puede emplear para detcrminar la velocidad minima 
(llamada velocidad de escupe), necesaria para que un cohete saiga de la atraccion gravita- 
toria terrestre. Como hemos recorrido el tramo mas dincil para llegar a (16), dejaremos la 
determinacion real de la velocidad de escape de la Tierra como ejercicio. Vease el problema 
14 de los ejercicios 5.3. ■ 


EJERCICIOS 5.3 


En los problemas 1 a 4, cada ecuacion differencial es un modelo de un sistema no amortiguado 
de resorte y masa, en que la fuerza de restitucion, F(x) en (1) es no lineal. En cada problema 
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emplee un programa para resolver ecuaciones para obtener las curvas de solucion que satisfagan 
las condiciones iniciales dadas. Si las soluciones son periodicas, utilice la curva de solucion 
para estimar el periodo T de las oscilaciones. 



+ x 3 = 0 


jc( 0) = 1, x’(0) = 1; x(0) = |,x'(0) = -1 

2. g + 4,-16x>=0 

x(0) = 1, x’(0) = 1; x(0) = -2, x’(0) = 2 

3, + 2x — X 2 = 0 


*(0) = 1, x’(0) = 1; x(0) = -,x'(0) = 


4 dbc + 

• dt 2 


xe 


,0.0h - 


0 


x(0) = 1, x’(0) = 1; x(0) = 3, x’(0) = -1 


5. Suponga que en el problema 3 la masa se suelta de una posicion inicial x(O) = 1, con una 
velocidad inicial x’(O) = x\. Use un programa para resolver ecuaciones para estimar el valor 
mfnimo de |xi| en que el movimiento de la masa es aperiodico. 

6. En el problema 3 suponga que la masa parte de una posicion inicial x(O) = xo, con una 
velocidad inicial x’(O) = 1. Use un programa a fm de estimar un intervalo, a ^ xq <. b, para 
el cual el movimiento sea oscilatorio. 

7. Calcule una linealizacion de la ecuacion diferencial del problema 4. 

8. El siguiente modelo es el de un sistema de resorte y masa no amortiguado no lineal: 


d 2 x 
dt 2 


+ 8x - 6x 3 4- x 5 = 0. 


Use un programa para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias a fin de describir la 
naturaleza de las oscilaciones del sistema que corresponden a las condiciones iniciales 
siguientes: 

x(0) = l,x'(0) = 1; x(0) = -2, x’(0) = 0.5; x(0) = V2,x'(0) = 1; 

x(0) = 2,x'(0) = 0.5; x(0) = -2,x'(0) = 0; x(0) = - V2 ,jc'(0) = -1. 

En los problemas 9 y 10, la ecuacion diferencial respectiva es el modelo de un sistema de resorte 
y masa, amortiguado y no lineal. 

a) Prediga el comportamiento de cada sistema cuando t —> 

b) Use un programa en cada ecuacion a fin de obtener las curvas de solucion que satisfagan 
las condiciones iniciales dadas. 


9 ^ + ^ + JC + JC 3 = 0 
. dt 2 dt x X U 

x(0) = -3, x’(0) = 4; x(0) = 0, x’(0) = -8 
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d^x dx 

10 . ^ + x-x 3 = 0 
dt 2 eft 

jc( 0) = 0, x’(O) = |; x(0)=-l,X’(O) = 3 

11. El modelo mx" + kx+ k\x 3 = Fq cos ut de un sistema de resorte y masa, no amortiguado y 
periodicamente forzado, se llama ecuacion diferencial de Duffing. Se tiene el problema 
de valor inicial 


x" + x + Ad* 3 = 5 cos t, *(0) = 1, x’(0) = 0. 

Con un programa investigue el comportamiento del sistema con los valores de k\ > 0 entre 
k\ = 0.01 y k\ = 100. Escriba sus conclusiones. 

12. a) En el problema 11 determine los valores de k\< 0 para los cuales el sistema sea 
oscilatorio. 

b) Para el problema de valor inicial 

x" + x + ki jc 3 = cos 1 1 , jc(0) = 0 , x '( 0 ) = 0 . 


Determine los valores de k\ < 0 para los cuales el sistema es oscilatorio. 

13. El modelo del pendulo libre amortiguado no lineal es 


+ 2A ^ + orsen 0=0. 
dt 2 dt 


Use un programa para investigar si el movimiento en los dos casos cuando A 2 - w 2 > 0 y 
A 2 - u? < 0 corresponde, respectivamente, a los casos sobreamortiguado y subamortiguado 
descritos en la section 5.1, para sistemas de resorte y masa. Escoja las condiciones iniciales 
y los valores de Ay y adecuados. 

14. a) Con la ecuacion (16) demuestre que la velocidad de escape del cohete es Vq = ~^2gR. 

[Sugerencia: haga y —» oo en (16) y suponga que v >0 para todo tiempo /.] 

b) El resultado de la parte a) es valido para cualquier planeta del Sistema Solar. Use los 
valores g = 32 ft/s y R — 4000 mi para demostrar que la velocidad de escape en la Tierra 
es, aproximadamente, vq = 25,000 mik. 

c) Calcule la velocidad de escape en la Luna, si alii la aceleracion de la gravedad es 0.165g 

y R= 1080 mi. 

15. En un ejercicio naval, un submarino S 2 persigue a un barco S\ (Fig. 5.38). El barco S\ 

comienza en el punto (0, 0) en el momento t = 0 y sigue un rumbo recto (por el eje y ) a la 
velocidad constante vy El submarino S 2 mantiene el contacto visual con Si, lo cual se 
indica mediante la linea punteada L y al mismo tiempo viaja a velocidad constante, vi, 

siguiendo una curva C. Suponga que S 2 comienza en el punto (a, 0), a > 0, cuando t = 0 y 

L es tangente a C. 

a) Determine un modelo matematico que describa la curva C. 

[Sugerencia: = ~ — donde s es la longitud del arco medido sobre C.] 

dx ds dx 

b) Calcule una solucion explicita de la ecuacion diferencial. Por comodidad, defina r = 
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FIGURA 5.38 



FIGURA 5.39 


c) Examine los casos r>l,r<lyr=ly determine si las trayectorias de S] y S 2 se 
intersectan alguna vez. 

16. En otras maniobras navales, un destructor 5i persigue a un submarino S 2 - Considere que 
S\, cuando esta en (9, 0) del eje x, detecta a Si, que esta en (0, 0), y que al mismo tiempo Si 
descubre a St. El capitan del destructor Si supone que el submarino intentara de inmediato 
una accion evasiva y que su nuevo curso probable sera la recta indicada en la figura 5.39. 
Cuando Si esta en (3, 0), cambia su curso en linea recta hacia el origen para seguir una 
curva de persecucion C. Suponga que la velocidad del destructor es constante de 30 mi/h, 
y que la del submarino, como esta sumergido, es de 15 mi/h, constante tambien. 

a) Explique por que el capitan espera que Si llegue a (3, 0) para ordenar el cambio de 
rumbo hacia la curva C. 

b) Use coordenadas polares y deduzca una ecuacion, r = f(9), de C. 

c) Explique por que el tiempo en el cual el destructor intereepta al submarino, contado a 
partir de la detection inicial, debe ser menor de (1 + e 2 ™ 3 )/5. 

Problemas para discusion 

17. a) Se tiene el pendulo no lineal cuyas oscilaciones estan definidas por (6). Use un programa 

para resolver ecuaciones ordinarias como auxiliar para determinar si un pendulo de 
longitud / oscilara con mayor rapidez en la superficie terrestre 0 en la superficie lunar. 
Utilice las mismas condiciones iniciales pero seleccionelas para que el pendulo real- 
mente oscile. 

b) ^Cual de los pendulos de la parte a) tiene mayor amplitud? 

c) ^Las conclusiones de las partes a) y b) cambian cuando se usa el modelo lineal (7)? 

18. Considere el problema de valor inicial 

ff+ »,« = <>, «8) = i. 6X0) = -i 

del pendulo no lineal. Como no podemos resolver la ecuacion diferencial, resulta imposible 
obtener una solution explicita de este problema. Pero, supongase que se desea determinar 
el primer momento, t\ > 0, en que el pendulo, que parte de su position inicial en el lado 
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derecho, llega a la posicion OP en la figura 5.34; esto es, calcule la primera ralz positiva 
de 6(t) = 0. En este problema y en el siguiente examinaremos varios modos de proseguir. 

a) Estime resolviendo el problema lineal d 2 OldP' + 6 = 0, 

m = ^,0'(o) = -|. 

b) Use el metodo del ejemplo 3, seccion 4.9, para hallar los primeros cuatro terminos 
distintos de cero de una solucion en forma de serie de Taylor, 6(t), centrada en 0 para 
el problema no lineal de valor inicial. De los valores exactos de todos los coeficientes. 

c) Use los dos primeros terminos de la serie de Taylor de la parte b) para aproximar . 

d) Use los tres primeros terminos de la serie de Taylor en la parte b), aproxime t\ . 

e) Con una calculadora que determine raices (o un sistema algebraico de computacion) y 
los primeros cuatro terminos de la serie de Taylor en la parte b), aproxime, t\ . 

Problema de programacion en Mathematica 

19. En la parte a) de este problema guiaremos al lector por los comandos, en Mathematica, 

que le permitan aproximar la raiz t\ de la ecuacion 9(f) - 0, donde 6(f) es la solucion del 
problema no lineal de valor inicial del problema 18. El procedimiento se modifica con 
facilidad para aproximar cualquier raiz de eft) = 0. (Si el lector no cuenta con Mathematica, 
adapte el procedimiento descrito con la sintaxis correspondiente al sistema algebraico 
que tenga a la mano.) 

a) Copie exactamente cada paso de programa (renglon) y a continuacion ejecutelo en la 
siguiente secuencia de comandos 

sol = NDSolve[{y"[t] + Sin[y[t]] = = 0, y[0] == Pi/12, y'[0] = = -1/3}, 
y, {t, 0, 5}]//Flattensolution = y[t] /. sol 
Clear[y] 

y[t_] : = Evaluate[solution] 

y[t] 

grl = Plot[y[t], (t, 0, 5}] 

root = FindRoot[y[t] = = 0, {t, 1}] 

b) Modifique la sintaxis de la parte a) segun sea necesario y halle las dos raices positivas 
siguientes de 6(f) = 0. 


Bjercicios de repaso 


Conteste los problemas 1 a 9 sin consultar el texto. Llene el espacio en bianco o responda 
“cierto” 0 ‘falso”. 

1. Si un contrapeso de 10 lb estira 2.5 ft un resorte, uno de 32 lb lo estirara _ ft, 

2. El periodo del movimiento armonico simple de un contrapeso de 8 lb, colgado de un resorte 

cuya constante es 6.25 lb/ft, es_segundos. 
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3. La ecuacion diferencial de un contrapeso fijo en un resorte es x" + \6x = 0. Si el peso se 

suelta cuando t ~ 0 desde 1 m arriba de la posicion de equilibrio, con una velocidad de 
3 m/s hacia abajo, la amplitud de las vibraciones es _metros. 

4. La resonancia pura no se puede presentar cuando hay una fuerza de amortiguamiento. 


5. Cuando hay amortiguamiento, los desplazamientosdeun contrapeso en un resorte siempre 

tienden a cero cuando t _ 

6. Un contrapeso colgado de un resorte cuyo movimiento este criticamente amortiguado, 

posiblemente pase dos veces por la posicion de equilibrio._ 

7. Cuando el amortiguamiento es crftico, cualquier aumento en amortiguacion dara un 

sistema_ 

8. Si un movimiento armonico simple se puede representar por x - (V2/2) sen(2/ + (j)), el 

angulo de fase, 4> , es_cuando x(O) = - 4 y x'(0) = 1. 

9. Un contrapeso de 16 lb, colgado de un resorte presenta movimiento armonico simple. Si 

la frecuencia de las oscilaciones es 3/2n vibraciones por segundo, la constante del resorte 

es igual a_ 

10. Un contrapeso de 12 lb estira 2 ft a un resorte. A continuation, se suelta el contrapeso desde 
1 punto abajo de la posicion de equilibrio a una velocidad de 4 fit/s hacia arriba. 

a) Deduzca la ecuacion que describe al movimiento armonico simple originado. 

b) ^Cuales son la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento? 

c) i,En que momenta el contrapeso regresa al punto de partida? 

d) ^En que momento el contrapeso pasa por la posicion de equilibrio al ir hacia arriba? 

Responda la misma pregunta cuando va hacia abajo. 

e) ^Cual es la velocidad del contrapeso cuando t = 37t/16 s? 

f) ^En que momento la velocidad es cero? 

11. Una fuerza de 2 lb estira 1 ft un resorte. Una masa cuyo peso es 8 lb se une al resorte. El 

sistema esta sobre una mesa que le transmite una fuerza de friction numericamente igual 
a | por la velocidad instantanea. Al empezar, el contrapeso esta desplazado a 4 in arriba de 
la posicion de equilibrio y parte del reposo. Deduzca la ecuacion del movimiento, si este 

tiene lugar en una recta horizontal que se toma como eje x, 

12. Una pesa de 32 lb estira 6 in un resorte. La pesa se mueve en un medio que desarrolla una 
fuerza de amortiguamiento numericamente igual a /3 veces la velocidad instantanea. 
Determine los valores de /3 para los cuales el sistema desarrolla movimiento oscilatorio. 

13. Un resorte, cuya constante es k = 2, esta suspendido en un liquido que presenta una fuerza 
de amortiguamiento numericamente igual a 4 veces la velocidad instantanea. Si se cuelga 
una masa m del resorte, determine los valores de m para los que el movimiento resultante 
es no oscilatorio. 

14. El movimiento vertical de un contrapeso fijo a un resorte se describe con el problema de 
valor inicial 


1 d z x , dx , A 

7 —T2 + ~Z + x = 0> 
4 di dt 


X(0) = 4, x’(0) = 2. 


Calcule el desplazamiento vertical maximo. 
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15. Una pesa de 4 lb estira 18 in un resorte. A este sistema se aplica una fuerza periodica igual 
af(t) = cos *yt + sen ^t, comenzando en t = 0. Sin una fuerza amortiguadora, ^para que 
valor de ^ el sistema se encuentra en resonancia pura? 

16. Determine una solution particular de 
constante. 


+ 2X + w 2 x = A, donde A es una fuerza 


17. Una pesa de 4 lb cuelga de un resorte cuya constante es 3 lb/ft. Todo el sistema esta 
sumergido en un liquido que presenta una fuerza de amortiguamiento numericamente igual 
a la velocidad instantanea. A partir de t = 0, se aplica al sistema una fuerza externa igual a 
f(t) = e~ ! , Deduzca la ecuacion del movimiento si la pesa se suelta partiendo del reposo en 
un punto a 2 ft abajo de la posicion de equilibrio. 

18. a) Hay dos resortes en serie (Fig. 5.40). Sin tener en cuenta la masa de cada uno, demuestre 

que la constante efectiva de resorte k esta definida por \lk = \lk\ + l/fo. 

b) Un contrapeso de W lb estira 1 ft un resorte y - ft a otro. Ambos se fijan como en la 
figura 5.40 y se cuelga de efios la pesa W. Suponga que el movimiento es libre y que 
no hay fuerza amortiguadora presente. Deduzca la ecuacion del movimiento si la pesa 
parte de un punto a 1 ft abajo de la posicion de equilibrio, con una velocidad de | ft/s 
hacia abajo. 

c) Demuestre que la velocidad maxima del contrapeso es l V3g+ 1. 



FIGURA 5.40 


19. Un circuito en serie contiene una inductancia L = 1 h, una capacitancia C = 10" 4 f y una 
fuerza electromotriz de E(t) = 100 sen 50t V. Al principio, la carga q y la corriente i son 
cero.. 

a) Deduzca la ecuacion que describe la carga en cualquier momenta. 

b) Deduzca la ecuacibn que describe la corriente en cualquier momento. 

c) Calcule los momentos en que la carga del capacitor es cero. 

20. Demuestre que la corriente /(/) en un circuito en serie LRC satisface la ecuacion differencial 


L § + R 7t + ^ = £, <'>’ 


en que E’(t) representa la derivada de E(t). 

21. Se tiene el problema de valor en la frontera 


y” + A y = 0, y(0) = y(2n), y’(O) = /( 2tt). 

Demuestre que, excepto cuando A = 0, hay dos funciones propias que corresponden a cada 
valor propio. 










SOUJCIONES EN FORMA DE SERIES 
DE POTENC IAS DE EC UACIONES UNEALES 

6.1 Repaso de las series de potencias; soluciones 
en forma de series de potencias 

6.2 Soluciones en tomo a puntos ordinarios 

6.3 Soluciones en tomo a puntos singulares 

6.4 Dos ecuaciones especiales 

Ejercicios de repaso 



INTRODUCCION 


Hasta ahora hemos resuelto, principalmente, ecuaciones diferenciales lineales de orden 
dos o superior, cuando las ecuaciones tenlan coeficientes constantes. La unica exception 
fue la ecuacion de Cauchy-Euler. En las aplicaciones se observa que las ecuaciones 
lineales de orden superior con coeficientes variables tienen la misma importancia, si no 
es que mas, que las de coeficientes constantes. Como mencionamos en la introduccion 
a la section 4.7, una ecuacion lineal sencilla de segundo orden con coeficientes 
variables, como es y” + xy = 0, no tiene soluciones elementales. Podemos encontrar dos 
soluciones linealmente independientes de esta ecuacion pero, segun veremos en las 
secciones 6.2 y 6.4, estas soluciones estan representadas por series infinitas. 
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6.1 


RffASO DE LAS SB3ES DE POTBMCIASj SOUUCIONES BSI FORMA 
DE SERIES DE POTENCIAS 


■ Series de potencias ■ Radio de convergencia ■ Intervalo de convergencia 

■ Analiticidad de las soluciones en un panto ■ Aritmetica de las series de potencias 
| Solucidn en serie de potencias de urn ecuacion diferencial. 


Repaso de las series de potencias No obstante lo que describe la section 4.7, la 
mayor parte de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables no se puede 
resolver en terminos de funciones elementales. Una tecnica normal para resolver ecuaciones 
diferenciales lineales de orden superior con coeficientes variables, es tratar de encontrar una 
solucion en forma de serie infinita. Con frecuencia se puede expresar la solucion en forma de 
una serie de potencias; razon por la cual es adecuado citar una lista de algunas de sus 
propiedades mas importantes. Para un repaso detallado del concepto de series infinitas, 
consultese un libro de calculo infinitesimal. 


■ Definition de una serie de potencias Una serie de potencias en x - a es una serie 
infinita de la forma £“= o c„(x - a)“. Tambien, se dice que esa serie es una serie de poten- 


(_!)”+ 1 

cias centrada en a ; por ejemplo, ) 4— L — x n es una serie de potencias en x centrada 

en cero. n 

■ Convergencia Dado un valor de x, una serie de potencias es una serie de constantes. 

Si la serie equivale a una constante real finita para la x dada, se dice que la serie converge 

en x. Si no converge en x, se dice que diverge en x. 

■ Intervalo de convergencia Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergen¬ 
cia, que es el conjunto de los numeros para los cuales converge la serie. 

■ Radio de convergencia Todo intervalo de convergencia posee un radio de conver¬ 
gencia, R. Para una serie de potencias de la forma £” = o c n (x - a) n solo hay tres 
posibilidades: 

0 La serie solo converge en su centra a. En este caso, R = 0. 

ii) La serie converge para toda x que satisfaga |jc — a| < R. donde R > 0. La serie diverge 

para \x - a\ > R- 

iii) La serie converge para toda x. En este caso, R = <». 

■ Convergencia en un extremo Recuerdese que la desigualdad de valor absoluto \x - a\ 
< R equivale a-K<x-a<So bien a a — R <x <a + R- S i una serie de potencias 
converge para \x « a\ < R, donde R> 0, puede converger o no en los extremos del 
intervalo a — R<x<a + R, La figura 6.1 muestra cuatro intervalos de convergencia 
posibles. 




a 


x 




X 




X 




X 


[a-R, a + R] 

La serie converge 
en ambos extremos 


b )(a-R,a + R) 

La serie diverge 
en ambos extremos. 


c) [a - R, a + R ) 

La serie converge en a » R 
y diverge en <j + A 


d) (a - R, a + RI 

La serie diverge en q - R 
y converge en a + R. 


FIGURA 6.1 
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■ Convergencia absoluta Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de poten¬ 
cias converge absolutamente; en otras palabras, cuando x esta en el intervalo de 
convergencia, la serie de valores absolutos 0 |c„||(x - a) n \ converge. 

■ Determinacion del intervalo de convergencia Muchas veces se puede determinar 
la convergencia de una serie de potencias mediante el criterio de Za razon :* 


Km 


Cn +1 


Cn 


\x - fll = L. 


La serie converge absolutamente para aquellos valores de x para los que L < L Con esta 
prueba vemos que el radio de convergencia es 


R = h'm 


Cn 
c n +1 


( 1 ) 


siempre y cuando exista el h'mite. 

■ Una serie de potencias define a una funcion Para una funcion dada se puede escribir 


f(x) = 2 c n (x - a) n = c 0 + ci(* - a) + c 2 (x - af + c 3 (x - af + • " 

n =0 

cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie. Si esta tiene un radio de 
convergencia R > 0, f es continua, diferenciable e integrable en el intervalo (a - R, a + 
R). Ademas, f ‘( x ) e Jffx) dx se pueden determinar por derivacion e integracion termino 
a termino: 


f’(x) = Ci + 2 c 2 (x - a) + 3c 3 (x - a) 2 + " ' = 2 nc n( x ~ a) n 1 

[ f(x) dx=C+ c 0 (x - a) + c, ^ + c 2 ^ + ■ • • = C + jr c„ ^ 

J 2 5 n =o n 


+ 1 


Aunque el radio de convergencia de ambas series es R, el intervalo de convergencia 
puede ser distinto de la serie original, ya que la convergencia en un extremo se puede 
perder por diferenciacion, o ganar por integracion. 

■ Series que son identicas a cero Si I~ = o c„(x - af = 0, R > 0, para todo numero real 
X en el intervalo de convergencia, entonces c„ = 0 para toda n. 

■ Analiticidad en un punto En calculo infinitesimal se demuestra que funciones como 
e x , cos X y ln(x - 1 ) se pueden representar por medio de una serie de potencias 
desarrolladas en series de Maclaurin o de Taylor. Se dice que una funcion/es analitica 
en el punto a si se puede representar por una serie de potencias en x — a, con radio de 
convergencia positivo. La nocion de analiticidad en un punto sera de importancia en las 
secciones 6.2 y 6.3. 

■ Aritmetica de las series de potencias Las series de potencias se pueden manipular 
mediante las operaciones de suma, multiplicacion y division. Los procedimientos son 
parecidos al modo en que se suman, multiplican o dividen dos polinomios; esto es, se 
suman los coeficientes de las potencias iguales de x, se aplica la propiedad distributive 
se agrupan los terminos semejantes y es valido llevar a cabo la division larga; por 


*Tambi6n llamado criterio del cociente. 
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ejemplo, si las series de potencias/(x) = o c„x" y g(x) = L”_ 0 bnX n convergen ambas 
cuando |x| < R, entonces 

f(x) + g(x) = (co + b o) + (Cl + b i)jc + (c 2 + bi)x 2 + 1 1 1 
f( x )g( x ) = cobo + (c 0 b 1 + Cib a )x + ( c 0 b 2 + Cjb, + ab^x 1 + < " ■ 


EJEMPLO 1 


Intervalo de convergencia 


(x-3)’ 


Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias 2 ^ 

SOLUCION La serie de potencias esta centrada en 3. De acuerdo con (1), el radio de 
convergencia es 


R = lim 

00 


2 n+1 (n + 1) 

2% 


= 2 , 


La serie converge absolutamente cuando |x - 3| < 2, o 1 < x < 5. En el extremo izquierdo, 

X = 1, vemos que la serie de constantes E~ = ] ((-1)”/«) es convergente de acuerdo con la 
prueba de la serie alterna. En el extremo derecho, x = 5, la serie es la serie armonica 2^= i 
(1 In), que es divergente. Asi, el intervalo de convergencia es [ 1, 5). ■ 


EJEMPLO 2 


Multiplicacion de dos series de potencias 


Encuentre los cuatro primeros terminos de una serie de potencias en x para g* COS x - 

SOLUCION Enel curso de calculo se ve que las series de Maclaurin para e x y cos x son, 
respectivamente, 


y2 y3 y4 

1 +x + t- + ?- + ^- + 
2 6 24 


cos x = 1 -- 
2 24 


A1 multiplicar y agrupar los terminos semejantes se obtiene 


y2 y 3 y4 

e*cosx=\l+x + — + — + — +-- 

l + (D*+(-i + i )* 2 + 


X 2 X 4 
1 _ _ + _. 
2 24 


1 2 + 1) x 3+ \T4-\ + T4} x4 + 


= 1 + x 


X 3 X 4 

3“6 + 


En el ejemplo 2, el intervalo de convergencia de las series de Maclaurin de £ y cos X es 
(-<», oo); en consecuencia, el intervalo de convergencia para e x cos X expresado como serie de 
potencias tambien es (-oo 5 °°)- 
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EJEMPLO 3 


Division entre una serie de potencias 


Halle los cuatro primeros terminos de sec x como serie de potencias en x. 

SOLUCION Una option es emplear la serie de Maclaurin para cos x citada en el ejemplo 
2, para despues usar la division larga. Como sec x = 1/cos x, entonces 


COS X = 1 


.v 2 .r 4 x 6 

"2 + 24 ~ 720 + 


1 + 2 + 24 + 720 + 

n 

y2 y 4 y6 

1 ~ 2~ + 24~ 720 + 
x 2 x*_ _ 

2“ 24 + 720“ 


X 1 X? X" 

2 ~ 4 + 4 8 ~ ' 

5 ^ __ 7x^ _ _ 




24 

5x4 

24 


360 

5*_ 6 

4 8 


+ 


61x 6 

720 


Por consiguiente, 


_ 1 ^ * 2 ^ 5 ^ 4 . 61 x 6 
sec* 1 + 2 + 24 + 720 


+ 


( 2 ) 


El intervalo de convergencia de esta serie es (-7 t/2, tt/2). (^Por que?) 


Es evidente que los procedimientos aplicados en los ejemplos 2 y 3 son tediosos cuando 
se hacen a mano. Los problemas de este tipo se pueden resolver con un mfnimo de esfuerzo 
mediante un paquete computacional con capacidades algebraicas, como Mathematica o Maple. 
En el primero, se puede evitar la division del ejemplo 3 por medio de la instruccion Se- 
ries[Sec[x], {x, 0, S}]. Veanse los problemas 11 a 14 de los ejercicios 6.1. 

En lo que resta de esta seccion y capitulo, es importante que el lector se adiestre en la 
simplificacion de la suma de dos o mas series de potencias, cada una expresada en notacion de 
sumatoria (sigma) formando una expresion con una sola X. Para ello, a menudo se requiere un 
corrimiento de los indices de suma. 


EJEMPLO 4 


Suma de dos series de potencias 


Exprese X”= i 2nc„xP 1 + X“= o 6c^c" +1 como una sola serie. 

SOLUCION Para sumar la serie se necesita que ambos indices de las sumatorias comien- 
cen en el mismo numero y que las potencias de x en cada serie esten “enfasadas”; esto es, 
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que si una serie comienza con un multiplo de, digamos x a la primera potencia, la otra serie 
empiece con la misma potencia. Si escribimos 


la serie la serie 

comienza con x comienza con x 
paran=2 para n = 0 

X X 


E 2 nc„x n 1 + Y 6 c n x n+1 = 2 

n=l 


cix° + Y 2nc„x n ~ l + Y. 6 c n x" + \ 

n=2 n =0 


(3) 


las dos series del lado izquiendo conienzan con x ] . Para obtener el mismo mdice de suma 
nos basamos en los exponentes de x\ se define k = n - 1 en la primera serie y k = n + 1 en 
la segunda Asi. el lado deiecho de la ecuacion (3) se transfonna en 


2c, + E 2 (k + l)c k +,x k + y 6c k .,x k . 

k =1 k=l 


(4) 


Recuadese que el indice de suma es una variable ‘muda”. El hecho de que k = n - 1 
en un caso y k = n + 1 en el otro no nos debe confimdir si tenemos en mente que lo importantE 
es el valor del indice de la sumatoria En ambos casos k adopta los irrismos valoies sucesivos, , 
1, 2, 3, .. . cuando n = 2, 3, 4,. .. (para k = n - 1) y n = 0,1, 2, ... (para k= n + 1). 

Con lo anterior ya podemos sumar las series en (4) tennino a tennino: 

E 2nc„*"“ 1 + E 6c„x n+J = 2c, + E P(^ + l)ct+i + (5) 

n -1 n -0 k=i 

Si el lector no se convenrio, desanolle algunos terminos de ambos lados de (5). ■ 

Solution en forma de serie de potencias de una ecuacion diferencial En la 

section 1.1 establecimos que la funcion y = e? es una solution expllcita de la ecuacion, 
diferencial lineal de primer orden 


£- ay = 0. (6) 

Si reemplazamos x con x 2 m l a sciic de Maclaurin para e x , podemos escribir la solution de (6) 
en la forma y ~ 2£ = q (x 2n ln\). Esta serie convci'ge para todos los valores males de X. En otras 
palabras, cuando se conoce la solution por adelantado, es posible hallai' una solution en fcrnia 
de una serie para la ecuacion diferencial. 

A continuation nos proponemos obtener una solution en forma de serie de potencias de 
la ecuacion (6) en forma directa; el metodo de ataque se parece a la tecnica de los coefitientes 
indeterminados. 


EJEMPLO 5 


Empleo de una serie de potencias 
para resolver una ecuacion diferencial 


Detennine una solution de 


(fy 

- 2xy — 0 como una serie de potencias en 


X. 
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so lucion Si suponemos que la solucion de la ecuacion dada existe y tiene la forma 

y = gc„x", (7) 

nos preguntaremos: £se pueden calcular los coeficientes, c n , para los cuales la serie de 
potencias converge hacia una funcion que satisfaga a (6)? Una derivation formal* termino 
a termino de la ecuacion (7) da como resultado 

X = X = X nc„x n '\ 

UX n=0 «=1 

Observese que, dado que el primer termino de la primera serie (que corresponde a n = 0) es 
cero, la suma comienza con « =1. Con la ecuacion anterior y la solucion propuesta (7) se 
llega a 

^ - 2 ry - X nc„x n ~' ~ X 2c »x n+l - (8) 

dx „=i „=o 

Si queremos sumar las dos series en (8) escribimos 

^ - 2 xy = 1 1 Cite 0 + ^ nc n x"~ x - ^2c„x" +1 (9) 

y procedemos igual que en el ejemplo 4, con k = n - 1 en la primera serie y k = n + 1 en la 
segunda. El lado derecho de (9) se transforma en 

oo oo 

C] + X ( k + 1 ) c *+i jc * “ X 2 q-iX*\ 

k=l k=l 

Despues de sumar termino a termino las series, se sigue que 

^ - 2xy = ci + Jj [{k + l)c*+i - 2c*_i]x* = 0. ( 10 > 


Por lo tanto, para que (10) sea identica a 0 es necesario que los coeficientes de las potencias 
iguales de x sean cero; esto es, que 

Ci = 0 y (k + l) c *+i “ 2Cfc-i = 0, k = 1,2,3, ... . (11) 


La ecuacion (11) es una relacion de recurrencia o relacion recursiva que determina las 
Cfc. Dado que it + 1 #0 para todos los valores indicados de k, se puede expresar (11) en la 
forma 


. 2c*_l 

Cfc+I - ^ j ' 


( 12 ) 


Por iteracion, esta fomiula genera los siguientes resultados: 


k = 1, 


2 

c 2 _ % C ° _ C ° 


*Hasta ahora no conocemos el intervalo de convergencia. 


254 CAPITULO 6 SOLUCIONES B\l FORMA DE SERB DE POTOCIAS DE ECUACIONES UNEALES 


k = 2, 
k - 3, 
k = 4, 
k - 5, 
k - 6, 
k = 7, 


c 3 = |ci = 0 

2 1 1 
^4 — 4 Ca — 2 C ° — 2T C ° 

c 5 = -c 3 = 0 

2 _ 1 _ 1 

C6- 6 C4 "3^2! Co ~3! Co 

2 

c 7 = jC$ = 0 

2 1 1 

C8= 8 C6 =r3! Co= u Co 


y asi sucesivamente; por lo tanto, a partir de la hipotesis original, ecuacion (7), llegamos a 


y = T c„x " = c 0 + C\X + c 2 x 2 + c 3 x 3 + c 4 * 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + ' 


1 1 

= c 0 + 0 + c 0 x 2 + 0 + — c 0 * 4 + 0 + — CqX 6 + 0 + 


Co 


1 + x 2 + jjX* + ^x 6 + 


In 


"CoE^T' 
£0 n! 


(13) 


En vista de que la iteracion de (12) dejo a Co totalmente indeterminado, hemos hallado la 
solucion general de (6). 1 

La ecuacion diferencial del ejemplo 5, al igual que la del siguiente, se puede resolver con 
facilidad con metodos ya conocidos. Estos dos ejemplos sirven de antecedentes de las tecnicas 
que describiremos en las secciones 6.2 y 6.3. 


EJEMPLO 6 


Empleo de una serie de potencias 
para resolver una ecuacion diferencial 


Determine en forma de serie de potencias en x las soluciones de 4 y" + y ~ 0. 

SOLUCION Si 0 c n x n , ya se vio que y — £“= j nc„X n \ y de ello se desprende que 

y" = 2 n ( n - 1 ) c nX n ' 2 = 2 «(« -1 )c n x n ~ 2 . 

n=l n =2 

Al sustituir las expresiones dey” y dey en la ecuacion diferencial, se tiene: 


fy " +y = 2 4n ( n ~ l ) c »*"~ 2 + 2 c »*" 

n= 2 »=0 


ambas series comienzan con 
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Con la sustitucion k = n - 2 en la primera serie y k = n en la segunda (despu^S de usar n - 
k + 2 y n - k ) obtenemos: 


4/ + y = X 4(ft + 2 ){k + l)c k+2 x k + X c k x k 

*=0 t=0 

- X i 4 ( k + 2 )( k + !)ct+2 + C*]x* = o. 


De acuerdo con esta ultima identidad, vemos que cuando jfc = 0, 1, 2, . . . 

4 {k + 2)(k + l)c k+2 + c k = 0 O sea c k+ 2 = A{k + 2 ^ k + iy 

La ultima formula es de tipo iterativo y da 


r Cn - m c ° 

2 4 - 2-1 2 2 • 2 ! 

-Ci ci 

C3 4 - 3-2 2 2 • 3 ! 

- _ ~ C 2 _ C <1 

4 4 . 4.3 2 4 • 4! 

“C 3 _ Ci 

c s-4~7J7T-7T-^ 

— — Ca _ . Cp 


4 - 6 - 5 2 6 • 6! 

—C 5 Ci 

4-7-6 2 6 • 7! 


etc. Con esta iteration c 0 y C] son arbitrarios. Segun la hipotesis original, 


y = C 0 + CjJC + C 2 X 2 + C 3 X 3 + C 4 X 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 x 7 + - - ' 

C ° v2-a__ r 3 , ^^4 1 ^_ jif, 


C\ 3 Cp 4 M 

Co + C\X — 2 2 • 2f* Z ” 2 2 • 3f* + 2 4 • 4! + X 5 ” 2 ^ 6 !’^ ” 2 6 • 7! 


C° 1 ^ _ 


2 ! 


x 2 + 


1 


1 


2 4 • 4 ! 2 6 • 6 ! 


x 6 + 


+ 


1 , 1,1 

Cl X - —; — X* + - 7 —— X - — 

2 2 - 3 ! 2 4 • 5 ! 2 6 - 7 ! 


x 7 + 


es una solucion general. Cuando la serie se expresa en notation de sumatoria, 

,, ,, , v (-i)‘ 
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se puede aplicar el criterio de la razon para demostrar que ambas Series convergen para toda 
x. El lector tambien puede reconocer que la solucion esta formada por las series de Maclaurin 
para y\ (x) = cq cos(x/2) y yi{x) = 2c\ sen(x/2). ■ 

- EJERCICtOS 6.1 - 


Determine el intervalo de convergencia de cada serie de potencias en los problemas 1 a 10. 


i .ftp* 

n=\ " 

oa sy k 

3. 

k=l * 


5-2 


9 (* ~ 3 )" 


9. 2 k\2 k x k 

k=0 


2-2 


T,n‘ 


4. 2^** 

k=0 K - 

6 ^(x + T)! 

n=l Vn 

8 -I wh {x - A)k 


10. 2 


k- 1 
% k 2k ' 


En los problemas 11 a 14 calcule los cuatro primeros terminos de la serie de potencias en x para 
la funcion dada.* Haga los calculos a mano o con un paquete computacional con capacidades 
algebraicas. 

II. e* sen x 12. e~ x cos x 

13. sen x cos x 14. e x ln(l - x) 


En los problemas 15 a 24 resuelva la ecuacion diferencial respectiva como en los capitulos 
anteriores, y compare los resultados con las soluciones obtenidas suponiendo una serie de 
potencias y = I£ = 0 c n x n . 


15. y' + y = 0 
17. / - x 2 y = 0 
19. (1 - x )y' - y = 0 
21 . y" + y = 0 
23. y* = y' 


16. y ' = 2 y 

18 . y' + x 3 y = 0 

20 . (1 + x)y’ - 2y = 0 

22 . y" - y = 0 

24. 2y" + y' = 0 


25. La funcion y = Jo(x) esta definida por la serie de potencias 


Mx) = 


y ill y_ x 2n 

^(n\Y 


que converge para toda x. Demuestre que J 0 W es una solucion particular de la ecuacion 
diferencial xy” + y’ + xy = 0. 


*Suponga que la serie se centra en a = 0. 



Sec cion 6.2 Soluciones en to mo a puntos oidinarios 2 5 7 


Problema para discusion 

26. Suponga que la serie de potencias Z£L o Ck(x - 4)* converge en -2 y diverge en 13. Inves- 
tigue si la serie converge en 10, 7, -7 y 11. Las respuestas posibles son si, no y podria. 


SOLUCIONES Bi TORNO A PUMOS ORDINARIOS 

| Puntos ordinarios de urn ecuacion diferencial ■ Puntos singulares de una ecuacion diferencial 

■ Existencia de una solucion en forma de serie de potencias en tomo a un punto ordinario 

■ Determinacion de una solucion en forma de serie de potencias 

Supongamos que la ecuacion diferencial lineal de segundo orden 

a 2 (x)y" + + a 0 (x)y = 0 (1) 

se expresa en la forma reducida 

y” + P(*)y' + Q(*)y = 0 ( 2 ) 

dividiendola entre el primer coeficiente, a 2 {x). Damos la siguiente definicion: 


DEFINICION 6.1 


Puntos ordinarios y puntos singulares 


Se dice que un punto *o es punto ordinario de la ecuacion diferencial (1) si P(x) y Q(x) son 
analfticas en xq. Se dice que un punto que no es ordinario es un punto singular de la 
ecuacidn. 


EJEMPLO 1 


Puntos ordinarios 


Todo valor finito de x es un punto ordinario dey” + (e*)y + (sen x)y = 0. En particular vemos 
que x = 0 es un punto ordinario porque e* y sen x son analfticas en este punto; o sea, ambas 
funciones se pueden representar en forma de series de potencias centradas en 0. Recuerdese 
que, segun el calculo infinitesimal, 


c x = 1+ £ + £! + 
1 ! 2 ! 


sen x = - — + — ■ 


convergen para todos los valores finitos de x. 


■ 


EJEMPLO 2 


Rinbs oidinarios y puntos singulares 


a) La ecuacion diferencial xy" + (sen x)y = 0 tiene un punto ordinario en x = 0. puesto que 
Q(x) = (sen x)/x se puede desarrollar en la serie de potencias 


Q(x) = 1 - 


3! + 51 



que converge para todos los valores finitos de x. 
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b) La ecuacion diferencial y” + (In x)y = 0 tiene un punto singular en x = 0 porque Q(x ) ~ 
In x no se puede desarrollar como serie de potencias en x centrada en ese punto. 


Coeficientes polinomiales Nos ocuparemos principalmente del caso en que la ecua¬ 
cion (1) tiene coeficientespolinomiales. Como consecuencia de la definicion 6.1, cuando ci 2 (x), 
al(x) y cio(x) son polinomios sin factores comunes, un punto x = xo es 

i) Un punto ordinario si a 2 (xo) * 0 o bien 
ii) Un punto singular si a 2 (xo) = 


EJEMPLO 3 


Pintos singulates y puntos oidnarios 


a) Los puntos singulares de la ecuacion (x 2 -1 )y" + 2xy + 6y = 0 son las soluciones de 

-j? - 1 = 0; 0 sea, x = +1, Todos los demas valores finitos de x son puntos ordinarios. 

b) Los puntos singulares no necesitan ser numeros reales. La ecuacion (x 2 + 1 )y" + xy’ - 

y = 0 tiene puntos singulares en las soluciones de x 2 + 1 = 0, que son x = ±i. Todos los 

demas valores finitos de x, sean reales 0 complejos, son puntos ordinarios. 

c) La ecuacion de Cauchy-Euler, ax 2 y" + bxy' + cy - 0, donde a, b y c son constantes, tiene 
un punto singular en x = 0. Todos los demas valores finitos de x, sean reales 0 complejos, 
son puntos ordinarios. 


Para nuestros fines, los puntos ordinarios y los puntos singulares siempre serin finitos. Es 
posible que una ecuacion diferencial tenga, por ejemplo, un punto singular en el infinito. 
(Yianse las observaciones en la pagina 277.) 

Enunciaremos, sin demostrarlo, el siguiente teorema sobre la existencia de soluciones en 
forma de series de potencias. 



usisii iMmmmiM rnm 


TEOREMA 6.1 




Una soluci6n en fo 
distancia de xq al pi 


Se dice que una solucion de una ecuacion diferencial en la forma de (3) es una solucion 
en torno al punto ordinario xo- La distancia R que menciona el teorema 6.1 es el valor mfnimo 
del radio de convergencia. Una ecuacion diferencial puede tener un punto singular finito y sin 
embargo una solucion puede ser valida para toda x; por ejemplo, la ecuacion diferencial puede 
tener una solucion polinomial. 

Para resolver una ecuacion lineal de segundo orden, como la ecuacion (1), se calculan dos 
conjuntos de coeficientes c n , tales que se construyan dos series de potencias distintas, Vi(x) y 
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y 2 (x), desarrolladas ambas en tomo al mismo punto ordinario xo- El procedimiento que usamos 
para resolver una ecuacion de segundo orden es el mismo que el del’ejemplo 6, seccion 6.1; 
esto es, se supone una solucion y — E” = q c„(x - xo)" y se procede a determinar las c n . La solucion 
general de la ecuacion diferencial es y - C\y\(x) + ^e hecho, se puede demostrar que 

C] = co y C 2 — Ci, donde cq y c\ son arbitrarias. 


Pata simplificar, su pond nemos que un punto oidinario esta localizado en x = 0 en caso de que no lo 
estuvieia, siempie es posible usar la sustitucion t = x - xq para trasladar el valor x = xq a t = 0. 


EJEMPLO 4 


Solucion en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario 


Resuelva y” + x_y = 0. 


SOLUCION x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion. Puesto que no hay puntos 
singulares finitos, el teorema 6.1 garantiza que hay dos soluciones en forma de series de 
potencias centradas en 0, convergentes para |x| < oo Al sustituir, 


= £ C„X n 


y" = y«(n- 1 )c n x 


71-2 


en la ecuacion diferencial, se obtiene 


00 00 

y" + xy = '2,n{n- l)c„x"- 2 + 2 c„x n+1 

n~2 n-0 

= 2 ■ lc 2 x° + 2 n(n -1 )c n x n ~ 2 + 2 c„x" n , 

n -3 n =0 


ambas series comienzan con x 


En la primera serie k = n — 2, y en la segunda k — n + 1: 


00 CO 

y” + xy = 2c 2 + V (k + 2 )(k + l)c k+2 x k + ^ c k . X x k 

“i k=i 


= 2c 2 + 2 t(k + 2 ){k + l)c t+2 + Ck-^x* = 0. 

k=l 


Se debe cumplir que 2c 2 = 0, lo cual obliga a c 2 = 0 y 


(k + 2)(k + l)c* +2 + c k - 1 = 0. 


La ultima expresion equivale a 


c *+2 


c k -1 

0k + 2){k 1) 


, k = 1,2,3,. . 
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La iteracion da lugar a c 3 — — 


c 4 = 

c s = 

c 6 = 

C? : 

Cg : 

c 9 ■■ 

ClO 

C 1I 


C 0 

3- 2 

Cl 

4- 3 

c 2 

5- 4 

c 3 _ 1 

6- 5 6•5 • 3 • 2 


= 0 


Co 


1 


C 4 


7-6 7 • 6 • 4 • 3 


Cl 


= 0 


c 5 

8- 7 

_£«_ 

9- 8 9 • 8 • 6, • 5 • 3 • 2 

C 7 1 


1 


Co 


10-9 10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 

Cs 


11 - 10 


0 


etc. Se ve que co y Cj son arbitrarias. Entonces 

y = c 0 + CiJt + c 2 x 2 + C 3* 3 + c 4 Jt 4 + c 5 ;e 5 + c 6 * 6 + c 7 x 7 + C 8 X 8 
+ C9X 5 + Cio* 10 + c n x n * 

= Co + CiX + o - ^c 0 x 3 - j^CiX 4 + O + 6 ^ 7 . 9 C 0 X 6 


4-3 


+ tT^~ 3 CiX1 + ° -V8-6-5-3-2 Co * 9 "1 10.9. 7 .6.4.3 + 0 + " ' 

* [ 1 - -U> + -fAf + ■ "1 

+ Cl [ x ~r3 x4 + 7-6-4-3 xl ~ 1Q.9-1-6-^3 xW + " } 


Aunque esta clara la tendencia 0 pauta de los coeficientes en el ejemplo 4, a veces es util 
expresar las soluciones en notation sigma (sumatoria). A1 aplicar las propiedades del factorial 
se puede escribir 


Y 


y i(x) = c 0 


yi{*) = c\ 


$ ( l) fc Tl • 4 • 7 • • • (3k — 2)1 3k ' 

fa (3 ky. 

Ty (-l) , P-5-8-.. (3t J ^l)] ' 

k= fa (3k + 1)! * 


De este modo se puede emplear el criterio de la razon para demostrar que cada serie converge 
cuando |x| < 00 . 
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La ecuacion diferencial del ejemplo 4 se llama ecuacion de Airy y aparece al estudiar la 
difraccion de la luz, la difraccion de las ondas de radio en torno a la superficie de la Tierra, en 
aerodinamica y en el pandeo de una columna vertical uniforme que se flexiona bajo su propio 
peso. Hay otras formas comunes de esta ecuacion, que son y" — xy = 0 y y” + a 2 xy= 0. (Vease 
el problema 43, en los ejercicios 6.2, con una aplicacion de esta ecuacion.) 


EJEMPLO 5 


Solucion en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario 


Resuelva (x 2 + 1)/' +xy'-y = 0. 


SOLUCION En virtud de que los puntos singulares son x = ±z. una solucion en forma 
de serie de potencias converge, cuando menos, en |jc| < 1.* La hipotesis y = q c„x " nos 

conduce a 


(.x 2 + 1) 2 n ( n ~ 2 + X Y nc n x n 1 - V c n x n 

n= 2 1 0 

oo 00 00 00 

= 2 n(n - l)c„x n + ^ n ( n “ 1 )c„x n ~ 2 + 2 nc n x n - c„x" 

n=2 2 n=\ n=0 

00 

= 2 c 2 x° - CqX° + 6c 3 x + C\X - C\X + ^ n(n -1 )c n x n 


n =2 


k-n 

00 00 00 

+ 2 n(n - l)c„x"' 2 + nc n x n - 2 

n=4 n=2 m=2 


k = n - 2 k = n k = n 

* 00 

= 2c 2 - c 0 + 6c 3 x + 2 fk(k - l)c t + (k + 2 )(k + l)c fc+2 + kc k - c k \x k 


k =2 


= 2 c 2 - c 0 + 6c 3 a: + 2 [< k + D(k - l)c* + (k + 2)(k + l)c t+2 ]x* = 0. 

k-1 


Por consiguiente. 


2c 2 - Co = 0, C3 = 0 


o 


(k + l)(k - 1 )c k + (k + 2)(k + l)c fe+2 = 0 
Ci =-£0, C 3 = 0 
Ck+1 = k~+2 Ck ’ k = 2,3,4,.... 


Al iterar la ultima formula obtenemos 

__1 __ 1 1 
C4 4 C2 2 .4 C ° 2 2 2! C ° 


*E1 modulo o magnitud del numero complejo x = i es |x| = 1. Si x = a + bi s un punto singular, entonces |x| = Va 2 + b 1 
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c 5 = -7C 3 = Q 


5 


Ce = 

c 7 = 

c 8 = 
c 9 = 

ClO = 


_3_ 

6 

4s- 
“7 C = 


6 c * 2-4-6 


0 


1-3 

2 3 3! 


5 3-5 

S c 6 = “2-4'6-8 C0_ 

^c 7 = ® 

9 


1-3-5 

2 4 4! 


■c 0 


7 


3-5-7 


10 Cs 2 - 4 - 6 - 8-10 


Co = 


1 -3-5-7 
2 5 5! 


■c 0 


etc. Por lo tanto 


y = c 0 + c x x 4- c 2 x 2 + c 3 x 3 + c 4 ;t 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 ;t 7 + c 8 x 8 + • • • 

^ F, 1 2 1 u 1 ’ 3 f 1-3-5 8 1 • 3 • 5 • 7 10 

= W + c, [1 + -r'- m x< 1 + x>- + 2*5! x ‘°' 


Las soluciones son el polinomio y 2 (x) = c\x y la serie 

yi(x)-c 0 


1+ i x 2 + y ,_ n -i 1 1 3 1 5 - - • (2» - 3) 1 
2 ’ 2 n n\ X 


\x\ < 1. 


EJEMPLO 6 


Relacion de recurrencia de tres terminos 


Si se propone una solucion de la forma y = 0 c„x" para a ecuacidn 


y” - (1 + x)y = 0, 


se obtienen c 2 = Cq/2 y la relacion de recurrencia de tres terminos 


c * +2 (k + i)(k + 2y k 1,2,3 


Para simplificar la iteration podemos escoger, primero, cq t 0 y cj = 0; con esto llegamos a 
una solucion. La otra solucion se obtiene al escoger despues Cq = 0 y c\ £ 0. Con la primera 
eleccion de constantes obtenemos 


c 2 -^c° 

_ C) + Cq Cq _ 1 

3 2:3 ~ 2• 3 ~ 6 C ° 

_ C 2 T d _ Cq 1 

4 3-4 2-3-4 24 c ° 
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„ — c \ + , c 3 _ 

° 5 ~ ' § 4^5 


JL n _1 

2-3 "la. ~~ 30 c ° 


etc. Por lo tanto, una solucion es 


JlW = Co 


1111 
1 + - x 2 + 7 .x 3 + —x 4 + —a : 5 + 
2 6 24 30 


De igual modo, si escogemos cq = 0, entonces 


c 2 = 0 

_ Ct 4. Cq _ Ct _ 1 
C3 - 1 , n ** o £ 


C 4 = 

C 5 


Z.-33 2-3 6 

Ci + Ci 


_ Cl _ 1 ■ 

3-4 3-4 12 1 

C 3 + C; _ Ci 


4-5 2 • 3 • 4 • 5 120 


Ci 


y asi sucesivamente. En consecuencia, otra solucion es 


yi(x) = ci 


, 1 3 .I 4 

*V + l2* 


H-r 5 

120 


+ 


Cada serie converge para todos los valores finitos de x. ■ 

Coeficientes no polinomiales En el ejemplo que sigue veremos como determinar una 
solucion en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario de una ecuacion 
differencial, cuando sus coeficientes no son polinomios. Tambien presentaremos una aplicacion 
de la multiplicacion de dos series de potencias, que describimos en la seccion 6.1. 


EJEMPLO 7 


Ecuacion diferencial con coeficientes no polinomiales - 

Resuelva y” + (cos x)y = 0. 

r 2 y 4 r 6 

SOLUCION Ya que COS X = 1 - — + — - — es claro que X = 0 es un punto ordinario. 

2! 4! 6! 

Entonces, la solucion propuesta y = 5- q Cnx" da 


y” + (cos x)y = gn(n- l)c„x"- 2 + ^ 1 — + ^7 — - -• J 2c„x" 

= (2c 2 + 6c 3 x + 12c 4 x 2 + 20c 5 x 3 + • • •) 

+ ^1 - y + ^ - • • • j (c o + C\X * c 2 x 2 + c 3 x 3 + " •) 

= 2c 2 + c 0 + (6 c 3 + C\)x + (l 2 c 4 + c 2 - ~c 0 ) x 2 + (2OC5 + c 3 - ^Ci ) x 3 + 
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La expresion correspondiente al ultimo renglon tiene que ser identica a cero, de modo que 
se debe cumplir que 


1 1 

2c 2 + Cq = 0, 6C3 + Cj = 0, 12c 4 + c 2 — ~Cq — 0, 20C5 + C3" 2 Ci = 0, 


etc. Puesto que cq y c\ son arbitrarias, 

yi(x) = c 0 


l-h 2 + ±rx* 

2 12 


= Cl 


V — 1 v3 4 - J_ v 5 — 

* 6 30* 


La ecuacion diferencial no tiene puntos singulares y, por consiguiente, ambas series conver- 
gen para todos los valores finitos de x, ■ 


UERCICIOS 6.2 


En los problemas 1 a 14 determine dos soluciones linealmente independientes en forma de 
series de potencias de cada ecuacion diferencial en torno al punto ordinario x = 0. 


1. y" -xy= 0 
3. y" - 2xy' +y= 0 
5. y" + x 2 y’ + xy = 0 
7. (x - 1 )f + f = 0 
9. (jc 2 - 1)/+ 4xy' + 2y = 0 
II. (jc 2 + 2 )y" + 3 xy' - j =. 0 
13. y" — (X + 1 )y' - y = 0 


2. y" + x 2 y = 0 
4. y" ™ xy’ + 2y = 0 
6. y” + 2xy' + 2y = 0 
8. (x + 2)y” + xy’ - y = 0 
10. (x” + l)y"-6y = 0 
12 . (x 1 - l)y" + xy’ - y = 0 
14. y" - xy' - (* + 2)y = 0 


En los problemas 15 a 18 aplique el metodo de las series de potencias para resolver la ecuacion 

diferencial respectiva, sujeta a las condiciones iniciales indicadas. 

15. (x - 1 )y" - xy’ + y = 0, y(0) = -2, y’(0) = 6 

16. (X + l)y" - (2 - x)y' t y = 0, y(Q) = 2, y’(0) = -1 

17. y" - 2xy' + 8y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 0 

18. (x” + l)y" + 2 xy' = 0, y( 0) = 0, y’(0) = 1 

En los problemas 19 a 22 aplique el procedimiento del ejemplo 7 para determinar dos soluciones 

en forma de series de potencias en torno al punto ordinario x = 0 de la ecuacion diferencial 
respectiva. 

19. y” + (sen x)y = 0 

20. xy” + (sen x)y = 0 [Sugerencia: vea el ejemplo 2.] 

21 . y" + e~ x y = 0 22.y" + e x y'-y = 0 

En los problemas 23 y 24 aplique el metodo de las series de potencias para resolver la ecuacion 
no homogenea respectiva. 

23. y" -xy = l 


24. y" - 4ry' -4y~e’ 



Seccion 6.3 Soluciones en tomo a puntos singula res 265 


6.3 


SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SINGULARES 

■ Puntos singulares regularss de una ecuacion diferencial 

■ Puntos singulares irregulares de una ecuacion diferencial 

■ Existencia de una solucion en forma de serie alrededor de un punto singular 

■ Metodo de Frobenius ■ La ecuacion de indices o indicativa 

■ Raices de la ecuacion indicativa o de indices 


En la seccion anterior explicamos que no hay problema de tipo fundamental para determinar 
dos soluciones linealmente independientes y en forma de series de potencias de 


a 2 (x)y" + a x (x)y' + a 0 (x);y = 0 


( 1 ) 


en tomo a un punto ordinario x = xq’, sin embargo, cuando x = xq es un punto singular, no 
siempre es posible llegar a una solucion de la forma y = £“= g c„(x - xo)”; sucede entonces que 
podriamos llegar a una solucion en serie de potencias de la forma y = X“= o c n {x - xo)" +r , donde 
r es una constante que se debe detemiinar. Si r no es un entero no negativo, la ultima serie no 
es una serie de potencias. 

Puntos singulares regulares y puntos singulares irregulares los puntos sin¬ 
gulares se subdividen en regulares e irregulares. Para definirlos, ponemos la ecuacion (1) en 
su fomia reducida 


y" + P(x)y' + Q(x)y = 0. 


( 2 ) 


DEFINICION 6.2 


Puntos singulares, regulares o irregulares 


Un punto singular, x = xo, de la ecuacion (1) es un punto singular regular si tanto 
(x - x 0 )P(x) como (x - jco) 2 0(x) son analiticas en x 0 . Se dice que un punto singular que no 
es regular es un punto singular irregular de la ecuacion. 


Coellcientes polinomiales Cuando los coeficientes de la ecuacion (1) son polinomios 
sin factores comunes, la definicion 6.2 equivale a la siguiente: 

Sea a 2 (x 0 ) = 0. Formense P(x) y Q(x) reduciendo a](x)la 2 (x) y a 0 (x)/a 2 (x) a sus 

terminos mas simples, respectivamente. Si el factor (x-xo) esta, cuando mucho, 
elevado a la primer a potencia en el denominador de P(x), y cuando mas a la s egunda 
potencia en el denominador de Q(x), entonces x = x 0 es un punto singular regular. 


EJEMPLO 1 


Clasificacion de los puntos singulares 


Debe ser obvio que x = — 2 y x = 2 son puntos singulares de la ecuacion 


(x 2 - 4 ) 2 y" + (x - 2)y' + y = 0. 
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A1 dividir la ecuacion entre (x 2 - 4) 2 = (x - 2) 2 (x + 2) 2 , hallamos 

= (x - 2)(x + 2f y 

Ahora investigaremos P(x) y Q(x) en cada punto singular. 

Para que x = - 2 sea un punto singular regular, el factor x + 2 puede aparecer elevado, 

cuando mucho, a la primera potencia en el denominador de P(x) y, tambien cuando mas, a 

la segunda potencia en el denominador de Q(x). A1 examinar P(x) y Q(x) se advierte que no 
se cumple la primera condition y, por consiguiente, x = - 2 es un punto singular irregular, 

Para que x = 2 sea un punto singular regular, el factor x - 2 puede aparecer elevado, 

cuando mas, a la primera potencia en el denominador de P(x ) y, tambien cuando mucho, a 
la segunda potencia en el denominador de Q(x). A1 examinar P(x) y Q(x) se comprueba que 
se cumplen ambas condiciones, de modo que x = 2 es un punto singular regular. 


EJEMPLO 2 


Clasificacion de puntas singulars 


x = 0 y x = -1 son puntos singulares de la ecuacion differencial 


x 2 (x + 1 ) 2 y" + (x 2 - l)y' + 2y = 0. 


A1 examinar 


P(x) = 


x-1 
x\x + 1) 


y 


Q(x) 


2 

Jt 2 (x + l ) 2 


se ve que x =0 es un punto singular irregular porque (x - 0) aparece elevado al cuadrado en 
el denominador de P(x). Pero observese que x = -1 es un punto singular regular.. ■ 


EJEMPLO 3 


Clasificacion de puntas singulares 

a) x = 1 y x - -1 son puntos singulares regulares de 


(1 - x 2 )y" - 2xy' + 3oy = 0. 


b) x = 0 es un punto singular irregular de x’y" - 2 xy' + 5y = 0 porque 


p ( x ) = y Q(x) 


c) x - 0 es un punto singular regular de xy" - 2xy' + 5y = 0, puesto que 


P(x) = -2 


Q(x) = ? 
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Observese que, en la parte c) del ejemplo 3 (x - 0) y (x - 0) 2 ni siquiera aparecen en los 
denominadores de P(x) y Q(x), respectivamente. Recuerdese que esos factores pueden aparecer, 
cuando mucho, en esa forma. Para un punto singular x = Xq, toda potencia no negativa de (x - 
xo) menor de uno (es decir, cero) y toda potencia no negativa menor de dos (es decir, cero o 
uno) en los denominadores de P(x) y Q(x), respectivamente, implican que xo es un punto 
singular regular. 

Tambien debemos recordar que los puntos singulares pueden ser numeros complejos. Asf, 
x = 3i y x = - 3/ son puntos singulares regulares de la ecuacion (x 2 + 9)y” - 3xy' + (1 - x)y = 0 
porque 

P ^ = (x - 3 i)(x + 30 y ^ = (x - 3 i)(x +3ij' 


EJEMPLO 4 


Ecuacion de Cauchy-Euler 


De acuerdo con lo que explicamos sobre la ecuacion de Cauchy-Euler en la section 4.7, 
podemos demostrar que y^ = x 2 y y 2 = x 2 In x son soluciones de la ecuacion x 2 y" - 3 xy' + 4 y 
- 0 en el intervalo (0, °°). Si intentaramos el procedimiento del teorema 6.1 en torno al punto 
singular regular x = 0 (esto es, una solucion supuesta en la forma y = £“=o c n x”), solo 
podriamos obtener la solucion y\ = x 2 . El hecho de no poder obtener la segunda solucion no 
es de sorprender, porque In x no posee un desarrollo en forma de serie de Taylor en tomo a 
X — 0; por lo tanto, es imposible expresar yi — x* In x como serie de potencias en x. ■ 


EJEMPLO 5 


Una ecuacion diferencial sin solucion en forma de serie de potencias* 


La ecuacion diferencial 6x 2 y"+ Sxy' + (x 2 - l)y = 0 tiene un punto singular regular en x =0, 
pero no tiejje solucion alguna que este en forma y = E^=o c„x". Pero de acuerdo con el 
procedimiento que describiremos a continuacion, se puede demostrar que existen dos 
soluciones en serie de la forma: 


y = z 


71 + 1/2 


y = 2 c » x 

n =0 


n- 1/3 


Metodo de Frobenius Para resolver una ecuacion diferencial como la (1) en tomo a un 
punto singular regular, se aplica el siguiente teorema, debido a Georg Ferdinand Frobenius. 


TEOREMA 6.2 


leorema de Frobenius 


Si x = xo es un punto singular regular de la ecuacidn (1), existe al menos una solucidn en 
serie de la forma: 


y-{x- x Q y 1 c„(x-x o)" = I c„(x-x 0 } 

n~0 n-0 


n+r 


( 3 ) 


en donde el numero r es una constante por determinar. Esta serie converge cuando menos en 
algun intervalo 0 < x - xo < R. 


*N. del R. I: Las series introducidas en el ejemplo 5 suelen llamarse series de potencias fraccionarias y las ordinarias, 
series de potencias enteras. 
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Notense las palabras al menos al principio del teorema 6.2. Significan que, a diferencia 
del teorema 6.1, este no garantiza que haya dos soluciones de la forma indicada. El metodo de 
Frobenius consiste en identificar un punto singular regular, xq, sustituir y = X~=o c„(x - Xo) n+r 
en la ecuacion diferencial y determinar el exponente r desconocido y los coeficientes c„. 

Al igual que en la section anterior para simplificar siempre supondremos, sin perdida de 
generalidad, que xq = 0. 


EJEMPLO 6 


Solucion en serie en torno a un punto singular regular - 

Como x = 0 es un punto singular regular de la ecuacion diferencial 

3 xy" + y’ - y = 0, (4) 

Propondremos una solucion del tipo y = Z~= n c„x" + _ r . Vernos que 


y’ = 2 (n + r)c n x n+r ~ 1 

n=0 


y y" = 2 (n + r)(n + r - 1 )c n x 




n+r-2 


de modo que 


3 xy" +y' - y = 3Y(n+ r)(n + r - l)c n x n+r ~ x + Y(n + r)c n x 


n+r-l , 


c n x 


= S ( n + r)(3n + 3r ~ 2)c n x n+r ~ ] - j? c n x n +' 

r(3r - 2)c 0 x _1 + (n + r)(3n + 3r - 2)c„x n ~ 1 - c „x n 


n=1 


«=0 


k = n - 1 


k = n 


r(3r ™ 2)c 0 x~ 1 + ^[(k + r + 1)(3 k + 3r + l)c m - c k ]x k 


= 0 , 


y por lo anterior r{3r - 2)co = 0 

(k + r + 1)(3 k + 3r + 1 )c k+1 - c k = 0, k =0,1,2,.... (5) 

Como no ganamos nada al escoger co = 0, se debe cumplir que 

r(3r ~ 2) = 0 (6) 

Y Ck+l - (k + r + l)(3k + 3 r + 1)’ k '~ (7) 

Los dos valores de r que satisfacen la ecuacion (6) son r\= - y rj = 0 y, al sustituirlos en la 
ecuacion (7), dan lugar a dos relaciones de recurrencia distintas: 

T1 = t Q+1 = ~(3k+5)(k+~\y k ~ 0 ’ 1,2 ■ ■ (8) 
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r 2 = 0 : 


Q+l 


Ck 


(ifc+ l)(3Jt+ 1) 


• A =0,1,2 


(9) 


A1 iterar (8) obtenemos 


Cl = 


c 3 = 


Co 

5-1 
C] __ Co 

C2 . 


2!5 • 8 

CO 


C4 : 


11-3 3!5 • 8 • 11 

Cl _ CO 


14-4 4!5 -8-11-14 


c„ = 


Co 


n!5 -8-11 •• -(3/i + 2)’ 


n = 1,2,3,..., 


mientras que al iterar (9) obtenemos 



Cl _ Cp 

2-4 2!1 • 4 


c 2 Co 

C3 3-7 311-4-7 

C3_ Co 

= 4-10= 411-4-7 • 10 


C„ = 


Co 


nil 


4-7- • -(3/1-2)’ n ii 2 ’ 3 '--- 


Hemos llegado asi a dos soluciones en serie: 



yi Ci>X [ 1 + „? 1 n!5-8-ll---(3n + 2) X ] 

( 10 ) 

y 

y 2 -c 0 x [l + i n!1 . 4 . 7 ... (3n _ 2 )*]- 

( 11 ) 


Con el criteriodelarazonsepuededemostrarque(10)y(ll) convergenambasparatodos 
los valores finitos de x. Asimismo, por la forma de (10) y (11), es posible ver que ninguna 
de esas series es multiplo constante de la otra y, por consiguiente, que yi(x) y y 2 (x) son 
soluciones linealmente independientes en el eje x, Entonces, de acuerdo con el principio de 
superposiciOn, 


y = Qyi{x) + C 2 y 2 (x) 


= Q x m 


+ 1 


„n+2/3 


" 1 n!5-8-ll---(3n + 2)' 
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+ C 2 


i + 2 


i 


^[n\l • 4 • 7 • • • (3n - 2) 


x n 


es otra solution de (4). En cualquier intervalo que no contenga el origen, esta combination 
representa la solution general de la ecuacion diferencial. ■ 


Aunque el ejemplo 6 muestra el procedimiento general de aplicacion del metodo de 
Frobenius, hacemos notar que no siempre podremos determinar con tanta facilidad dos solu- 
ciones o determinar dos soluciones que sean series infinitas formadas totalmente por potencias 
de x. 


Ecuacion de indices o indicativa La ecuacion (6) se llama ecuacion indicativa del 

problema, y los valores f] = \ y r 2 ~ 0 son las raices o exponentes indicativas o simplemente 
Indices de la singularidad. En general, si x - 0 es un punto singular regular de (1), las funciones 
xP(x ) y x 2 Q(x) obtenidas de (2) son analiticas en cero; es decir, los desarrollos 

xP(x) =Po + Pix + p 2 x 2 + ••< Y x 2 Q(x ) = q a + q x x + q 2 x 2 + • • • (12) 

son validos en intervalos que tengan un radio de convergencia positivo. Despues de sustituir 
y = E”= 0 en (1) o (2) y simplificar, la ecuacion indicativa es cuadratica en r, y se origina 

al igualar a cero el coeficiente total de la potencia minima de x. Un desarrollo directo muestra 
que la ecuacion indicativa general es 

r(r - 1) + por + q 0 = 0. (13) 

Con esta ecuacion se obtienen los dos valores de los exponentes y se sustituyen en una relation 
de recurrencia como la (7). El teorema 6.2 garantiza que se puede encontrar al menos una 
solucion en serie de la forma supuesta. 

Casos de las raices indicativas Al aplicar el metodo de Frobenius se pueden diferen- 
ciar tres casos, que corresponden a la naturaleza de las raices indicativas. Para fines de nuestra 
description, supondremos que r\ y r 2 son las soluciones reales de la ecuacion indicia 1 y que, 
cuando difieran, r\ representa la raiz mayor. 

Caso I; las taices no difieren en in enteio Si r \y r 2 son distintas y no difieren en un 
entero, existen dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1), cuya forma es 


Yl =2 c n x n + r ', Co* 0 

n = 0 


y 2 =lb n x +r \ bo*Q. 
n = 0 


(14a) 

(14b) 


EJEMPLO 7 


Caso I:' dos soluciones de la fotma (3 - 

Resuelva 2 xy" + (1 + x)y' + y - 0. 

SOLUCION Si y = 2£= 0 c^ r , entonces 

2 xy" + (1 + x)y' + y = 2 (n + r)(n + r - 1 )c n x n+r ~' + (n + r)c,je" +r_1 


( 15 ) 


«=0 


n=0 
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+ 2 (n + r)c n x n+r + 2 C„J 


/?=0 


= 2 ( n + 0(2« + 2r - l)c„jc n+r " 1 + 2 (n + r + l)c„x 


n=0 

: x r 


n=0 


w 00 

r(2r - l)c 0 ^ _1 + T (n + r)(2n + 2r - l)c n jc""' + T, (n + r + 1 )c„x" 

«=! '*=o v 


-7- 

k = n - 1 


-V V,- 


-V- 

k = n 


r(2r - l)c 0 x _1 + S [(k + r + 1)(2* + 2r + l)c t+1 + (k + r + l)c k ]x l 


= 0, 


lo cual implica que r(2r - 1) = 0 (16) 

Ik + r + 1)(2 k + 2r+ 1 )c*+, + (k + r + l)c* = 0, A: = 0, 1, 2,... . (17) 

En la ecuacion (16) vemos que las rafces indicativas son r\ = j y r 2 - 0. Dado que la 
diferencia entre ellas no es un niimero entero, tenemos la garantia de contar con las 
soluciones indicadas en (14a) y (14b), linealmente independientes y con la forma y\ = 

^=oc^ +,/2 yy 2 = I“ =0 c^. 

Para r\ = ± podemos dividir la ecuacion (17) entre k + ^ para obtener 


Ckn = 2 (k + 1) 

c = Z£o 

Cl 2-1 

, -Z£l - , C Q 
C2 2-2“2 ZT 2l 

c =Z£l = -z£SL. 

3 2-3 2 3 • 3! 


entonces 



( 18 ) 


que converge cuando x > 0. Tal como aparece, esta serie no tiene validez para x < 0 por la 
presencia de x 1/2 , 

La ecuacion (17), para r 2 = 0, genera los coeficientes 


C*+1 = 


~c k 
2k+ 1 


Cl 


-cp 

1 


„_Cl _ Cq 

2 3 1-3 
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_ C2 _ c 0 

3 5 1 - 3-5 

r - ~ c 3 _ Cn 

4 7 1 • 3 • 5 • 7 


c„ = 


(- 1 )% 


. «=1,2,3,. 


1 • 3 • 5 • 7 ■ • • (2n - 1) 

Por consiguiente, una segunda solution de (15) es 

*= 4 1 + 1 l-3-S-7‘ 1) "(2 n -l)4 

La solution general es y = C\y\(x) + C-yyi{x), en el intervalo (0, °°)- 


* < 


(19) 


Cuando las raices de la ecuacion diferencial difieren en un entero positivo, podremos 
determinar o no dos soluciones de (1) en la forma de (3). Si no es posible, la solution que 
corresponde a la raiz menor contiene un termino logaritmico. Cuando las raices de la ecuacion 
indicativa son iguales, una segunda solucion contiene siempre un logaritmo. Este ultimo caso 
es analogo a las soluciones de la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler cuando las raices de la 
ecuacion auxiliar son iguales. Pasaremos a los dos casos siguientes. 

CASO II: las raices difieren en un entero positivo Si r\ - ri = N, donde N es un entero 
positivo, existen dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1) con la forma 

y\ = l c n x n + r \ co^O (20a) 

n = 0 

y 2 = Cy\ (x) In x + I b + r \ bo * o, (20b) 

n = 0 


en donde C es una constante que podria ser cero. 

CASO HI; raices indicativas iguales Si r\ - rj, siempre existen dos soluciones, linealxnen- 

te independientes de la ecuacion (1) que tienen la forma 


y\ = 'L c n x* +r \ Co ^ 0 

n = 0 


(21a) 


yi = ^t(x)lnx + z ib n x n + r <. 

n-0 


EJEMPLO 8 


Caso II: dos soluciones con la forma de (3) 


(21b) 


Resuelva xy" + (x - 6)_v' - 3y = 0. 

SOLUCION La hipotesis y = Z^ = 0 c n x n + r conduce a 


( 22 ) 
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xy” + (x - 6 )y' - 3 y 

= 2 (n + r)(n + r - 1 )c b jc" + ^‘ - 6 Jjn + + j? (n + r)c n x n+r - 3 £ c „;c" +r 


n-0 


n=0 


n=0 


- r 


r(r - l)c 0 x 1 + 2 (n + r)(n + r - l)c n x n 1 + ^ (n + r - 3)c„x" 

n=l n=0 

V -7-^ ^-V-' 

k = n - I k = n 

oo 

r(r - 7)c 0 Jf 1 + ^ [(k + r + l)(k + r - 6)^+, + (k + r - 3)c k ]x k 

k =0 


0 . 


Asf r(r -7)-0, de suerte que r\ = 7, - 0, r \- ^ = 7 y 

(k + r + l)(k + r - 6)c k+1 + (k + r - 3 )c k = 0, = 0, 1 , 2 ,.... (23) 

Para la raiz mas pequena r 2 — 0, la ecuacion (23) se transforma en 


(k + l)(k - 6)c fc+1 + (k - 3 )c k = 0. (24) 

Como k - 6 = 0 para k = 6 , no dividiremos ente este termino sino hasta que k > 6 . Vemos c[ue 

1 '(-6)c,+ (-3)c 0 = 0 

2 . (-5)c 2 + (-2)c,= 0 

3. (-4)c 3 +(-l)c 2 = 0 
(-3)c 4 + 0 ’ c 3 = o'] 


Por consiguiente, 


4 

5 

6 
7 


(-2)c 5 + 1 . c 4 = o 
(-l)c 6 + 2 1 Cj = 0 
OC 7 + 3 • Cf, = 0 

1 

c \ = ~2 C 0 


implica C/\ = C 5 - = 0 

<— pero CO y C 7 pueden ser 
elegidas en forma arbitraria 


Cj = " 5 Cl = 


10 


Cq 


(25) 


c 3 : 


12 C2 120 Co ‘ 


Para k>7, 


■(k - 3) 

Ck+i = (k+ l)(k - 6) Ck ‘ 


-4 

Cs= 8^1 Cl 

_ -5 4-5 

Cg 9-2 Cs 2!8 ■ 9 C? 

-6 _ -4-5-6 

Clo_ 10-3 9 3!8- 9 * 10 C? 


A1 iterar esta formula obtenemos 
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(~l)» +1 4-5-6-. • (w^4) n = 8 9 10 
C " (n - 7) !8 • 9 • 10• • •« C? ’ 

Si escogemos c7 = 0 y Cq t 0, llegamos a la solucion polinomial 


1 1 , 1 2 1 3 
120 * 


yi = c 0 1 

pero cuando c 7 £ 0 y Co = 0, una segunda solucion en serie, si bien infinita, es 

^ £-l)" +1 4 • 5 • 6 •••(« — 4) I 


yi =c 7 


= c 7 


n =8 (n — 7)!8 ■ 9 • 

(—1)*4 • 5 • 6 • • • (k + 3) 


7 4 . y v ±1 u v"- 1 r t + 7 
S *!8 • 9 • 10 * - - (Jfc + 7) J’ 


X <00. 


Por ultimo, la solucion general de la ecuacion (22) en el intervalo (0, 00 ) es 

Y = C x y x {x) + C 2 y 2 {x) 

= Q 


( 26 ) 


(27) 


(28) 


1 — - V 4- — r 2 — ^ r 3 

4 . c 1 v • 5 • 6 • 

•*( fe + 3) * + 

2 10 120 _ 

+ C H h m-9-io-. 

•(* + 7) 


Es interesante observar en el ejemplo 8 que no usamos la raiz mayor, r\ = 7. Si lo 
hubieramos hecho, habriamos obtenido una solucion en serie* y = q CmX" + 7 , donde las c„ 
estan definidas por la ecuacion (23), con r\ = 7: 


c k +1 — 


(fc + 8)(A; + 1) 


k = 0,1,2,..' 


A1 iterar esta relacion de recurrencia solo tendriamos una solucion, la que aparece en la 
ecuacion (28), en donde Co corresponderia a C 7 . 

Cuando las raices de la ecuacion indicativa difieren en un entero positivo, puede ser que 
la segunda solucion contenga un logaritmo. En la practica esto es algo que no sabemos por 

anticipado, pero que queda determinado al calcular las raices de la ecuacion indicativa y 

examinar con detenimiento la relacion de recurrencia que define a los coeficientes c n . Como 

acabamos de ver en este ejemplo, tambien puede suceder que -por suerte-, determinemos 
dos soluciones que s61o comprenden potencias de x. Por otra parte, si no podemos hallar una 
segunda solucion en serie, siempre podremos recurrir a 


yi 



e -iP(x)dx 

yi 2 W 


dx 


(29) 


que tambien es una solucion de la ecuacion y” + P(x)y' + Q(x)y = 0, siempre y cuando y 1 sea 
una solucion conocida (vease Sec. 4.2). 


♦Observese que tanto la serie (28) como esta comienzan en la potencia x 7 , En el caso II siempre se aconseja trabajar 
primero con la ralz menor. 
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EJEMPLO 9 


Caso II: una solucion de la forma (3) 


Determine la solucion general de xy” + 3y' “ y = 0. 

SOLUCION Aqui el lector debe comprobar que las raices indicativas son r\ = 0, ri~ — 2, 
r\ — ri = 2 y que con el metodo de Frobenius solo se llega a una solucion: 

y ' = tM^i x ’ =1+ i x+ li , ‘’ + m x ’ + -"- <3# 

Con la ecuacion (29) obtenemos una segunda solucion: 




-f(3/x)dx 




=yiW / 


1 l I 

x 3 1 4 — x 4- — x} 4*- x} 4" 

3 24 360 


1+ r + £*' + £ x ' + 


cuadrada 


Cl 2 1 19 

<r- division larga 

= * {x) [~h + h + \"' x ~Wa x + "\, 

*4 <31) 


Por consiguiente, en el intervalo (0, <») la solution general es 


'l / 1 2 19 V 

Y = C x y x {x) + C 2 -y 1 (x) ln JC + yi(jt)^-^ + — “270^+ ‘ ‘ ’jj. ( 32 ) 


donde yi(x) esta definida por (30). 


EJEMPLO 10 


Caso III: determinaci6n de la segunda solucion 


Halle la segunda solution de xy” + y’ - 4y = 0. 

SOLUCION La solution propuesta y = E“ = o c n x n * r conduce a 

00 00 * 

xy" + y’ - 4y = 2 (n + r)(n + r - l)c„*" +r_1 + ]?(« + r)c„x n+r ~ i - 4 X c n*" 


= 2 ( n + r) 2 c n x n+r 1 - 4 2 c„x n 

n =0 n=0 
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= r 


r\x~ l + 2 ( n + r) 2 c„x"- ] - 4 S c„x n 


n=l 


k = n - 1 


k — n 


00 

= X' r 2 c oJT 1 + 2 [(k + r + 1 ) 2 c M - 4c k ]x k 

k =0 


= 0. 


Por lo tanto, r 2 = 0 y, por lo mismo, las rai'ces indicativas son iguales: r\ - rj = 0. Ademas, 
tenemos que 


(k + r + 1 ) 2 c t+] ~ 4c* = 0, k = 0, 1, 2. ( 33 ) 

Esta claro que la ralz /q = 0 solo da una solucion, que corresponde a los coeficientes definidos 
por iteration de 


El resultado es 


C K+1 = 


4 c* 


0k + If 

il 


, k = 0,1,2,.... 


y\ = c ^7ZWi x ^ |jc| < 00. 


(34) 


Para obtener la segunda solucion linealmente independiente escogemos cq = 1 en (34) y 
empleamos (29): 


y 2 


= yi(*) I 


,-S(llx)dx 


= yi(x) f- 
> 

= yi( x ) / - 


dx 


1 + 4x + 4x 2 + ^x 3 + 


dx 


-» (x > SI 

“yi 

= yM 


<(xj 


1 + 8* + 24x 2 + : fx 3 + • ■ 

1479 

1 - 8* + 40* 2 - ^X 3 + 


1 1472 , 

— 8 + 40*-— x 2 + • • • 

* 9 


dx 


dx 


1479 

In * - 8 * + 20 jc 2 - ~^j~x 3 + 


Asf, en el intervalo (0, <x>) ; la solucion general es 


y = Qyi(x) + C 2 


yix) In x 1 y : (*) ( -8* + 20 jc 2 - ~^x 3 



en donde y i(*) esta definida por (34). 
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Empleo de computadoras Resulta obvio que las operaciones de los ejemplos 9 y 10, 
como elevar una serie al cuadrado, la division larga entre una serie y la integration del cociente, 
se pueden realizar a mano; pero nuestra existencia se puede facilitar porque todas esas 
operaciones, incluyendo la multiplication indicada en (31), se pueden efectuar con relativa 
facilidad con ayuda de un sistema algebraico de computation como Mathematica, Maple o 
Derive. 


Observation 


i) A proposito no hemos mencionado algunas otras complicaciones que surgen cuando se 

resuelve una ecuacion diferencial como la (1) alrededor de un punto singular x 0 . Las raices 

indices r\ y r 2 pueden ser numeros complejos. En este caso, la igualdad r] > r 2 carece de 

significado y se debe reemplazar con Re(ri) > Re(r 2 ) [si r = q + i/3, entonces Re(r) = a], En 
particular, cuando la ecuacion indice (o indicativa) tiene coeficientes reales, las raices seran un 
par complejo conjugado r\ = q + i/3, r 2 = a - i(3, y r\ - r 2 = 2i/3 * entero. Asi, para xo = 0, siempre 
existen dos soluciones, y I = 2£ =0 cjs ' ,+r 'y y 2 = n+ri . Ambas soluciones dan valores 

complejos de y para toda selection de x real. Podemos superar esta dificultad aplicando el 
principio de superposicion y formando las combinaciones lineales adecuadas de y,(x) y y 2 (x) 

para producir soluciones reales (vease el caso III en la seccion 4.7). 

ii) Si x 0 = o es un punto singular irregular, es posible que no podamos determinar soilin'on 
alguna de la forma y = I” = 0 c,/' +r . 

iii) En los estudios mas avanzados de ecuaciones diferenciales, a veces es importante examinar 

la naturaleza de un punto singular en », Se dice que una ecuacion diferencial tiene un punto 

singular en oo si, despues de sustituir z = l/x, la ecuacion que resulta tiene un punto singular en 

2 = o. Por ejemplo, la ecuacion diferencial y" + xy = o no tiene puntos singulares finitos; 
sin embargo, de acuerdo con la regia de la cadena, la sustitucion z = l/x transforma la 
ecuacion en 

&+ 2 .‘£+ y-„. 

dz 2 dz 

(Compruebelo.) Al examinar P(z) = 2/z y Q(z ) = 1/z 5 se demuestra que z = 0 es un punto singular 

irregular de la ecuacion; en consecuencia, <» es un punto singular irregular. 


EJEROCOS 6.3 


Determine los puntos singulares de cada ecuacion diferencial en los problemas 1 a 10. 
Clasifique cada punto singular en regular o irregular. 

1. + 4*y + 3y = 0 2. xy" - (x + 3 )~ 2 y = 0 

3. (x 2 - 9) 2 y" + (x + 3)y' + 2y = 0 


5. (x 3 + 4x)y" - 2 xy’ + 6y = 0 

6. x 2 (x - 5 fy" + Axy’ + (x 2 - 2S)y = 0 

7. (x 2 + x — 6)y” + (x + 3 )y’ + (x - 2)y = 0 

8. x(x’ + 1 ) 2 y" + y = 0 
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9 . x\x 2 - 25)(x - 2 ) 2 y" + 3x(x - 2)y' + 7(x + 5)y = 0 

10. (* 3 2x 2 3xfy" + x(x - 3 ) 2 y' (x + \)y = 0 

En los problemas 11 a 22 demuestre que las raices indicativas no difieren en un entero. Use el 
metodo de Frobenius para llegara dos soluciones linealmente independientes en serie alrededor 
del punto singular regular xo = 0. Forme la solucion general en (0, o°). 

11. 2 xy" - y' + 2y = 0 12. 2 xy" + 5y' + xy = 0 

13. 4xy" + y| y'14. + *y' 0 +2x 2 y" + - ll)y =0 

15. 3 xy" + (2 - x )y' -y = 0 16. x 2 y" - ( x - jj ) 0 

17. 2xy" - (3 + 2x)y' +y= 0 18. x 2 y" + xyy+fjt: 2 -^) = 0 

19. 9 x 2 y" + 9x 2 y' + 2y = 0 20. 2x 2 y" + 3xy' + (2x - l)y = 0 

21. 2 x 2 y" -x(x - 1 )y’ -y= 0 22. x(x - 2)y" + y' - 2y = 0 

En los problemas 23 a 30 demuestre que las raices de la ecuacion indicativas difieren en un 
numero entero. Aplique el metodo de Frobenius para obtener dos soluciones linealmente 
independientes en serie alrededor del punto singular regular xq = 0. Forme la solucion general 
en (0, oo). , \ 

23. xy" + 2/ *y = 0 24. x 2 y" + xy' + \ x 1 - ^ / y= 0 

25. x(x - 1 )y" + 3y' - 2y = 0 26. y" + - y' - 2y = 0 

27. xy" + (1 - x)yV - = 0 28. xy" + y^ 0 

29. xy" + y'y + = 0 30. xy" - xy' + y= 0 


d.4 


DOS ECUACIONES ESPECIALES 

■ Ecuacion de Bessel ■ Ecuacion de Legendre ■ Solucion de la ecuacion de Bessel 

■ Funciones de Bessel de primera clase • Funciones de Bessel de segunda clase 

■ Ecuacion parametrica de Bessel ■ Relaciones de recurrencia M Funciones de Bessel esfericas 

■ Solucion de la ecuacion de Legendre • Polinomios de Legendre 


Las dos ecuaciones 


x 2 y" + xy' + (x 2 - 1 /) y = 0 

(1) 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + n{n + 1) y = 0 

(2) 


aparecen con frecuencia en estudios superiores de matematicas aplicadas, fisica e ingenieria. 
Se llaman ecuacion de Bessel y ecuacion de Legendre, respectivamente. Para resolver la (1) 
supondremos que v > 0, mientras que en la (2) solo consideraremos el caso en que n es entero 
no negativo. Como se trata de obtener soluciones de cada ecuacion en serie alrededor de x = 0, 
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advertimos que el origen es un punto regular singular de la ecuacion de Bessel pero es un punto 
ordinario de la ecuacion de Legendre. 

Solucion de la ecuacion de Bessel Si suponemos que y - I“ = 0 c„x n+r , entonces 


x 2 y" + xy' + ( x 2 — v 2 )y - 2 c„(n + r)(n + r - l)x" +r + c„(n + r)x n+r + 2 c n x n 


+r+2 


n=0 


- v 1 y c n x n+r 


= c 0 (r 2 - r + r - v 2 )x' 

Of oo 

+ x r Yc n [(n + r)(n + r - 1) + (n + r) - v 2 ]x n + x'2 

n=l n =0 

00 00 

= c 0 (r 2 - v 2 )x r + X c M n + r Y ” p 2 ]*" + X r 2 C„a:" +2 . 

«=1 «=0 


n+2 


(3) 


En (3) vemos que la ecuacion indicativa es r 2 - u 2 = 0, de modo que las raices mdice son r\ = v 
y f 2 = -v. Cuando r\ = u, la ecuacion (3) se transforma en 


+ 2v)x" + ac" Y c n x 


n+2 




= -f 1 ’ (1 + 2v)c\X + 2 c„n(n + 2v)x" + Y c n x n+2 
L n=2 "o J 


k = n - 2 


k = n 


= *'[ 


(1 + 2v) Cl * + 2 [(k + 2)(* + 2 + 2 v)c* +2 + c k ]x k+2 


= 0. 


Por lo tanto, se debe cumplir que 


(1 + 2v)c,= 0 
(k + 2){k + 2 + 2v)c k+ i + c* = 0 

0 sea que C M = 2 + 2v)’ *= 0,1,2,. ( 

La opcion c\ = 0 en esta ecuacion trae como consecuencia que C 3 = C 5 = C 7 = . . = 0, asi que 
cuando k = 0, 2, 4,.. . vemos, despues de hacer k + 2 = 2n, n = 1, 2, 3, . . • , que 


. _ frn-2 

2 " = 2 2 n(n + v) 

r - C ° 

2 = 2 2 ' 1 • (1 + v) 

c * = - 2 2 • 2(2 + v) = 24 .1 . 2(1 +V)(2 + v) 

C - c 4 _£0_ 

6= 22 • 3(3 + v) = 2 6 1 1 > 2 < 3(1 + v)(2 + v)(3 + v) 


( 5 ) 
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c >" = vn 77? , L - 7 — 7 , n= 1,2,3,... . (6) 

2 2n nl(l + v)(2 + v) (n + v) 

Se acostumbra elegir un valor patron especifico para co, que es 

1 

Co = 2T(1 + v)’ 

en donde T(1 + v) es la funcion gamma. (Vease el Apendice 1.) Como esta funcion posee la 
comoda propiedad de que T(1 + q) = c*r(a), podemos reducir el producto indicado en el 
denominador de (6) a un solo termino; por ejemplo, 

r(i + v+ 1 ) = (i + ?)r(i + v) 

r(l + v + 2) = (2+ v)r(2 + v) = (2 + u)(l + i>)r(l + v). 

Por consiguiente, podemos expresar (6) en la forma 


Cln 2 2n+, '«!(l +v)(2+ v) '"fn + ^)r(l + v) 2 2n+v n\r(l + v+ n) 

para n- 0,1,2,.... 

Funciones de Bessel de primera clase La solution en serie y = E“ =0 C 2 n x 2n+ ' ! se 
suele representar mediante J v (x)\ 


Jv(x) = X 


til 


o «ir(l + v + n) 


/ x V«+^ 


(7) 


Si v ^ 0, la serie converge al menos en el intervalo [0, °°). Tambien, para el segundo exponente 
r 2 = obtenemos, exactamente del mismo modo, 




nr 


2n-u 


• v + n) o 2 


( 8 ) 


Las funciones J„(x) y J- V (x) se llaman funciones de Bessel de primera clase o de primera 
especie, de orden u y —v, respectivamente. Segun el valor de v, la ecuacion (8) puede contener 

potencias negativas de x y, por consiguiente, converger en (0, °°).* 

Es necesario tener cierto cuidado al escribir la solucion general de (1). Cuando v — 0, (7) 
y (8) son iguales. Si v> 0 y r\ —ri = v—(—v)~ 2^110 es un entero positivo; entonces, de acuerdo 
con el caso 1 de la seccion 6.3, Jj(x) y J_ j(x) son soluciones linealmente independientes de (1) 
en (0, °°), asf que la solution general del intervalo es y = C\JJx) + ciJ-dx). P ero tambien 
sabemos que, de acuerdo con el caso II de la seccion 6.3, cuando r\ — ri = 2v es un entero 

positivo, quiza exista una segunda solucion de (1) en forma de serie. En este segundo caso hay 

dos posibilidades: cuando v = m= entero positivo, J-,(x), definido por (8) y J m (x) no son 
soluciones linealmente independientes. Se puede demostrar que J_ m es un miiltiplo constante 
de J m [vease la propiedad i) en la pagina 283]. Ademas, r\ —rj = 2i/puede ser un entero positivo 


*AI reemplazar x por [*|, las series de las ecuaciones (7) y (8) convergen para 0 < [*(< «, 
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cuando u es la mitad de un entero positivo impar. Se puede demostrar que, en este caso, Jj(x ) 
y J- V {x) son linealmente independientes; en otras palabras, la solucion general de (1) en (0, 
oo) es 

y = C] J v (x) + c 2 J_ v (x), uf entero. (9) 

La figura 6.2 ilustra las graficas dey = Jo(x) y y - J\(x). 



EJEMPLO 1 


Solucion general: v no es entero 


Si i/= I y i/ = i la solucion general de la ecuacion x 2 y" + xy’ + ( x 2 - Y)y - 0 en (0, °°) es I 
y = c\J\n(x) + c 2 J-m(x). ■ 


Funciones de Bessel de segunda elase Si V t- entero, la funcion definida por la 
combinacion lineal 


YXx) = 


COS VK J„(x) -J-„(x) 
sen i/7r 


( 10 ) 


y la funcion J„(x) son soluciones linealmente independientes de (1); por consiguiente, otra 
forma de la solucion general de (1) es y = c\ J„(x) + cjY^x), siempre y cuando entero. Cuando 
V — » m (donde m es entero), la ecuacion (10) tiende a la forma indeterminada 0/0; sin embargo, 
con la regia de L’Hopital se puede demostrar que Ifm, m YJix) existe. Ademas, la funcion 

Y m (x) = Km YJx) 
v^>m 

y Jm{x) son soluciones linealmente independientes de x 2 y" + xy + (x 2 - m 2 )y = 0; por lo tanto, 
para cualquier valor de v, la solucion general de (1) en (0, oo) se puede escribir 

y = Cl JJ,x) + c 2 Y v (x). (11) 

YJ^x) se llama funcion de Bessel de segunda elase, o de segunda especie, de orden v. En la 
figura 6.3 aparecen las graficas de Yo(x) y Fi(x). 



FIGURA 6.3 
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EJEMPLO 2 


Solucion general: v entero 


La solucion general de la ecuacion x 2 y" + xy' + (x 2 - 9 )y = 0, en (0, °°), es y = C\Ji{x) + 
C 2 Yi(x). Esto lo podemos ver con la ecuacion (11) si identificamos a i? = 9 y, por 
consiguiente, v - 3. ■ 


Aveces es posible transformar determinada ecuacion diferencial en la forma de la ecuacion 
(1) cambiando la variable. Entonces se puede expresar la solucion general de la ecuacion ori¬ 
ginal en terminos de funciones de Bessel. En el ejemplo 3 se muestra esta tecnica. 


EJEMPLO 3 


Regreso al resorte desgastable 


En la seccion 5.1 describimos que un modelo matematico del movimiento libre no amorti- 
guado de una masa fija a un resorte que se desgasta es mx" + ke~ al x = 0, a > 0. Ahora ya 
podemos determinar la solucion general de esta ecuacion. Se deja como problema demostrar 


que el cambio de las variables s = ~ 
resorte que se desgasta en la forma a 



transforma la ecuacion diferencial del 


,d 2 x , dx 


+ s^ + s 2 x = 0. 


ds 2 ds 


Reconocemos que esta ecuacion tiene la forma de (1) con v — 0, donde los simbolos x y s 
desempenan las funciones dey y x, respectivamente. La solucion general de la nueva ecua¬ 
cion es x = c\Jq(x) + C2lo(5). Si restituimos s, la solucion general de mx" + ke~ at x - 0 es 


x(t ) = Cj/o (- J— e- 
\otym 


at! 2 


+ c 2 Y 0 I -. 


9 -atl 2 


a V m 


Veanse los problemas 39 y 40 en los ejercicios 6.4. ■ 

El otro modelo de un resorte de la seccion 5.1, city as caracteristicas cambian al paso del 
tiempo, era mx" + ktx = 0. Al dividir entre m reconocemos que se trata de la ecuacion de Airy, 
y” + c?xy — 0. Vease el ejemplo 4, seccion 6.2, La solucion general de la ecuacion diferencial 
de Airy tambien se puede expresar en terminos de funciones de Bessel. Veanse los problemas 
41 a 43 en los ejercicios 6.4. 

Ecuacion parametrica de Bessel Si reemplazamos X con Xx en la ecuacion (1) y 
aplicamos la regia de la cadena, llegaremos a una forma alternativa de la ecuacion de Bessel, 

la ecuacion parametrica de Bessel: 

x 2 y” + xy' + (AV - v 2 )y = 0. (12) 


La solucion general de (12) es 


y = C\J v (Xx) + C2Y v (\x). 


( 13 ) 
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Propiedades A continuation citaremos algunas de las propiedades mas utiles de las 
funciones de Bessel de orden m, m = 0, 1,2,.... 


(i) /_„(*) = (-1 ) m J m {x) («) J m (-x) = (-1 ) m J m (x) 

f 0, m > 0 

(iii) J m { 0 ) = j (iv) linwY m (*) = -co 


Observese que la propiedad if) indica que J m (x) es una funcion par si m es un entero par, y una 
funcion impar si m es entero impar. Las graficas de Yo(x) y Fi(x) en la figura 6.3 ilustran la 
propiedad iv): Y,(x) no es acotada en el origen. Esto ultimo no es obvio al examinar (10). Se 
puede demostrar, sea a partir de (10) o por los metodos de la seccion 6.3 que cuando x > 0, 


Yo(x) = ~Jo(x) 



1 + 2 + 


4 



en donde 7 = 0.57721566. . .es la constante de Euler. A causa de la presencia del termino 
logaritmico, Eo(x) es discontinua en x - 0 . 

Valores numericos En la tabla 6.1 se presentan algunos valores de las funciones Jq(x), 
Y 0 (x) y Y\{x) para determinados valores de x. Los primeros cinco ceros no negativos de 
esas funciones aparecen en la tabla 6 . 2 . 


TABLA 6.1 Valores numericos de Jq, J\,Yoy Y\ 


0 

1 .0000 

0.0000 



1 

0,7 65 2 

0. 4401 

0,0883 

■0,7812 

2 

0. 2 23 9 

0, 5767 

0,5104 

■0,1070 

J 

■ 0, 2 60 1 

0,3391 

0,3769 

0,3247 

4 

-0.3971 

-0.0660 

-0.0169 

0.3979 

5 

■0,1776 

■0,3276 

■ 0,3 08 5 

0.1479 

6 

0,1506 

■0,2 7 67 

■0,2 882 

■0,1750 

1 

0,300 1 

■0,0047 

■ 0.0259 

■0,3 02 7 

8 

0,1717 

0. 2346 

0,2235 

■0,1581 

9 

■ 0,0903 

0. 2453 

0.2 499 

0. 1043 

10 

■ 0, 2 45 9 

0. 0435 

0,0 5 5 7 

0.2490 

11 

■0,1712 

■0.1768 

■0.1688 

0,1637 

12 

0,047 7 

■ 0,2 2 3 4 

■0,2 252 

■0,057 1 

13 

0,2069 

■0,0703 

■ 0,0782 

■0,2101 

14 

0.1711 

0.1334 

0,1272 

■0,1666 

15 

-0.0142 

0.2051 

0.2 0 5 5 

0.0211 


Relacion de recurrencia diferencial Las formulas de recurrencia que relacionan las 
funciones de Bessel de distintos ordenes son importantes en teoria y en las aplicaciones. En el 
ejemplo siguiente deduciremos una relacion de recurrencia diferencial. 
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TABLA 6.2 

Ceros de J 0 , J\, Yq y Y\ 


Jo(x) 

J\(x) 

row 

FiM 

2.4048 

0.0000 

0.8936 

2.1971 

5.5201 

3.8317 

3.9577 

5.4297 

8.6537 

7.0156 

7.0861 

8.5960 

11.7915 

10.1735 

10.2223 

11.7492 

14.9309 

13.3237 

13.3611 

14.8974 


EJEMPLO 4 


Deduction mediante definition de series 


Deduzca la formula xf v (x ) = vJJ(x) - xJ v +] (x). 


SO LUC ION Una consecuencia de (7) es que 


xJ'(x) = + v ) * 

A) „^n!r(l + V + n) 0 2 


2 n+v 




(-D" 


2n+v oo 


2S 


(-1 )"n 


^ 0 n\r(l + v + n)\2j + ^ nir(l + v + nj\2 


2n+v 


vJ v {x) + xg (n _ v + n j 


02 


k = n - 1 

_ 1 V 2fc+V+l 


T / \ -A (“l)* * 

- \>J v (x) •" x 2 j I IP/'') 7 9 

it=o fc!r(2 + v + k ) q2 


vJ v (x) - xJ„ +i (x). 


El resultado del ejemplo 4 se puede escribir en forma alternativa. 
A1 dividir xf y (x) - vJJjc) = -x/y+i ( 2 ) entre x se obtiene 


J' v {x) - ^/„(x) = -/„ +1 (x). 

Esta ultima expresion es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en JJix). Multiplica- 
mos ambos lados de la igualdad por el factor integrante x~ v y llegamos a 

~ [x~ V Jv(x)] = -x~ v J v+ i(x). (14) 

En forma parecida se puede demostrar que 


-y [x v Jy(x)] =x v J v _,(x). 


(15) 
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Vease el problema 20 de los ejercicios 6.4. Las relaciones de recurrencia diferenciales (14) y 
(15) tambien son validas para la funcion de Bessel de segunda clase, Yj(x)- Notese que cuando 
1 / = 0, una consecuencia de (14) es 

n(x) = -Ux) Y yi(je)=-yi(4 (i6) 

En el problema 40 de los ejercicios 6.4 aparece una aplicacion de estos resultados. 

Cuando u = la mitad de un entero impar, se puede expresar JJx ) en terminos de sen x, cos 
x y potencias de x. Estas funciones de Bessel se denominan funciones de Bessel esfericas. 


EJEMPLO 5 


Funcion de Bessel esferica con v s 4 


Determine una expresion alternativa de J\/ 2 (x). Aplique el hecho que r(|) - V 7 F. 
SO LUC ION Con v - j, de acuerdo con (7), 


Jm(x) — 2' 


(-D" 


2n+l/2 


^nlTil+h + n) \2 

En vista de la propiedad T( 1 + a) = aHa), obtenemos 


n = 0: r( 1 + ^ 


n = 1: r (1 + | 


n = 2: r 11 + | 


n = 3: r 11 + - 


= -r(- 
2 \2 


3 r( 3 

2 \2 

:-r(- 

2 \2 

:-r(- 

2 \2 


= ^J- 4 ' 3 ±1 

2 3 2 3 4 • 2 




7 - 5 ^= 7 - 6 ' 5! 


2 ^! 


2 6 • 6 • 2 ! 


Vj7 = ——%/]T. 

2 7 3! 


En general, 

Por consiguiente, 


r ( i+ H-W*- 


J (x) f (-1)" i ^r - -ly (-1)" y2n+l 

mW - k , (2n + 1)!V5A2/ Vttx^o (2n + 1)! * ' 

2 2n+1 n! 

Puesto que la serie del ultimo renglon es la serie de Maclaurin para sen x, hemos demostra- 
do que 


Jm(x) =x/—senJt. 
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Solucion de la ecuacion de Legendre Dado que x = 0 es un punto ordinario de la 
ecuacion (2), suponemos una solucion en la forma y = Z k= o c k^\ en consecuencia, 


(1 - x 2 )y" -2xy' + n(n + 1 )y = (1 - x 2 ) 2 c k k(k - l)x k 1 - 2 j 2 c k kx k + n(n + 1) 2 

k=Q k = 0 k=0 

= f c k k(k - lk*' 2 - J) c k k ( k “ 1)** ~ 2 X c k kx k + «(«+1) 2 c *** 

k =2 k =2 t=l *=0 

= [n(« + l)c 0 + 2 c 2 ]x° + [n(« + l)ci - 2cj + 6 c 3 ]jc 
+ 2 c t A:(fc - l)**' 2 - 2 c k k(k - l)x k - 2 j? + n(« + 1) j? c*** 


*=4 


k~2 


j = k ■ 2 j = k j = k 

= [n(n + l)c 0 + 2c 2 ] + [(n - 1)(« + 2)ci + 6c 3 ]x 
+ 2[(; +2 )0' + + (« -;')(« +/+ i )ci]x i: = o 

j -2 


lo cual signilica que 


n(« + l)c 0 + 2c 2 = 0 
(n -1)(« + 2)ci + 6c 3 = 0 
(j+2)(/ + l)c y+2 + (n - j)(n + / + l)c,= 0 


k=l 

\ - J 

j = k 


0 sea 


c 2 = 

c 3 = 

c j+2 


n(n +1) 

2] c o 

(ft ~ 1)(» + 2) 

3! 

_ (n ~.?')(» + 7 + 1) 

0 + 2)0+ 1) 


Cl 


Cj , / = 2 ,3,4,. 


( 17 ) 


A1 iterar esta formula se obtiene 

r _ _(« “2)(n + 3) _ (»- 2)n(n + l)(n + 3) 

C( “ 4T3 ^- 41 -Co 

(«-2^« + 4) _ (n -3)(n™l)(n + 2)(n + 4) 

c.< --5 • 4--c 3 -—- g, — A --ci 

c 6 = _ (» " + 5) c . _ _ (ft - 4)(n - 2)n(n + 1)(« + 3)(n + 5) 

c 7 = - (ft - 5)(n ± 6) 

7-6 C5 


(n - 5)(n - 3 )(n - 1)(« + 2)(n + 4)(n + 6) 
7! 


etc. Entonces, cuando menos para |jc|< 1 se obtienen dos soluciones linealmente independientes 
en series de potencias: 

»(x>=c [1 - + ( "- 2 )"(y ‘X n+ a^ 
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(n - 4)(/i - 2 )n(n + l)(w + 3)(w + 5) 6 
6 ! 


yi(x) = c. 


JC 


(n - 1)(« + 2) , (n - 3)(w - l)(n + 2 )(n + 4) , 
3! 5! 

(n - 5)(n - 3)(« - l)(n + 2)(n + 4)(» + 6) , _ 

7! 


(18) 


Observese que si n es un entero par, la primera serie termina, mientras que y 2 (x) es una 
serie infinita; por ejemplo, si n = 4, entonces 


yi(x) = c 0 


t 4-5 2 ,_ 

1 2 ! x 2 • 4 4! 5 ■ 


= Co 1 


35 

10* 2 + j 


1 


De igual manera, cuando n es un entero impar, la serie de y 2 (x) termina con x"; esto es, cuando 
n es un entero no negativo, se obtiene una solucion en forma de polinomio de grado n de la 

ecuacion de Legendre. 

Como sabemos que un multiplo constante de una solucion de la ecuacion de Legendre 
tambien es una solucion, se acostumbra elegir valores especrficos de Co 0 C\, dependiendo de 
si n es un entero positivo par 0 impar, respectivamente. Para n = 0 se elige Cq = 1, y para n — 
2,4,6,.... 


c 0 =(-ir 


1 • 3 -■•(«- 1) ; 
2-4 ■■■n 


mientras que para n = 1 se escoge c\ = 1, y para n = 3,5,1,.... 


Cl = (-l)(-i)«_ 


1-3 ■ n 
4 • • • (n - 1) 


Por ejemplo, cuando n = 4, 


yi ( X ) = (-ir 


1- 3 

2- 4 


1 -10* 2 + y x* 


= •§ (35x4 - 30* 2 + 3). 

O 


Polinomios de Legendre Estas soluciones polinomiales especificas de grado n se Da¬ 
man polinomios de Legendre y se representan con P,(x). De las series parayi(x) y y 2 (x), y con 
las elecciones de Co y C\ que acabamos de describir, vemos que los primeros polinomios de 
Legendre son 


Po(x)=l, 

P 2 (x) = \{ 3x 2 -1), 

Pa{x) = I (35jc 4 - 3 Ox 2 + 3), 

O 


P\(x) = x, 

Pi(x) = ~ (5x 3 - 3x), 

? 5 (x) = |(63x 5 -70x 3 + 15x). 


( 19 ) 
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Recuekdese que Po(x), P\(x), Pi{x), Pi{x),. . . son, a su vez, soluciones particulares de las 
ecuaciones diferenciales 


n = 0 : (1 — x 2 )y" — 2xy’ =0 

71=1: (1 -x 2 )y"-2xy‘ + 2y = 0 

n = 2: (1 -x 2 )y"-2xy' + 6y = 0 

n = 3: (1 -x 2 )y"-2xy' + 12y = 0 


( 20 ) 


Las graficas de los primeros cuatro polinomios de Legendre en el intervalo -1 < x < 1 
aparecen en la figura 6.4. 



FIGURA 6.4 


Propiedades En las ecuaciones (19) y en la figura 6.4 se pueden apreciar las siguientes 
propiedades de los polinomios de Legendre: 

(D p n (-x) = (-i yp„(x) 

( U ) Pn( 1) = 1 (ill) Pn{- 1) = (-1)” 

(iv) P„(0) = 0, n impar ( v ) P' n ( 0) = 0, n par 

La propiedad i) indica que P n {x) es funcion par o impar cuando n es par o impar. 

Relacion de recurrencia Las relaciones de recurrencia que relacionan los polinomios 
de Legendre de diversos grados son muy importantes en algunos aspectos de las aplicaciones. 
Deduciremos una mediante la fomiula 

(1 -IXt + fiyV^JsPnixy. ( 21 ) 

n~0 

La funcion del lado izquierdo se llama funcion generadora para los polinomios de Legendre. 
Su deduccion es consecuencia de la serie binomial y se deja como ejercicio. V£ase el problema 
49 en los ejercicios 6.4. 

A1 derivar ambos lados de (21) con respecto a t se obtiene 

(1-2 xt+ t 2 y m (x - 1) = 2 nP n (x)t n ~' = 2 nP„{x)t^ 

n=0 n= 1 
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de modo que, despues de multiplicar por 1 - 2xt + f 2 tenemos 

» 

(* - t)(l - 2 xt + t 2 )~ m = (1 - 2xt + 1 2 ) 2 nP n (x)t n ~ l 

1 

OO CO 

0 sea (x -1) 2 = (1 - 2xt + f 2 ) 2 nP„(x)t n ~\ (22) 

n =0 n=l 


Efectuamos la multiplication y reformularnos esta ecuacion como sigue: 

X - 2 p„(x)r" +1 - 2 nP n (x)r-' + 2 .V 2 - 2 np n (x)t nn = 0 


n =0 


n=0 


B=1 


n=l 


0 sea 


JC + X 2 t + X xP„(x)t n - t - 2 “ * 2 


n=2 




3x 2 - 1 


- 2 nP n {x)t n ~' + Ixh + 2,v 2 nP„(x)t n - X nP n (x)t n+l = 0 


n=l 


Con las simplificaciones, anulaciones y cambios adecuados de indices en las sumatorias se 
llega a 


X [~(k + l)P k+ i(x) + (2k + 1 )xP k (x) - kP k -i(x)]t k = 0. 

k=2 

Igualamos a cero el coeficiente total de /* para obtener la relacion de recurrencia con tres 
terminos 


{k + 1 ) P k +\(x) - (2k + 1 )xP k (x) + kP k -i(x) = 0, k = 2,3,4, - ( 23 ) 

Esta formula tambien es valida cuando k = 1. 

En las ecuaciones (19) presentamos los seis primeros polinomios de Legendre. Si, por 
ejemplo, hubieramos querido determinar Ps(x), pudimos usar (23) con k = 5. Esta relacion 
expresa P$(x) en funcion de las cantidades conocidas P^(x) y P$(x). Vease el problema 51 en 
los ejercicios 6.4. 


EJERCICIOS 6.4 


En los problemas 1 a 8 determine la solution general de la ecuacion diferencial respectiva en 

(0, oo). 

1. x 2 y" + xy' + y = o 2. x 2 y" + xy’ + (x 2 - l)y = 0 

3. 4;t 2 y" + 4xy’ + (4 jc 2 - 25)y = 0 
4 16jr 2 y" + 16xy' + (I6x 2 - 1 )y = 0 

s. xy" + y + xy = o 6. £[*/] + (* ~f)y = 0 

7. x 2 y" + xy’ + (9jc 2 - 4)y = 0 8. x 2 y" + xy' + ^36jc 2 - y = 0 
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9. Con el cambio de variable y = x~ m v{x) determine la solucion general de la ecuacion 

X 2 y" + 2 xy' + A 2 x 2 y =0, x > 0. 

10. Compruebe que la ecuacion diferencial 

xy” + (1 - 2n)y’ + xy = 0, x > 0 

posee la solucion particular y = x n J n (x). 

11. Compruebe que la ecuacion diferencial 

xy” + (1 + 2n)y’ + xy = 0, x > 0 

tiene la solucion particular y = x~ n J n (x). 

12. Compruebe que la ecuacion diferencial 

x 2 y” + ^A 2 x 2 “ + y = 0, x > 0 

tiene la solucion particular y = Vx7^Ax), donde A > 0. 

En los problemas 13 a 18 aplique los resultados de los problemas 10, 11 y 12 para hallar una 
solucion particular en (0, °o) de la ecuacion diferencial dada. 

13. y" + y = 0 14. xy" - y' + xy = 0 

15. xy" + 3y' + xy = 0 16. 4x 2 / + (16x 2 + l)y = 0 

17. xY + (x 2 - 2)y = 0 18. xy" - 5y' + xy = 0 

Deduzca la relacion de recurrencia en los problemas 19 a 22. 

19. xJ’ v (x) = - vJ v (x) + xJy- ](x) [Sugerencia: 2n + v - 2(n + v) - v.] 

20. ~ [x%(x)\ = x%-i(x) 

21. 2 vJ v (x) = xJ» i(x) + xJ u -i(x) 22. 2 J’ v {x) = 4_,(x) - J^(x) 

En los problemas 23 a 26 aplique (14) o (15) para llegar al resultado respectivo. 

23. f X g rJ 0 (r) dr = x/i(x) 24. Jq{x) = J- X (x) = ~Ji(x) 

25 . I x"J 0 (x) dx = x n /i(x) + (n - l)x n_1 / 0 (x) - (n - 1)’ j x”~ 2 J„(x) dx 

26. | x 3 / 0 (x) dx = x 2 J\(x) + 2x 2 / 0 (x) - 4x/i(x) + c 

27. Proceda como en el ejemplo 5 para expresar a J-\i 2 {x) en terminos de cos X y una potencia 
de x. 

En los problemas 28 a 33 aplique la relacion de recurrencia del problema 21 y los resultados 
que obtuvo en el problema 27 y en el ejemplo 5, a fin de expresar la funcion de Bessel respectiva 
en terminos de sen x, cos x y potencias de x. 
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28 . Jm(x) 29 . J- 2 n{x) 

30 . J m (x) 31 . J. m (x) 

32 . J m (x) 33 .J-mix) 

34. Demuestre que P'JJ^ix), i 2 = -1 es una funcion real. Esta funcion, definida por IJx) = 
r'Mix) se llama funcion modificada de Bessel de primera clase de orden v. 

35. Determine la solucion general de la ecuacion diferencial 

x 2 y" + xy' — ( x 2 + i^)y = 0, x > 0, v * entero. 

[Sugerencia: i 2 x 2 = -x 2 .\ 

36. Si y\ = J 0 (x) es una solucion de la ecuacion de Bessel de orden cero, compmebe que otra 
solucion es 


T , x. , X 2 3 a : 4 11 a : 6 

y 2 = J 0 (x)lnx + -- — +. 


4 vis r??.r?4 

37. Emplee (8) con v = m (donde m es un entero positivo) con el hecho de que 1/r(TV) = 0 
(donde N es un entero negativo) y demuestre que 

38. Emplee (7) con v - M (donde m es entero no negativo), para demostrar que 

/ m (-*)=(-i rux). 


39. Aplique el cambio de variables s 


— — J— e at/2 paj-a demostrar 

a |ra 


que la ecuacion diferencial 


de un resorte que se desgasta, mx" + ke~ at x = 0, q > 0, se transforma en 

2 d 2 x dx , , . 

s z -rx + s-r + ra = 0 , 
ds 2 ds 

40. a) Emplee la solucion general del ejemplo 3 para resolver el problema de valor inicial 


4x" + e~ u ‘x = 0, jc(0) = 1, x’(O) = - — 

Use la tabla 6.1 y las ecuaciones (16) o un SAC para evaluar los coeficientes. 

b) Con un SAC grafique la solucion que obtuvo en la parte a), en el intervalo 0 < / < 200. 
qLa grafica corrobora su conjetura en el problema 15, ejercicios 5.17 

41. Demuestre que y = x 1/2 w(- ax: 3/2 ) es una solucion de la ecuacidn diferencial de 
Airy, y” + c^xy =0, x > 0 siempre que w sea una solucion de la ecuacion de Bessel P’w" 

+ tw’ + (t 2 - 2)w = 0, t > 0. [Sugerencid: despues de derivar, sustituir y simplificar, proponga 
t = I ax 312 .] 
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42. Aplique el resultado del problema 41 a fin de expresar la solucion general de la ecuacion 
de Airy para x > 0, en t&minos de funciones de Bessel. 

43. a) Aplique la solucion general que obtuvo en el problema 42 para resolver el problema de 

valor inicial 


4x" + tx = 0, *(0.1) = 1, *'(0.1) = - \ 

Evalue los coeficientes con un SAC. 

b) Con el SAC grafique la solution obtenida en la parte a) en el intervalo 0 < t < 200. ^Esta 
grafica corrobora su conjetura del problema 16, ejercicios 5. 1? 

44. Una columna delgada uniforme, vertical, con su base empotrada en el piso, se pandea 
apartandose de la vertical, por la influencia de su propio peso, cuando su longitud es mayor 
que determinada altura crftica. Se puede demostrar que la deflexion angular 0(x) de la 
columna respecto de la vertical y en un punto P(x ) es una solucion del problema de valores 
en la frontera 


EI^ 2 + Sg(L-x)d= 0, 


0(0) = ft 0’(L) = 0, 


en donde E es el modulo de elasticidad, 1 el momento de inercia de la section transversal, 
b es la densidad lineal constante y * es la distancia a lo largo de la columna, a partir de la 
base (Fig. 6.5). La columna s61o se pandea si este problema de valor en la frontera tiene 
una solucion no trivial. 



FIGURA 6.5 


a) Primero cambie las variables t = L — X y formule el problema de valor inicial que resulta. 
Luego use el resultado del problema 42 para expresar la solucion general de la ecuacion 
diferencial en terminos de funciones de Bessel. 

b) Con ayuda de un sistema algebraico de computation (SAC) calcule la longitud crftica 
L de una varilla maciza de acero de radio r = 0.05 in, 6g = 0.28 A lb/in, E = 2.6 x 10’ 
lb/in 2 , A = fir 2 <? z = -j 7rr 4 . 

45. a) Emplee las soluciones explfcitas jq(x) y c) de la ecuacion de Legendre y los valores 
adecuados de cq y C\ para determinar los polinomios de Legendre P$(x) y P^x). 
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b) Escriba las ecuaciones diferenciales para las que Pd(x) y Pfa) son soluciones particu- 
lares. 

46. Demuestre que la ecuacion de Legendre tiene la forma alternativa 


d_ 

dx 


(1 



+ n(n + l)_y = 0. 


47. Demuestre que la ecuacion 


sen + cos 0^- + n(n + l)(sen0)y = 0 
dd L dd 


se puede transformar en la ecuacion de Legendre con la sustitucion x = cos 0. 

48. El polinomio general de Legendre se puede escribir en la forma 


Pn(x) = 



(-l)*(2w - 2k)\ 2k 
2 n k\(n- k)\(n 2k)\ ’ 


en donde [»/ 2] es el mdximo entero no mayor que nil. Compruebe los resultados para n = 

0, 1, 2, 3, 4 y 5. 

49. Emplee la serie binomial para demostrar formalmente que 

(1 -2xt + t 2 y m = J^P n (x)t n . 

50. Aplique el resultado del problema 49 para demostrar que P„(l) = 1, y que P n (- 1) = (-1)“. 

51. Utilice la relacion de recurrencia (23) y P 0 {x) = 1 , P i(x) = X para generar los siguientes 
cinco polinomios de Legendre. 

52. Los polinomios de Legendre tambien se generan mediante la formula de Rodrigues 




Compruebe los resultados para n = 0, 1,2,3. 


Problemas para discusion 

53. Para fines de este problema haga caso omiso de las gr&ficas de la figura 6.2. Emplee 
la sustitucion y = u/'Ix para demostrar que la ecuacidn de Bessel (1) tiene la forma alter¬ 
nativa 


d 2 u 

dx 2 



u = 0. 


Esta es una forma de la ecuacion diferencial del problema 12. Para un valor fijo de v, 
describa como la ecuacion anterior permite seguir el comportamiento cualitativo de (1) 
cuando x —» 
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54. Como consecuencia del problema 46, observamos que 
j; [(1 - x 2 )P '„(*)] = -n(n + 1)P„W y ^ [(1 - x 2 )P' m (x)] = -m(m + 1 )P m (x). 

Describa como se pueden usar estas dos identidades a fin de comprobar que 
J 1 1 P m (x)P„(x) dx = 0, m¥=n. 

- EJERCICIOS DE REPASO - 


1. Especifique los puntos ordinarios de ( x 3 - 8)^" - 2 xy' + y — 0. 

2. Especifique los puntos singulares de (x 4 - 16 )y" + 2y = 0. 

En los problemas 3 a 6 especifique los puntos singulares regulares e irregulares de la ecuacion 
diferencial respectiva. 

3. (x” - 10x 2 + 25* )y" + y’ = 0 4, (x 3 - 10 jc 2 + 25 x)y" + y = 0 

5 . x\x 2 - 9) 2 y" - (x 2 - 9)y’ + xy = 0 

6, x(x 2 + 1 ) 3 y" + y’ - 8xy = 0 


En los problemas 7 y 8 especifique un intervalo en torno ar=0 para el que converja una 
solucion en serie de potencias de la ecuacion diferencial respectiva. 

7. y” - xy’ + 6y = 0 8. (x 2 - 4 )y" - 2xy' + 9y = 0 

En los problemas 9 a 12 determine dos soluciones en series de potencias de cada ecuacion 
diferencial en torno al punto x = 0. 

9. y" - xy’ - y = 0 10. y" - x 2 y' + xy = 0 

II. (x - l)y" + 3y = 0 12. (cos x)y” + y = 0 

Resuelva los problemas de valor inicial 13 y 14. 

13. y" + xy' + 2y = 0, y(0) = 3, y'(0) = - 2 

14. (x + 2 )y" + 3y = 0, y(0) = 0, y'(0) =1 

Determine dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial respectiva en 
los problemas 15 a 20. 

15. 2jc 2 y" + xy' - (x + l)y = 0 16. 2 xy" + y' + y -0 

17. x(\ - x)y" - 2y r + y = 0 18, x 2 y" - xy' + ( x 2 + l)y = 0 

19. xy" - (2x - 1 )y' + (x - l)y = 0 

20. x 2 y" - x 2 y' + (x 2 - 2)y = 0 
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7.3 Teoremas de traslacion y derivadas de una transformada 

7.4 Transformadas de derivadas, integrates y funciones periodicas 

7.5 Aplicaciones 

7.6 Funci6n delta de Dirac 

7.7 Sistemas de ecuaciones lineales 

Ejercicios de repaso 



INTRODUCCION 


En el modelo matematico lineal de un sistema fisico, como el de una masa y resorte o 
de un circuito electrico en serie, el lado derecho de la ecuacion diferencial 

m y + /3 — + kx =/(/) o sea L z -f+R^+-q = E{t) 
dt 2 H dt J J dt 2 dt C 

es una funcion forzada, y puede representar a una fuerza externa /(/) o a un voltaje 
aplicado E(t). En la section 5.1 resolvimos problemas en que las funcionesfy E eran 
continuas. Sin embargo, no es raro encontrarse con funciones continuas por tramos; 
por ejemplo, el voltaje aplicado a un circuito podria ser uno de los que se muestran en 
la figura 7.1. Es dificil, pero no imposible, resolver la ecuacion diferencial que describe 
el circuito en este caso. La transformada de Laplace que estudiaremos en este capftulo 
es una valiosa herramienta para resolver problemas como el anterior. 


1Q< 
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E(t) 


E(t) 

/ \ / \ / \ / \ y 
/ 1 / |X \S 1/ j , 


r 1- 1 1- I- 1 


FIGURA 7.1 


7.1 


DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

mPropiedad de linealidad ■ Transformada integral ■Definition de la transformadon de Laplace 

■ Funcione s continuas por tramos ■ Funciones de orden exponendal 

■ Exist end a de la transformada de Laplace m Transformadas de algunas fundones basicas 


Propiedad de linealidad En el curso elemental de calculo aprendimos que la dife- 
renciacion y la integracion transforman una funcion en otra funcion; por ejemplo, la fimcidn 
f(x) = x 2 se transforma, respectivamente, en una funcion lineal, una familia de funciones 
polinomiales cubicas y en una constante, mediante las operaciones de diferenciacion, integra¬ 
cion indefinida e integracion definida: 

Ademas, esas tres operaciones poseen la propiedad de linealidad. Esto quiere decir que para 
cualesquier constantes a y /?, 

f x wm +aw] = +s>j x s(*) 

I [«/W + /3g(^)] dx = a j f(x) dx + /3 J g(x) dx (1) 

P [«/W + dx = a ? f(x) dx + 1 3 P g(x) dx 

jo j a J a 


siempre y cuando exista cada derivada e integral. 

Si f{x, y ) es una funcion de dos variables, una integral definida defcon respecto a una de 
las variables produce una funcion de la otra variable; por ejemplo, al mantener y constante, 

j 2xy 2 dx = 3 v 2 . De igual forma, una integral definida como j K (s, t) f(t ) transforma una 

1 a 

funcion f(t) en una funcion de la variables. Nos interesan mucho las transformadas integrales 
de este ultimo tipo, cuando el intervalo de integracion es [0, oo) no acotado. 




DEFINITION 7.1 


Cuando la integral definitoria (2) converge, el resultado es una funci6n de s. En la 
descripcion general emplearemos letras minusculas para representar la funcion que se va a 
transformar y la mayuscula correspondiente para denotar su transformada de Laplace; por 
ejemplo, 


mo)= m, if {g(oi = g(s), m- 



6 -»® S | ( S S 


siempre que s > 0; en otras palabras, cuando s > 0, el exponente — sb es negativo, y e sb —> 0 
cuando b —> °°. Cuando s < 0, la integral es divergente. 1 

El empleo del signo de limite se vuelve tedioso, asi que adoptaremos la notacion |o como 
version taquigrdfica de lim* „ ( )|§; por ejemplo, 



Se sobreentiende que en el limite superior queremos decir que e~ st —» 0 cuando t —) oc y cuando 

S > 0. 




298 CAPITULO 7 IA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


X es una transformacion lineal Para una suma de funciones se puede escribir 

Jo e' st [af(t) + J8g(0]= « f~ e ~*f(0 dt + P /" e“ s 'g(f) dt 

siempre que las dos integrates converjan; por consiguiente, 

Z£{af(t)} + Bg(t)} = a% {f{t)} + 0$ {g(r)} = aF(s) + 0G(s). (3) 

Se dice que if es una transformada lineal debido a la propiedad sefialada en (3). 

Condiciones suficientes para la existencia de {/(*)} No es necesario quecon- 

veija la integral que define ala transformada de Laplace; por ejemplo, ni ££{ lit) ni }existen. 
Las condiciones de suficiencia que garantizan la existencia de if (f(t)} son que f sea continua 
por tramos en [0, oo)j y quef sea de orden exponencial cuando t > T. Recuerdese que una funcion 
es continua por tramos en [0, °o) si, en cualquier intervalo 0 < a ^ t ^ b hay, cuando mucho, 
una cantidad finita de puntos tk,k — 1,2,. . . , n (Jk -1 < h) en l° s cuales f tiene discontinuidades 
finitas y es continua en todo intervalo abierto t k __j < / < (Fig. 7.2). A continuacion definiremos 
el concepto de orden exponencial. 



FIGURA 7.2 



DEFINICION 7.2 


Orden exponei 


Se dice que una funcidn / es de orde; 
tales que |/(/)| < Me c ‘ para todo t> 7 


Si f es una funcion crecifflte, la condicion | /(f) | < Me ct , t>T tan solo expresa que la grafica 
de f en el intervalo (T, °°) no crece con mas rapidez que la grafica de la funcion exponencial 
Me ct , donde c es una constante positiva (Fig. 7.3). Las funciones f(t) = t, f(t) = e 1 y f(t) = 2 
cos t son de orden exponencial c = 1 para / > 0 porque, respectivamente, 


t| S e\ |e~'| ^ e ! , (2 cos t| < 2e‘. 



FIGURA 7.3 
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En la figura 7.4 se comparan lag graficas en el intervalo [0, <»). 

Una funcion como f(t) = e l no es de orden exponencial porque, como vemos en la figura 
7.5, su grafica crece mas rapido que cualquier potencia lineal positiva de e en t > c >0. 

Una potencia entera positiva de t siempre es de orden exponencial porque, cuando c > 0, 

t” 

|H < Me* o sea — < M cuando t> T 
e 

equivale a demostrar que limt -» « t n /e ct ® finito para n - 1, 2, 3, ... El resultado se obtiene 
con n aplicaciones de la regia de L’Hopital. 



(b) 



(c) 

FIGURA 7.4 


FIGURA 7.5 




TEOREMA 7.1 


Condiciones suficientes 


Si f(t) es continua por trann 
entonces !£{f(t)} existe par; 
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DEMOS1RACION <£{f(t )} = f* e~ sl f(t) dt + f“ e~*f(t) dt = /, + I 2 . 


La integral I\ existe, porque se puede expresar como una suma de integrales sobre intervalos 
en que e~ s, f(t ) es continua. Ahora 


\h\ ^ j T \e' s 'f(t)\dt ^Mf T e' s 'e a dt 



„-(s-c)t 

e~ (s ~ c)l dt = -M- - 

s - c 


00 


= M 

T 


e -^ T 
s - c 


cuando s > c. Como J" Me-l^dt converge, la integral, r f. rrm converge, de acuerdo con 
la prueba de comparacion para integrales impropias. Esto, a su vez, implica que I 2 existe para 
s > c. La existencia de I\ e I 2 implica que !£{ f(t)} = J e~ st f(t) dt existe cuando s > c. ■ 


En todo el capitulo nos ocuparemos s61o de las funciones que son, a la vez, continuas por 
tramos y de orden exponencial; sin embargo, debemos notar que esas condiciones son suficien- 
tes, pero no necesarias, para la existencia de una transformada de Laplace. Ahora, la funcion 
f(t) = no es continua por tramos en el intervalo [0, 00 ), pero si existe su transformada de 
Laplace. Vease el problema 40 de los ejercicios 7.1. 


EJEMPLO 2 


Aplicacion de la definicion 7.1 


Evalue 

SOLUCION De acuerdo con la definicion 7.1, X{t} = l~ e- sl tdt. A1 integrar por partes y 
con lfm te’” =0, s > 0 y el resultado del ejemplo 1, llegamos a 

t —> 00 


m= 


-te" 


+ 


1 f 00 

e~ s, dt 

S Jo 


= 7 m 

-if 1 

s \s 
~ * 2 ' 


EJEMPLO 3 


Aplicacion de la definicion 7.1 

Evalue X { e~ 3l j. 

SOLUC ION De acuerdo con esa definicion, 


J£{e 3 '} = J o e s 'e 3r dt 
= f* e~ (s+3) ‘ dt 
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_g-(s+3)f 

5 + 3 


= —T, S>~ 3. 
s + 3 

El resultado se desprende del hecho de que lim, _> * = 0 para s + 3 > 0 o bien s > -3. 


EJEMPLO 4 


Aplicacion de la definicion 7.1 


Evalue ££{sen It). 

SOLUCION De acuerdo con la definicion 7.1 e integrando por partes, tenemos 


i£{sen2f} = f“ e~ st sen2< dt = ——; f" e~* cos 2t dt 

jo j 0 “ JU 

= - [" e' sl cos 2t dt, s > 0 
s Jo 


li'm e “ COS 2t = 0, s > 0 
M * i 


= 2r- g -"c° S 2f 

5 |_ S S J 0 


Transformada de Laplace de sen 2 1 

i 


= |“^{ sen 2 d - 


Hemos llegado a una ecuacion con ££{sen 2t } en ambos lados del signo igual. Despejamos 
esa cantidad y llegamos al resultado 


i£{sen2d = s> 0. 

s* + 4 


EJEMPLO 5 


Empleo de la linealidad 


Evalue %{3t -5 sen 2d- 

SOLUCION De acuerdo con los ejemplos 2 y 4, y la propiedad de linealidad de la 
transformada de Laplace, podemos escribir 

2{3 1 - 5 sen2f} =3%{t} - 52{sen2f} 

= 3 .i_ 5 .^_ 

* 2 s 2 + 4 
-Is 1 + 1 2 Q 
= s 2 (s 2 + 4) ’ s>u 
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EJEMPLO 6 


Aplicacion de la definition 7, 1 


Evalue a) £{te- 2t ) b) 2{/V 2 '} 

SOLUCION a) Segun la definition 7.1, e integrando por partes, 

Xlte- 21 } = /“ e-%te-») dt = f“ te~(’ +2 » dt 

_ + 2)l * 1 fj 

= -SL— + —f— r r (,+2) ' df 

5 + 2 0 5 + 2 0 

- e -(s+2)l ” 

- _E- 5 > -2 

( J + 2) 2 0 ’ 5 


2) 5 ^ "2. 


(5+ 2) 


b) De nuevo, integrando por partes llegamos al resultado 


— *2 >>-($+2)/ 9 r® 

2 <' va i=-rTT- 'jh h**"** 


■J e~ st (te *) dt, J > -2 


-2{ftr 2 '} 


2 f 1 

5 + 2 (5 + 2) 2 _ 


■ segun la parte a) 


(5 + 2) 


3 , 5 > 2. 


EJEMPLO 7 


Transformada de una function definida por tramos 

. (0, 0<t<3 


Evalue cuando /(f) = 


2, f > 3 


SOLUCION En la figura 7.6 se ilustra esta funcion continua por tramos. Puesto que f estd 
definida en dos partes, expresamos ££{ /(f) } como la suma de dos integrates: 



FIGURA 7.6 
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#{/(*)}= l~e~*f(t)dt = f* o e-*(Q) dt + JV SI (2 ) dt 


Presentaremos la generalizacion de algunos de los ejemplos anteriores en forma del 
teorema siguiente. De aqul en adelante no citaremos las restricciones en s ; se sobreentiende 
que s tiene las restricciones suficientes para garantizar la convergencia de la transformada 
de Laplace correspondiente. 


TEOREMA 7.2 



La parte b) del teorema anterior se puede justificar como sigue: al integrar por partes se 
obtiene 

oo 

lE{t"} = f e~ s ‘t" dt= - -e~ sl t" + - f e~ s, t n ~' dt-- \ e~ st t n ~ x dt 
Jo s 0 s Jo s Jo 

0 sea Z£{t"} = ~ *}> n= 1 ,2,3, ... . 

Pero i£{ 1} = 1/s, asi que, por iteration, 

m = -m - m = - m = \ m = -m =^ 

S s z S S S S* J 4 

Aunque para una demostracion rigurosa se requiere la induction matematica, de los 
resultados anteriores parece razonable concluir que, en general 


x{t"}=- =- r (n „ i)! i= ~ 

s s l s" ] s" +1 


Dejamos al lector la demostracion de las partes f) y g) del teorema 7.2. V^anse los 
problemas 33 y 34, en los ejercicios 7.1. 
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EJEMPLO 8 


Identidad trigonometries y linealidad 


Evalue X { sen 2 /}. 

SOLUCION Con ayuda de una identidad trigonom&rica, de la linealidad y de las partes 
a) y e) del teorema 7.2, llegamos a 


i£{sen/} = X j - ^° s2f j = |i£{l} - | 2{cos It ,} 

_ 1 1 1 5 

2'T2"F+4 

2 

~ s(s 2 + 4V 


- EJERCICtOS 7.1 - 


En los probjmas 1 a 18 aplique la definicion 7.1 pfra determinar $ (f(t)} 

1. f(t) =1-1, 0</<l 2. /ft) = 1.4, 0</<2 


1 , t r 1 



l 


l t 

HGURA 7.9 

11 . f(t) = e ,+1 
13. f(t) = /e 4 ' 

15. f(t) = e"‘ sen t 
17. f(t) = t COSt 


0 , t> 2 

_ f 2/ + 1, 0 < t < 1 

' f(t) “ 1 0, trl 



FIGURA 7.10 

12 . f(t) = e" 2 '" 5 
14 f(t) = / 2 e 3 ' 

16. f(t) = e‘ cos t 

18. f(t) - t sen t 
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Aplique el teorema 7.2 para determinar iC{ f(t)) en los problemas 19 a 38. 


19. f(t) - 2f 4 
21. f(t) - 4t — 10 
23. f(t) = t 2 + 6t - 3 
25. f(t) = (t + l) 3 
27. f(t) = 1 + e* 

29. f(t) = (1 + e 2 ') 2 
31. f(t) = 4f 2 — 5 sen 3t 
33. f(t) = senh kt 
35. f(t) = e'senh / 

37. f(t) = sen 2f cos 2t 

39. La funcion gamma se define 


20. f(t) = t } 

22. f(t) = 7t + 3 
24. f(t) = -4f 2 + 16t + 9 
26. f(t) = (2t - l) 3 
28. f(t) = t 2 - e + 5 
30. f(t) = (e 1 - e~J 
32. /( t) = cos 5f + sen 2t 
34. f(t ) = cosh kt 
36. f(t) = e~’ cosh t 
38. f(t) = cos 2 ! 
mediante la integral 


r(a) = f t a ~ l e~‘ dt, a> 0. 

J o 

Vease el apendice 1. Demuestre que !£{ t “} = — O, > -1. 

iS 

Con el resultado del problema 39 detemiine i£{ f(t)} en los problemas 40 a 42. 

40. fit) = r m 41. /(f) = t m 42. f(t) = t ,a . 

43. Demuestre que la funcion/(f) = 1/f 2 no tiene transformada de Laplace. [Sugerencia: i£/(f)} 
= J Q e~ s ‘f(t) dt + J e~ st f(t)dt. Apl'ique la definicion de integral impropia para demostrar 
que no existe } l Q e-Jit) dt.] 


Problema pam discusion 

44. Forme una funcion, m que sea de orden exponencial, pero que fift) = F ‘(t) no sea de 
orden exponencial. Construya una funcion / que no sea de orden exponencial, pero cuya 
transformada de Laplace exista. 


7.2 


TRANSFORMADA INVERSA 

■ Transformada inversa de Laplace |Linealidad ■ 

■ Uso de fracciones parciales 


Algunas transformadas inversas 


En la seccion anterior nos ocupamos del problema de transformar una funci6n f(t) en otra 
funcion F(s) mediante la integral J e~ st f{t) dt. La representamos simbolicamente de la siguien- 
te manera: W(0} = F(s). Ahora invertiremos el problema; es decir, da& F(s), hallar la 
funci6n/(f) que corresponde a esa transformacion. Se dice que/(f) es la transformada inversa 
de Laplace de F(s ) y se expresa: 


fit) = £-'{F(s)}. 
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El analogo del teorema 7.2 para la transformada inversa es el teorema 7.3, que presentamos en 



TEOREMA 7.3 


EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


££ 1 es una transformacion lineal Suponemos que la transformada inversa de Laplace 
es, en si, una transformacion lineal; esto es, si a y (3 son constantes, 

^ _1 {oF(5)+ (3G(s)}= a^-'{F(i)}+ @{G(s)}, 

en donde F y G son las transformadas de las funciones f y g. 

La transformada inversa de Laplace de una funcion F(s) puede no ser unica. Es posible 
que 2{/,«}= Mt)} y, sin embargo, f\ Pero para nuestros fines no nos ocuparemos 
de este caso. Si f y fi son continuas por tramos en [0, «>) y de orden exponencial cuando t > 0 , 
y si £ { f (t)} = 3? { las funciones /jy fi son esencialmente iguales. Vease el problema 

35, ejercicios 7.2. Sin embargo, si/i y /2 son continuas en [0, 00 ) y 3t{ entonces 

f = fi en dicho intervalo. 


Aplicacion del teorema 7.3 


Lvalue X' 


SOLUClbN Para coincidir con la forma que aparece en la parte b) del teorema 7.3, vemos 
que n = 4, y despues multiplicamos y dividimos entre 4!, En consecuencia, 


Aplicacion del teorema 7.3 


Evalue £ 


s 1 + 64 J ’ 

SO LUC ION Como k 2 = 64, arreglamos la expresion multiplicdndola y dividiendola 
entre 8. Segtin la parte d) del teorema 7.3, 
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EJEMPLO 3 


Evalue 2“' 

SOLUCION 

denominador: 


Division t6rmino a termino y linealidad - 

3j + 51 
s 2 + 7 J' 

La funcion dada de $ se puede expresar en dos partes, con un com tin 


3s + _5 3s 5 

s 2 + i~ s 2 + i s 2 + r 


De acuerdo con la propiedad de linealidad de la transformada inversa y las partes e) y d) del 
teorema 7.3, tenemos que 


sr 1 


3s+ 5 
s 2 + 7 


= 3 2 


s 2 + 7 


IT 




-i 


V7 

s 2 + 7 


= 3 cos y/lt 3 — 7 : sen vTt. 
V7 


Fracciones parciales Las fracciones parciales desempefian un papel importante para 
determinar las transformadas inversas de Laplace. Como dijimos en la seccion 2.1, esta des- 
composicion en fracciones se puede efectuar con rapidez s6l0 con un comando en algunos 
sistemas algebraicos computacionales. En realidad, algunos paquetes cuentan con dotados con 
comandos para la transformada de Laplace y la transformada inversa de Laplace. Para los 
lectores que no tienen acceso a estos programas, en los tres ejemplos siguientes repasaremos 
las operaciones algebraicas basicas para los tres casos de descomposicion en fracciones 
parciales; por ejemplo, los denominadores de 

<■> F < s > “ (^ - i)(j + 2)(s +4 ) « w " ^ <“» 

contienen, respectivamente, factores lineales distintos, factores lineales repetidos y una expre- 
sion cuadrdtica sin factores reales. Consultese la descripcion m&S completa de esta teoria en un 
libro de C^lculo infinitesimal. 


EJEMPLO 4 


Fracciones parciales y linealidad 


Evalue 2 


(s -l)(s+ 2)(s + 4) J' 

SOLUCION Existen constantes A, B y C unicas, tales que 

1 A 


B 


■ + ■ 


C 


(s - l)(s + 2)(s +4)=s-L s + 2 s + 4 

_ A(s + 2)(s + 4) + B(s- l)(s + 4) + Cjs- 1)( S + 2) 
(s - l)(s + 2)(s + 4) 

Dado que los denominadores son identicos, los numeradores deben ser identicos: 


1 = A(s + 2 )(s + 4) + B(s - l)(s + 4) + C(s - l)(s + 2). 
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Comparamos los coeficientes de las potencias des en ambos lados de la igualdad y tenemos 
que esta ecuacion equivale a un sistema de tres ecuaciones con las tres incognitas A, B y C; 
sin embargo, debemos recordar el metodo siguiente para determinarlas. Si hacemos s - 1, 
S = -2 y s - -4, que son los ceros del comun denominador (s - 1 )(s + 2)(s + 4), obtenemos, 
a su vez, 

1 = A(3)(5), 1 = B(-3)(2), 1 = C(-5)(-2) 

o sea que A = -^,B=~ 1 y C = -E; por consiguiente, podremos escribir 

_1_ J715 _ -1/6 + 1/10. 

(s - l)(s + 2)(s + 4) = s - 1 j + 2 j + 4 

y asi, segun la parte c) del teorema 7.3, 


2 - 


if_i_1 

l(s - l)(s + 2)(s + 4) J 



EJEMPLO 5 


Evalue X 1 


SOLUCION 


Fracciones parciales y linealidad 
s + 1 


s 2 (s + 2) 31 

Suponemos que 


s+l A B .C D. E . 

s 2 (s + 2) 3 = s + s 2 + s + 2 + (s + 2) 2 +(s+2) 3 


de modo que 

s + 1 = As(s + 2) 3 + B(s + 2) 3 + Cs\s + 2 ) 2 + Ds 2 (s + 2) + Es 2 . 

Cons=Oys = - 2 se obtienen B = | y E = — 1 respectivamente. Igualamos los coeficientes 
de s 4 , s 2 y s llegamos a 


0 = A+ C , 0 = 6A+B+4C+D, \ = SA + 12 B, 

de donde se sigue que A = - C = y D = 0; por consiguiente, de acuerdo con las partes 
a), b) y c) del teorema 7.3, 


X' 1 {-if—j] = X' 1 (- — 
+ 2) 3 J [ s 


1/8 1/16 
s 2 s+ 2 


1/4 


•} 


(s + 2) 3 

= - jrX- 1 {-} + fi] + ^X- 1 {-!— 

16 (a J 8 [s 2 J 16 Is + 2 


11 1 1 , , 
16 8 16 8 le ‘ 



En lo anterior tambien aplicamos X 1 { 2/(s + 2) 3 } = t 2 e 21 del ejemplo 6, seccion 7.1. 
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EJEMPLO 6 


Fracciones 


parciales y linealidad 


Evalue % 1 

some ion 


3s -2 
s i (s 2 + 4)J 

Suponemos 


que 


3s — 2 _ A B C Ds + E 

s i (s 2 + 4) s s 2 s 3 s 2 + 4 


de modo que 

3s - 2 = As 2 (s 2 + 4) + 5s(s 2 + 4) + C(s 2 + 4) + (Ds + E)s 3 . 

Con s = 0 se obtiene de inmediato C = - i. Ahora bien, los coeficientes de s 4 , s 3 , s 2 y s son, 
respectivamente, 

0=A+D, O = B + E, 0 = 4A + C, 3 = 4B, 


de donde obtenemos B = E = — A = | y D - — i; asf pues de acuerdo con las partes a), 
b), e) y d) del teorema 7.3, 

<£-i f 3^-2 1 = eg., fl /8 + 3/4 _ 1/2 + -s/8 - 3/4 ] 

\s 3 (s 2 + 4)J \ s s 2 s 3 s 2 + 4 j 



Segun sefiala el teorema siguiente, no toda funcion arbitraria de s es una transformada de 
Laplace de una funcion continua por tramos de orden exponencial. 


TEOREMA 7.4 


Comportamiento de F(s) cuando s -» < 


Si /(/) es continua por tramos en [0, °°) y de orden exponencial para / > T, entonces 
lim, /(f)} = 0. 


DEMOSTRACION Dado que/(f) es continua parte por parte en 0 < t S T, necesariamente 
es acotada en el intervalo; o sea, \f(t) \ < M\< M\ e 0t . Tambien, f(f) | < cuando / > T, 
Si Mrepresenta el maximo de {M\, M 2 } y c indica el maximo de {0, 7 }, entonces 


^{/(0}| ^ J 0 V1/(0I*SA#JV* 


• e c 'dt= -M 


e -(s-c)t 

s - c 


M 


s - c 


para s > c. Cuando s —) se tiene que |££{/(f)}| —> 0, de modo que t£{ f(t)} -A 0. ■ 
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De acuerdo con el teorema 7.4 podemos decir que F\(s ) = 1 y F 2 (s) — 5/(5 + 1) no son 
transformadas de Laplace de funciones continuas por tramos de orden exponencial en virtud 
de que F\(s) -ft 0 y 7 * 2 ( 5 ) -ft 0 cuando s —> °°. El lector no debe sacar como conclusion, por 
ejemplo, que no existe {F,(s)j. Hay otros tipos de funciones. 


Observation 


Esta observation va dirigida a quienes se les pidan descomposiciones en fracciones parciales 
a mano. Hay otra forma de determinar los coeficientes en esas descomposiciones, en el caso 
especial cuando ££{/(*)} = P(s)/Q(s), donde P y Q son polinomios, y Q es un producto de 
factores distintos: 


F(s) = 


_ M _ 

(s - r,)(j - r 2 ) . (5 - r„) 


Veamos un ejemplo especlfico. De acuerdo con la teorla de las fracciones parciales, sabemos 
que existen constantes A, B y C unicas tales que 

5 2 + 45 — 1 A B _C 

(s-l)(s-2)(s+3)=5 -l+s-2 + i + 3' K 


Supongamos que multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por, digamos, s - 1, simplifica- 
mos e igualamos s = 1. Como los coeficientes de B y c son cero, obtenemos 


s 2 + 45 - 1 

(*-2X1 + 3) fml 


0 sea A=-1. 


Expresado de otro modo, 


s 2 + 4s - 1 

(s - 1) (s - 2)(s + 3) h 


= A, 


en donde hemos sombreado, o cubierto, el factor que se anulo cuando el lado izquierdo de (1) 
fue multiplicado por $ -1. No evaluamos este factor cubierto en s = 1. Para obtener B y C, tan 
solo evaluamos el lado izquierdo de (1) cubriendo, en Su turno, a s - 2 y a 5 + 3: 

5 2 + 4s -1 

(s - 1) (s - 2) (S + 3) j =2 

5 2 + 45 - 1 

(s - l)(.v - 2) (j + 3) s-3 


osea ^= — 

„ l 
osea C= - 


Observese con cuidado que en el calculo de c evaluamos en s = -3. Si reconstruye los detalles 
de la llegada a esta ultima expresion, el lector descubrira por que es asf. Tambien debe 
comprobar con otros metodos que 


5 2 + 45 ~l -1 1HS.- j-1/S. 

(s l)(s — 2)(5 + 3) s-1 s-2 s + 3’ 


Este metodo de cubierta es una version simplificada de algo que se conoce como teorema 
de desarrollo de Heaviside. 
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UEROCIOS 7.2 


Aplique el problema 7.3, en los problemas 1 a 34, para determinar la transformada inversa que 
se pide. 



3. 





11. a"' 

13. 

15. 



17. if' 1 


2s - 6 ] 
s 2 + 9j 


2 . 

4. <g“’ 
6 . ig-> 
8. if- 1 
10 . <£-* 

12. 2" 1 

14. £g-' 



16. SB' 1 
18. if-' 


10s 


■25 



19. £g~' j 
21. fg- 1 | 
23. ig- 1 | 

r * i 

[s 2 + 3sJ 

r * i 

[s 2 + 2s - 3j 
f 0.9s 1 

L(S - 0.1)(s + 0.2) j 

25. ig" 1 • 

\ s 

l(s - 2)(S - 3)(s - 6) 

27. £-> | 

\ 2s + 4 1 

L(s - 2)(s 2 + 4s + 3) j 

29. ig- 1 ■ 

r 1 1 

[s 2 (s 2 + 4) J 

3i. se - 1 1 

l s ) 

[(s 2 + 4)(s + 2)J 

33. ig- 1 | 

r i i 

[(s 2 + l)(s 2 + 4) j 


20 . St' 1 
22 . ig" 1 
24. ig- 1 
26. ig- 1 
28. SB' 1 
30. ig- 1 
32. ig' 1 
34. ig' 1 


s + 1 


4s 

1 


s 2 + s - 20 


s - 3 


l(s - V3)(s + V3) 
s 2 + l 


s(s - l)(s + l)(s - 2) 
s + 1 


(s 2 - 4s)(s + 5) 
s — 1 
s 2 (s 2 + 1) 

1 


9 


6s + 3 


(s 2 + l)(s 2 + 4) J 
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Problems para disc us ion 

35. Forme dos funciones, f y g, que tengan la misma transformada de Laplace. No busque 
complicaciones. 


7.3 


TEOREVIAS DE TRASLACION Y DBWADAS DE UNA TRANSFORMADA 

■ Primer teorema de traslacion ■ Foma inversa del primer teorema de traslacion 

■ Funcion escalon unitario ■ Funciones expresadas en terminos defunciones escalon unitario 

■ Segundo teorema de traslacion ■ Transformada de una funcion escalon unitario 

■ Forma inversa del segundo teorema de traslacion ■ Derivadas de una transformada 


No conviene aplicar la definicion 7.1 cada vez que se desea hallar la transformada de Laplace 
de una funcion f (t); por ejemplo, la integracion por partes que se usa para evaluar, digamos 
iffeV 2 sen 3/} es imponente, y el calificativo es modesto. En la description siguiente presen- 
taremos varios teoremas que ahorran trabajo, sin necesidad de recurrir a la definicion de la 
transformada de Laplace. En realidad, es relativamente facil evaluar transformadas como 
if {e 4 ' cos 6/}, sen 2t} y i£{f I0 e -, } ! siempre y cuando conozcamos if {cos 6/}, if {sen 2/} 
y if {t 10 }, respectivamente. Si bien se pueden formar tablas extensas (y en el apdndice III 
aparece una tabla) se aconseja conocer las transformadas de Laplace de las funciones basicas 
como t n , e“\ sen kt, COS kt, senh kty cosh kt. 

Si conocemos if {/(f)} = F(s), podemos hallar la transformada de Laplace sin 

mas que trasladar, o desplazar, F(s) a F(s - u). Este resultado se llama primer teorema de 
traslacion. 


TEOREMA 7.5 


Primer teorema de traslacidn 

Si F(s) = if{/(r)} y a es cualquier numero real, 

2{e M f{t) = F(s-a), 

DEMOSTRACION La demostracion es inmediata porque, segun la definicion 7.1, 
2{«7(0> = e-V'/(t) dt = e^fd) dt = F(s - a). 


Si s es una variable real, la grafica de F(s — a) es la grafica de F(s) desplazada |a| unidades 
sobre el eje s. Si a > 0, el desplazamiento de F(s) es a unidades hacia la derecha, mientras que 
si a < 0, es hacia la izquierda (Fig. 7. 11). 

A veces es util, para enfatizar, emplear el simbolismo 

£{e at m if{/(Ol s—>s~ai 

en donde s —> s - a indica que reemplazamos s en F(s ) con s — a. 
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FIGURA 7.11 


EJEMPLO 1 


Primer teorema de traslacion - 

Evalue a) ££{ e 51 1 2 } b) !£ { e~ 2 ‘ cos 4 1}. 

SOLUCION Los resultados son consecuencia del teorema 7.5. 


(a) 2{ e *i*} = 


W5 ( s ~ 5 ) 4 ' 

(b) iE{e~ 2 ‘ cos 4r} = i£{cos 4t} s ^ s+2 <r-a = -2 so s - a = s - (-2) = s + 2 

S + 2 


s 2 + 16 


(s + 2 ) 2 + 16’ 


Forma inversa del primer teorema de traslacion Si/(/) = la forma 

inversa del teorema 7.5 es 


iT 1 {F(s - a)} = <T 1 {F(s , )|s-»- a } - e a, f(t). 


- cp-l 


( 1 ) 


EJEMPLO 2 


Evalue 


Completar el cuadrado para determinar ££ 1 


s 2 + 65 + 11 [ 


SOLUCION Si s 2 + 6s + 11 tuviera factores reales, empleariamos fracciones parciales; 
pero como este termino cuadratico no se factoriza, completamos su cuadrado. 


2- 


_£_ =2-> _*_ 

s 2 + 65 + 11J \(s + 3) 2 + 2 


= ir 1 
= i~ l 
= 2“‘ 


f s + 3-3 } 

\( s + 3) 2 + 2j 


+ 3) 2 + 2 

s + 3 3 1 

2J 


>+3) 2 +2 (s + 3) 2 + 2 


completar el cuadrado 
sumar cero en el numerador 

division termino a termino 


s + 3 


(s + 3) 2 + 2 


- 32- 1 


1 


(s + 3) 2 + 2 J 


linealidad de % 


1-1 
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= 2- 


3 


= e 3, cosV2 1 — 


V2 


e -3i sen V2l *- c * e acuer do con (1) y el 
teorema 1.3 


EJEMPLO 3 


-i 


Completar el cuadrado y linealidad 


1 


Evalue , „ „, . „ „. 

[(s-l) J s 2 + 2s-8j 

SOLUCION Completamos el cuadrado en el segundo denominador y aplicamos la linea- 
lidad como sigue: 

1 




f —i_I_Lg-t 1 I_i_i 

l(s-l) 3 s 2 + 2s - 8J l(s-l) 3 (s + l) 2 -9j 


l) 3 (s + l) 2 

= Icg-J_2!_Uicg-.. 

2! l(s-l) 3 j 3 |.(s + l) 2 -9j 

w J-HALJ 


{( s + l ) 2 - 9} 


= ^SB- 


21 

1 

2' 


1 1 

= -e'f 2 + - e senh 3t. 


Funcion escalon unitario En ingenieria se presentan con mucha frecuencia funciones 
que pueden estar “encendidas” 0 “apagadas”. Por ejemplo, una fuerza externa que actua sobre 
un sistema mecanico 0 un voltaje aplicado a un circuito se pueden apartar despues de cierto 
tiempo. Por ello, conviene definir una funcion especial, llamada funcion escalon unitario. 


DEFINIC10N 7.3 


1 escalon unitario 

La funcidn <%(* - a) se define como sigue: 

Ha. 


<a 


Observese que delinimos a °U(f - a) solo en la parte no negativa del eje t porque es todo 
lo que interesa al estudiar la transformada de Laplace. En sentido mas amplio, °U(f - a) = 0 
cuando / < a. 


EJEMPLO 4 


Graficas de funciones escalon unitario 


Grafique 

SOLUCION 


3)^(0 b) - 2) 

( 0 , 0<f<2 

a) %(t) = l, f>0b) - 2) =| 1 ;s2 


Las graficas respectivas estan en la figura 7.12. 
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i 

i 

! 


t 

1 2 1 


(b) 



HGURA 7.12 


HGURA 7.13 


Cuando se multiplica por otra funcion definida para t > 0, la funcion escalon unitario 
“apaga” una parte de la grafica de esa funcion; por ejemplo, en la figura 7.13 vemos la grafica 
de sen t, t > 0, multiplicada por - 27 t): 


f(t) =sen t°U{t ~ 2n) = 


r 

[sen t, 


0 s t < 2tt 

t>2n. 


La funcion escalon unitario tambien se puede usar para expresar funciones definidas por 
tramos en forma compacta; por ejemplo, la funcion 


m 


g(0. 0£ ' <a , t) I 0 ’ °^ t<a 

{h(t), t>a 8K + \-g(t) + h(t), t>a 


equivale a 


/(0 = g(t) - git)^ -a) + h(t)%t - a). 


( 2 ) 


(3) 


De igual forma, una funcion del tipo 


se puede escribir en la forma 



'0, 0 ^ t < a 

■ g(t), a^t<b 

w 0, t r b 

= g(t)[ s U(t~a)~ s U(t-b)]. 


EJEMPLO 5 


Funcion expresada en terminos de una funcion escalon unitario 

[20 (, 0< t< 5 


El voltaje de un circuito esta definido por E ( t) 


0, t> 5 


. Grafique E(t). 


Exprese E (t) en terminos de funciones escalon unitario. 


( 4 ) 

(5) 
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FIGURA 7.14 


SOLUCION La grafica de esta funcion definida parte por parte aparece en la figura 7.14. 
De acuerdo con (2) y ( 3 ), y con g(t) = 20t y h(t) = 0, llegamos a 

E(t) = 20/ - 20/ °U (/ - 5). 



En general, si a > 0, la grafica dey =/(/ - a) es la dey =/(/), t > 0 desplazada a unidades 
hacia la derecha, sobre el eje t; sin embargo, cuando se multiplica ay =/(/ - a) por la funcion 
escalon unitario °1 L(t - a) como en la parte d) del ejemplo 6, la grafica de la funcion 

y = f(t - a)°U{t - fl) ( 6 ) 

coincide con la dey = /(/ - a ) cuando t > a, pero es identica a cero cuando 0 < t < a (Fig. 7.16). 

En el teorema 7.5 dijimos que un multiplo exponencial de/(f) origina una traslacion, o 
desplazamiento, de la transformada F(s) sobre el eje s. En el teorema que sigue veremos que 
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HGURA 7.16 


siempre que F(s) se multiplica por una funcion exponendal adecuada, la transformada inversa 
de este producto es la lundon desplazada de la ecuadon (6). Este resultado se llama segundo 
teorema de traslacion. 



I •> 


X{f(t-a)%t-u)}= J”c 
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EJEMPLO 7 


Segundo teorema de traslacion - 

Evaliie £{ (t - 2) 3 °U(/ - 2)). 

SOLUCION Si identificamos a = 2, entonces, segun el teorema 7.6, 


£{(t - 2 ) is U(t - 2)) = <r^{f 3 } = e ~ 


r 3!_6 _ 
s 4 s* € 


Con frecuencia se desea hallar la transformada de Laplace solo de la funcion escalon 
unitario. Esto se puede hactr partiendo de la definicion 7.1, o bien del teorema 7.6. Si 
identificamos f(t) = 1 en el teorema 7.6, entonces /(/ - a) = 1, F(s) = £{ I } = l/i y asi 


-os 


EJEMPLO 8 


Funcion expresada en terminos de funciones escalon unitario 


Determine la transformada de Laplace de la funcidn de la figura 7.17. 


(7) 



FIGURA 7.17 


SOLUCION Con ayuda de la funcion escalon unitario se puede escribir 

m = 2-3 + 

Aplicamos la linealidad y el resultado en la ecuacion (7), 

£{f(t)} = £{2} - 3 S£{%t - 2)) + - 3)) 



Forma alternativa del segundo teorema de traslacion Con frecuencia sucede 
que debemos determinar la transformada de Laplace de un producto de una funcion g por una 
funcion escalon unitario - a), cuando la funcion g carece de la forma /(/ - a) desplazada 
que se requiere en el teorema 7.6. Para hallar la transformada de Laplace de g(t) °ll(/ - a) es 
posible “arreglar” a g(r) con manipulaciones algebraicas, para forzarla a adquirir la forma 
deseada/(/ - a); pero como esas maniobras son tediosas y a veces no son obvias, es mas sencillo 
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contar con una version alternativa del teorema 7.6. Emplearemos la definicion 7.1, la definicion 
de <}(,(/ - a) y la sustitucion u= t - a, para obtener 


£{g(t)°U(t - u)} = e~ s ‘g{t) dt = J“ e- s(u+a) g(u + a) du. 

Esto es, %{g(t) °U(Z - a)} = e~° s i£{g(Z + u)}. 


( 8 ) 


EJEMPLO 9 


Segundo teorema de traslacion, forma alternativa - 

Evalue : £ {sen t °lt(Z - 27t)}. 

soluci6n Hacemos g(t) = sen t, a = 2n y tenemosg(Z + 27r) = sen (t + 2tt) = sen t porque 
la funcion seno tiene periodo De acuerdo con la ecuacion (8), 


2{sen t<U(t - 277)} = e- lm< £{scnt} = 




S 2 + 1' 


EJEMPLO 10 


Segundo 

Determine la transformada 


teorema de traslacion, forma 
de Laplace de la funcion que se 


alternativa - 

ilustra en la figura 7.18. 



SO LUC ION Una ecuacion de la recta que pasa por esos puntos es y = 2t - 3. Para “apagar” 
la graficay = 2/- 3 en el intervalo 0 < t < 1 usamos el producto (2t - 3) °ll (f - 1). En este 
caso, con g(t) = 2t - 3, a = 1 y g(t + 1) = 2(1 + 1) ~ 3 = 2t - 1, segun la ecuacion 8, 


X{(21 - 3 )°U(t - 1» = e~ s £{21 -1} = <f s 



Forma in versa del segundo teorema de traslacion Si/(z) =£~ ] {^(i)} , la forma 

inversa del teorema 7.6, cuando a > 0, es 

r I {^F(s)}=/(/-fl) 5 ll(t-u). 


( 9 ) 
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EJEMPLO 11 


Evalue '£ 


-i J± 


la inversa segun la formula (9) 

7Tl/2 1 


k +9 J’ 

SOLUCION a = ^yf(l) = £ 


71 " ' = v 1 J —-— 1 ^ sen 3/; de esta manera segun (9), 


2- 


o~irsl2 


U 2 + 9 


5 2 + 9 3 


— _ CP-1 

3 


s 2 + 9 


t-*t-nl2 




= | S en 3 ( I -l)«(«-f 


identidad trigonometrica 


= ycos 3 1 'U 


( _\ 
7T 

,'-5 


Si F(s) - £ { /(/)} y si suponemos que es posible intercambiar diferendadon e integration, 
entonces 


F{s) = Is fo e ' s,f(t) dt = Jo is [e " m dt = - Jo *= -^{<f( 0 >; 




esto es. 




De igual manera, - ^0 1 

Los dos casos anteriores sugieren el nesultado general para ££ {t”‘(t)}. 


TEOREMA 7.7 


Derivados de transformadas 

SiF(s)«{/(/)} y n- 1,2 , 3 , ..., entonces 






EJEMPLO 12 


Aplicacion del teorema 


7.7 


Evalue 

(a) i£{te 3 '} (b) i£{tsen /a} (c) ££{f 2 senkt} (d) £{te~‘ cos t} 

SOLUCION Usarcmos los icsultados c), d) y e) del tcoiema 7.2. 

a) En este primer ejemplo observamos que tambien pudimos usar el primer teorema de 
traslacion. Para aplicar el teorema 7.7, n = 1 y fit) = e 3 ‘: 
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c) Con n = 2 en el teorema 7.7, esta transformada se puede escribir como sigue: 

£{? sen kt) = j^ 2 if{sen kt}, 


y asf, efectuando las dos derivaciones, tenemos el resultado. Tambien podemos aplicar el 
resultado que ya obtuvimos en la parte b). Como t 2 sen kt = t(t sen kt), llegamos a 


!£(? sen kt} 


- - 7 - if {/ sen kt) = — ~ 
ds as 


2ks 

(s 2 + k L f 


<— de la parte b) 


A1 difcicnciar y siniplificar obtenemos 


d) 


cp /,2 ; .1 6 ks 2 - 2k 3 

W sen kt} = + k2 y 

if {te~‘ cos t} = — ~ if{e~' cos t} 
as 


= -|+{coslW> 

_ d ( s + 1 \ 

= ds \(s + l ) 2 + 1 / 
(s + l ) 2 - 1 
[(s + l ) 2 + l ] 2 


<— primer teorema de traslacion 


UBRCICIOS 7 .3 


En los problemas 1 a 44 detennine F(s) 0 f(t), segun se indique. 


1 . if{/e 10f } 

3. if{r 3 e" 2 '} 

5. if {e'sen 3/} 

7. if{e 5 ' senh 3t} 

9. if [tie 1 11 + e 2 ') 2 } 

11 . if{e _ 'sen 2 r} 

15 - 2 " {7=5+10} 


2 . if{te“ 6 '} 

4. if{l 10 e- 7 '} 

6 . if{e -2 ' cos 4t} 

«{?] 

10. if {(?'(t - l) 2 } 

12. if{e' cos 2 3f} 

“• ^ {77777} 
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17. 2 

19 . 


s 2 + 4i + 5 


{(5 ~1) 2 } 

21. ig-> {s 2 (i s + l) 3 } 

23. ^{(f-l)^(f-l)) 

25. £{t°U(t-2)) 

27. i£{cos27%(7 -it)} 

29. £{(7-'l)V' 1 %(7»l)} 

. s i ) 

' ^Tl j 

35. 

37. ££{7 COS 27} 

39. £6{? 2 senh f} 

41. ££{ 7 e 2 'sen 67} 

43. 2-‘-f s 


31 . 

33. 


18. 2- 1 
20. 2' 1 
22 . 2- 1 


25 + 5 
5 2 + 65 + 34 


55 


(*-2) 2 J 

(5 + l) 2 ' 

(5 + 2) 4 ,' 

24. <£{e 2 -‘°U(t- 2)) 

26. i£{(37 + 1)^(7-3)) 

\ 

28. i£-{sen t°U[ t - 


„-2r\2 


5 + 2 

5e 1,1/2 ] 


5 2 + 4j 


e~ h 



30. ££{7e'~ 5 %(7—5)} 
32. ££ _1 

34. iT> 

36. if" 1 


[(5 2 + l) 2 


As - i)j 
38. i£{7senh37} 
40. i£{r 2 cos f} 

42. &{te~ 3 ' cos 37} 

-if. s +1 


44. 


l;5 2 + 25 + 2) 2 


En los problemas 45 a 50 haga corresponder cada grafica con una de las funciones de a) a f); 
por ejemplo, la grafica de/(r) esta en la figura 7.19. 

(a) fit) - fitm - a) 

(b) fit - bm - b) 

(C) /(7)^(7 - a) 

(d) fit) - fitm - b) 



FIGURA 7.19 




FIG URA 7.22 


FIGURA 7.23 



FIG URA 7.24 


FIGURA 7.25 


En los problemas 51 a 58 exprese cada funci6n en terminos de funciones escalon unitario. 
Determine la transformada de Laplace de la funcion rrespectiva. 


, I . 


0<r<3 

■ i, t > 3 


,(t)=u Lt 


, ,,, [0 , 0</<l 

3. f(t ) = ■ , . 

J v [t 2 , t r I 


54. f(t) 


_fO, Os/ 

Isenf, t> 3 


< t < 377/2 
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55. m = 



0<f<2 

f>2 


57. 


/(')■ 

1 - 

1 1 

1 1 

1_1 


a b 1 


pulso rectangular 

FIGURA 7.26 


56. /(f) = 



0< l <28 

t>2n 



funcion escalera (0 escalonada) 


FIGURA 7.27 


En los problemas 59 y 60 trace la grafica de cada funcion. 


5? /»-*{>-£} 


60. f(t) = 



En los problemas 61 y 62 aplique el teorema 7.7 en la forma (n = 1) 

W=-Hl F < 3 >} 


para evaluar cada transformada inversa de Laplace. 


61. 



62. sHln 


^ 2 + l ] 
s 2 + 4j 


63. Aplique el teorema 7.6 para determinar !£{ (f 2 - 3t) °1 L(t -2)). Primero necesitara “arreglar" 
g(t) = f 2 «■ 3t reformulandolo en terminos de potencias de f » 2. Compruebe su respuesta 
aplicando la ecuacion (8) de esta seccion. 


Problema para discusion 

64. i,C6mo “arreglaria” cada una de las funciones siguientes para poder aplicar directamente 
el teorema 7.6 con objeto de hallar directamente la transformada de Laplace? 


(a) ${(2t + 1 )°U(t - 1)) 
(c) i£{cas t°U{t - n)} 


(b) - 5)) 

(d) ig{f senf^(f - 2n)} 
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HRANSFORMADAS DE DERIVADAS, IN1EGRALES Y FUNCIONES PERIODICAS 

■ Transformada de una derivada ■ Convolution de dos funciones ■ Teorema de convolution 

■ Foma inversa del teorema de convolution ■ Transformada de una integral 

■ Transformada de una funcion periodica 

Nuestra meta es aplicar la transformada de Laplace para resolver ciertos tipos de ecuaciones 
diferenciales. Para ello necesitamos evaluar cantidades como ft { dy/dl) y /{ d 2 y/dt 2 }', por 
ejemplo, sif es continua para t > 0, al integrar por partes obtenemos 


% {/' (0> = J“ e'T (0 dt = e 7(0 + 5 /” «"7(0 1 


= -m+mmi 

0 sea = (1) 

Para ello hemos supuesto que e~ sl f(t) 0 cuando t oo, De igual forma, la transformada de 
la segunda derivada es 


= j 0 ” dt -- + 5 /“ e-«f'(t)dt 

= -r(O) + 

=s[sF(s)-fm-m 

0 sea {/"(/)} = s 2 F(s) - sf( 0) -f (O). 

De manera analoga se puede demostrar que 


%{tv)} = s^is) ~ s 2 m - S fx o) -no). 


Por los resultados en (1), (2) y (3), se ve que la transformada de Laplace de las derivadas de una 
fimcion/es de naturaleza recursiva. El siguiente teorema determina la transformada de Laplace 
de la enesima derivada de/ Omitiremos su demostracion. 


TEOREMA 7.8 


Transform 


Si/(4/'(<)./'"‘^son 

continua parte por parte en [0, 





en donde F(s) = %{f(t)} 







DEMOSTR ACION 
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A1 proceder formalmente obtenemos 

F(s)G(s) = (J” e~ ST f(r) e~ s W) dfi'j 

= J* J" e - s(T+ ®/(r)g(/3) drdjS 

= { o 7(r)dr/” e -^g(/3)d i 8. 


Mantenemos fija ry escribimos t = T+ A dt = dj3, de modo que 

F(j)G(i) = j“f(r) dr J” e“ s 'g(f - r) eft. 


Estamos integrando en el piano fr sobre la parte sombreada de la figura 7.28. Puesto quefy g 
son continuas por tramos en [0, °°) y son de orden exponencial, es posible intercambiar el orden 
de integracion: 


F(s) G(s) = J” <T* dt f o f(r)g(t - r) dr = 





dt = £{f*g}. • 



EJEMPLO 2 


Transformada de 


Evalue X | J e T sen (t - r) dr j. 


una convolucion 


SOLUCION Si /(/) = e‘ y g(t) = sen /, el teorema de la convolucion establece que la 
transformada de Laplace de la convolucion defy g es el producto de sus transformadas de 

Laplace: 




\ e r sen(t - r) dr 


= !£{e‘}-£{sent} = 


s - 1 


1 1 
s 2 + 1 " (s-1)(j 2 + 1) . 


Forma inversa del teorema de convolucion A veces, el teorema de la convolu- 
Ci6ll es titil para determinar la transformada inversa de Laplace de un producto de dos 
transformadas de Laplace. Segun el teorema 7.9, 

2T l {F{ S )G{s)) =/* g. 


(5) 
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EJEMPLO 3 


Evalue £ 


i-i 


Transformada inversa como convolucion 

1 


[(s-l)(s + 4)j 

SOLUCION Podriamos usar el metodo de fracciones parciales, pero si identificamos 


F(s) = 


1 


G(5)=- 


1 


S-1 J w S + 4’ 

entonces 

2~'{F(s)} = m = e 1 y %-'{G(s)} = g(t) = e~ 4 ', 
Por lo tanto, con la ecuacion (4) obtenemos 

{(, - 1)‘( S + 4)} = l'. f(T)s0 ~ T)dT = l dT 


= e- 4f f 

Jo 


e 5T dr 


,1 


= e~ 4r -e 5T 

1 , 1 

= 5 e "5 e 


10 

-4 1 


EJEMPLO 4 


Evalue X 
SOLUCION 

de modo que 


Transformada inverse como convolucion 
1 


(s" + /P)' 
Sea 


F(s) = G(s) = 


f(t)=g(t) = F eg-. 


s 2 + k 1 
k 


s 1 + k 2 


H 


senkt. 


En este caso, la ecuacion (5) conduce a 

1 




U* 2 + k 2 ) 2 J 


= J’ senfcrsen k(t - r) dr. 


De acuerdo con la trigonometria, 

cos (A + B) = cos A cos B - sen A sen B 
Y cos ( A-B ) = cos A cos B + sen A sen B. 

Restamos la primera de la segunda para llegar a la identidad 

sen A sen B = j [cos(y4 ~B) - cos(A + B) ]. 


( 6 ) 
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Si A = kry B = k(t - r), podemos integrar en (6): 

{(7TIS 3 } ' h l [cos * (2t “ 0 ■ cos kl] iT 

i r i 1 

= ^ 7 T — sen/c(2r- t) - TCOSkt 
2k l \2k it 

_ sen kt — kt COS kt 

~ 2F 


Transformada de una integral Cuando g(t) = 1 y r £{g(t)} = G(s) = 1/s, el teorema 
de la convolution implica que la transformada de Laplace de la integral defes 



La forma inversa de esta ecuacion, 


\‘f(T)dT=X-' (^ 4 , 


se puede usar en algunas ocasiones en lugar de las fracciones parciales cuando s n es un factor 
del denominador y f(t ) = (F(s)} sea facil de integrar; por ejemplo, sabemos que cuando 

f(t ) = sen t, entonces F(s ) = l/(s 2 + 1), asi que, segun (8), 

| } — = \' senrdr= 1 - cost 

[s(s 2 + l)J Jo 

2-1 =/; 0 -«■ o *= |< ! - 1+ “ s ■' 

etcetera. Tambien emplearemos la ecuacion (7) en la proxima section sobre aplicaciones. 


Transformada de una funcion periodica Si el periodode una funcion periodica es 
T > 0, entonces /(f + T) =f(t). Se puede determinar la transformada de Laplace de una funcion 
periodica por una integration sobre un periodo. 



; i 


TEOREMA 7.10 


Transformada 1 


es continua por tramos en [0, 


nm) 


DEMOSTRAC10 N Expresamos la transformada de Laplace como dos integrales: 


= \l e ~ s, f(t) dt + J“ e~ st m dt. 


(10) 
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Escribiendo t ~ u + T, la ultima de las integrales de (9) se transforma en 

J* e~ s, f{t) dt = J* e~ s(u+T) f(u + T) du = e~ sT J g e~ m f(u) du = e~ sT !£{f{t)}. 

Por consiguiente, la ecuacion (10) es !£{ f(t)}= J Q e~ s, f(t) dt + e~ sT £{ f(t)}. 

A1 despejar X{ f(t)} se llega al resultado de la ecuacion (9). 


EJEMPLO 5 


Transformada de Laplace de una funcion periodica 


Determine la transformada de Laplace de la funcion periodica que muestra la figura 7.29. 



some ion 


La funcion se puede definir en el intervalo 0 ^ t < 2 como sigue: 


m- 



0<r < 1 
1 <r<2 


y fuera del intervalo mediante f(t + 2) = f(t). Con T = 2 aplicamos la ecuaci6n (9) y la 
integration por partes: 




o 2s 


+ jV s '0<fr 


1 

1 - e~ 2s 



1 - e~ s 

s 2 ii 


1 - (s + l)e 1 
s 2 ( 1 - e~ 2s ) ' 


(U) 


El resultado en la ecuacion (11) del ejemplo anterior se puede obtener sin necesidad de 
integrar, aplicando el segundo teorema de traslacion. Si definimos 


s(0 = 



0<r<l 

r>l, 


entonces/(f) = g(t) en el intervalo [0, T\, donde T - 2. Pero podemos expresar g en terminos 
de una funcion escalon unitario, en fonna g(t) ~ t - t °ll(f - 1). Asl, 
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l 


— s £{t-t%t- l)) 


1 


1 1 


2 2 e 
S S 


s 


A1 examinar la explosion dentro de los parentesis 


<— segun (8), seccion 7.3 
icctangulaies vemos que es identica a (11). 


EJERCICIOS 7.4 


1. Aplique el resultado ( d/dt)e‘ = e l y la ecuadon (1) de esta seccion para evaluar !£ { e‘} . 

2. Aplique el resultado (d/dt) cos 2 / = - sen 2/ y la ecuacidn (1) de esta seccion para evaluar 

££{cos 2 /}. 

En los problemas 3 y 4 suponga que una funcion y(t) cuenta con las propiedades _y(0) = 1 y 
y’(0) = - 1. Determine la transformada de Laplace de las expresiones siguientes. 

3. y" + 3y’ 4. /'-4y’ + 5y 

En los problemas 5 y 6 suponga que una lundon y (/) tiene las propiedades y (0) = 2 y y’(0) = 3. 
Despeje la transformada de Laplace !£{y(t)} = Y(s). 

5. y" - 2y' + y = 0 6.y" + y = 1 

En los problemas 7 a 20 evalue la transformada de Laplace en cada uno, sin evaluar la integral. 




7. £ e T dr 


9. £ 


j'^e T cos rdr | 
} 


11.2 t e'-'dr 


B. ££ jj'cosTdrj 


10. ^ i rsenrdr 


} 


12. X -j senrcos(f - r) dr) 


13. X j/J^senTdrj 

14. X jf t ^t 

15. 2{1 * l 3 } 

16. <£{1 * e~ 2 ‘} 

17. ^{/ 2 * z 4 } 

18. £{z 2 * te'} 

19. t£{e~‘ * e‘ COS /} 

20. X{e 1 ‘ * sen /} 


En los pi'oblcmas 21 y 22 suponga que X 1 {F(.?)} =/(/). Detennine la transformada inversa de 
Laplace de cada funcion. 


21 . 


s + 5 


m 


22 . 


i 2 + 4 


m 
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En los problemas 23 a 28 use las ecuaciones (4) o (7) para calcular/(/). 

23. X- 1 f—!—-] 24. ( „ 1 tt ■ 

UO + 1 )J 1s 3 (j - 1)J 

25 - 2 -{?7TT^2)} “•^{uTT?} 

27 - 2 "{^T4?} 

29. Demuestre la propiedad conmutativa de la integral de convolucion 

f*g = g*f 

30. Demuestre la propiedad distributiva de la integral de convolucion 

f*(g + h)=f*g+f*h. 

En los problemas 3 1 a 38 aplique el teorema 7.10 para hallar la transformada de Laplace de la 
funcion periodica respectiva 



funcion meandro 

FIGURA 7.30 HGURA 7.3 1 


34. 



rectificacion de onda completa de sen t rectificacion de media onda de sen t 


RGURA 7.34 


FIGURA 7.35 
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37./(0 = sen t 38./(0 = cos t 

f(t + 2 tt) _ f(t) f(t + 2tt) =f(t) 

Problemas para discusion 

39. Explique la ecuacion t * °U(7 - a) = i (/ - a) 2 °U(/ - a). 

40. En la ecuacion (7) vimos que el resultado 2?{J /(r) rfr} = F(s)/s, cuando F(s ) = ££{ f(f)}, 
es consecuencia del teorema de la convolution cuando g(f) = 1. Aplique las definiciones 
y teoremas en este capitulo para hallar dos maneras mas de llegar al mismo resultado. 


7.5 


APLICACIONES 

■ Uso de la transformada de Laplace para resolver un problema de valor inicial 

■ Ecuacion integral de Volterra ■ Ecuacion integrodiferencial 

■ Uso de la transformada de Laplace para resolver un problema de valor en la frontera 


Como { y(“)(r)}, n > 1, depende de y[t) y de sus n- 1 derivadas, evaluadas en t = 0, la 
transformada de Laplace es lo ideal en problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes constantes. Este tipo de ecuacion differencial se puede reducir a una 
ecuacion algebraica en la funcion transformada, Y(s). Para comprenderlo, veamos el problema 
de valor inicial 


d n y d n ~ ] y . 


y(0) = yo, y’(0) =y h . ■, y" _1) (0) =y n -\ 


en donde a„ i = 0, 1,..., nyyo, yi, . .., y n -\ son constantes. De acuerdo con la propiedad de 
linealidad de la transformada de Laplace podemos escribir 

{$} + « n -i2 (“ t } + • • • + *{y} = (l) 


Segun el teorema 7.8, la ecuacion (1) equivale a 

a n [s n y(s) - i n ' 1 y(0) - " ■ - y (n_1) ( 0 )] 

+ a B . 1 [s' , - 1 y(s) - s"‘ 2 y(0) - •. . - y (n_2) (0)] + . • • + a 0 y(i) = G(s) 


0 sea 


[a„s" + a n . 1 s n - 1 + ■■ • + a 0 ]y(s) = a n [s n ~'yu + • " + y„- 1] 

+ a n -i[s" -2 yo + 1 . . + y n -2 ] + •. ' + G(s), (2) 

en donde y( 5 )= y G(s) = ^{g(l)}. Despejamos Y(s) de (2) y llegamos a y(t) 

determinando la transformada inversa 


y(f) = iT 1 {Y(s)}. 
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FIGURA 7.36 


El procedimiento se describe en la figura 7.36. Observese que este metodo incorpora las 
condiciones iniciales dadas directamente en la solucion; en consecuencia, no hay necesidad de 
las operaciones separadas para hallar las constantes en la solucion general de la ecuad6n 
differencial. 


EJEMPLO 1 


Ecuocidn diferencial transformada en ecuacion algebraica 


Resuelva 


in 

a 


-3y = e 2t ,y(0) = 1. 


SOLUCION Primero sacamos la transformada de ca& lado de la ecuacion diferencial 
dada: 


my} = X{e»}. 

A continuation desarrollamos %{ dy/dt } = s y(j) - y (0) = sY(s) - 1, y ${ e 2 '} = l/(s - 2). 
Entonces 


sr(i)-i-3r(i)=j42 

despejamos Y(s) y descomponemos en fracciones parciales: 

T// x S ~ 1 -1 

W= (s-2)(s-3)~7^2*£ 


2 

- 3 ’ 


asi que y(t) = 

De acuerdo con la parte c) del teorema 7.3, 


UJ 

• + 2S6~ 1 

U - 2j 



I 

s - 3> 


■ 


y(t) = ~e 2t + 2 e 3 '. 
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EJEMPLO 2 


Un problema de valor inicial 


Resuelva y” -6y' + 9y = t V 3 ', y(O) = 2, y’(O) = 6. 


SOLUCION 


${y"} - 6%{y'} + 9£{y} = £g{fV'} 
j 2 Y( 5 ) - sy{ 0) -y’(O) - 6 [*y(s) -y(0)] + 9 Y(s) = 


%{y} 2 RV'} 


Aplicamos las condiciones iniciales y simplificamos: 

(s 2 - 6 s + 9)Y(s) = 2s - 6 + 


(* - 3) 3 


(s- 3?Y(s) = 2fr-3) + ^3 

v , \_ 2 , 2 

Y(S) s - 3 + (s - 3) 5 ’ 


De acuerdo con el primer teorema de traslacion, 


Por consiguiente, llegamos a 


'41 

Hi =f 4 e 3 ', 

^ s-n-V 


y(t) = 2e 3 ' + J 2 


EJEMPLO 3 


ApHcaci6n del primer teorema de traslacion- 

Resuelva y” + 4/ + 6y = 1 + e“ f , y (0)« 0, y’(O) = 0. 

SOLUCION #{/'} + 4 2{/} + 6 <£{y} = 2{i} + »r'} 

^y(j) - sy( 0) - y’(O) + 4[jy(*) - y(O)] + 6 Y(,y) = - + 

S S t X 

(j ! .ii. 6)y ( s) = 

Y(s) = 


_ 2s j-1 _ 

s(s + l)(s 2 + 4s + 6)’ 


La descomposicidn de Y(s) en fracciones parciales es 

v , , 1/6 , 1/3 . -s/2 - 5/3 

r(s> = T + m + ?T47T6- 
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Dispondremos lo necesario para sacar la transformada inversa; para ello arreglamos como 
sigue a Y(s): 



1/6 1/3 1 s + 2 2 1 

s s +' 1 * 2 (s + 2) 2 + 2 3 (s + 2) 2 + 2' 


Por ultimo, de acuerdo con las partes a) y c) del teorema 7.3 y el primer teorema de traslacion, 
llegamos a 




s + 2 


= \ + \e~' - \ e~ 2 ‘ cos V2f - ^ e ' 2 

o 3 2 5 


sen 


+ 2) 2 + 2 

Vit. 



EJEMPLO 4 


Aplicacion de los teoremas 7.3 y 7.7 


Resuelva x” + 16x = cos 4/,x(0) = 0, x’(O) = 1. 


SOLUCION Recuerdese que este problema de valor inicial podrla describir el movimiento 
forzado, no amortiguado y resonante de una masa en un resorte. La masa comienza con una 
velocidad inicial de 1 ft/s, en direccion hacia abajo, desde la posicion de equilibrio. 
Transformamos la ecuacion y obtenemos 


(s 2 + 16)Z(s) = 1 + 


s 2 + 16 


X(s) = 


1 


s 2 +16 (s 2 + 16) 2 ' 

Con ayuda de la parte d) del teorema 7.3, y de acuerdo con el teorema 7.7, 




s 2 + 16 


+ 


i r_8s_i 

8 l(s 2 + 16) 2 J 


= 7 sen 4/ + 3/sen4/, 


EJEMPLO 5 


Resuelva x” + 

en donde 


Empleo de una funcion escalon unitario 

I6x = f{t), x(0) = 0, x’(O) = 1, 

... fcos4t, 0<f<7t 

t>*. 


SOLUC ION Se puede interpretar que la funci6n/(t) representa una fuerza externa que 
actiia sobre un sistema mecanico solo durante un corto intervalo de tiempo, y despues 
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desaparece (Fig. 7.37). Aunque este problema se podria resolver con metodos convenciona- 
les, el procedimiento no conviene de ninguna manera, cuando se define a/(f) por tramos. 
Con ayuda de las ecuaciones (2) y (3) de la seccion 7.3 y la periodicidad del coseno, 
podremos reformularfen t&minos de la funcion escalon unitario como sigue: 

/(f) = cos 4t - cos 4t °U(f - 7r). 

Para transformarfaplicamos la ecuacion (8) de la seccion 7.3, y obtenemos 


£{.*"} + 16<£{x} = 2{/(f)} 

s>X(s) - sx( 0) - x'(0) + 16X(s) = -~T 6 - r" 

(, 2 + 16)X( S )=l + ^-^e- 

j $ $ 

= s 2 + 16 + (j 2 +~W~ls r +~W^ 


Empleamos la parte b) del ejemplo 12, seccion 7.3 (con k = 4), junto con la ecuacion (8) de 
esa seccion: 


*(0 = 


1 (£-1 I 1 l + 1 C£-l [ _ I C£-l i 
4^ tj* + 16j 8 l(s 2 + 16) 2 J 8^ W+W 

111 

-sen4f + - fsen4f - - (t - 7r)sen4(f - tt) °U(t - a). 

4 o o 



La solucion anterior es lo mismo que 


*(0 


1 1 

-sen4f +-fsen4f, Q<t<ir 
4 8 

2 + 77 

—-— sen4f, f > 77. 


En la grafica de x(t) de la figura 7.38 se puede ver que las amplitudes de oscilacion se 
estabilizan tan pronto como la fuerza externa se “apaga”. 
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FIGURA 7.38 


Ecuacion integral de Volterra El teorema de la convolution es util para resolver 
otros tipos de ecuaciones, cuando aparece una funcion desconocida bajo un signo integral. En 
el ejemplo que sigue resolveremos una ecuacibn integral de Vofterra, 

fit) = g{t) + f / {T)h(t - t) dr, 

J o 

para determinar/(f). Se conocen las funciones g{t) y h(f). 


EJEMPLO 6 


Una ecuacion integral 


Resuelva f(t) = 3t 2 - e~‘ - j‘ Q fife 1 ~ T dr y determine fit). 

SOLUCION De acuerdo con el teorema 7.9, 

2{/(f)} = 3 %{t 2 } ~ - nmme 1 } 

1 




5 - V 


Despejamos F(s) de la ultima ecuacibn y llegamos a 

~ ~ “X + “ - ~ f- divisi6n t^rmino a tirmino y fracciones parciales 

s* s S S+l 

La transformada inversa es 


= 3^2 _ ? 3 + 7-2e"'. 


s 


■ 22 ~ 


1 


s + 1 


Circuitos en serie En un circuito simple (de un “lazo”) o en serie, la segunda ley de 
Kirchhoff establece que la suma de las caldas de voltaje a traves de un inductor, un resistor y 
un capacitor es igual al voltaje aplicado E(t). Se sabe que lascaidas de voltaje a traves de cada 
elemento son, respectivamente, 
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C 

FIGURA 7.39 


Lj t , Ri (t) y j}S‘iWdr, 

donde i(f) es la corriente y L, K y C son constantes. La corriente en un circuito como el de la 
figura 7.39 esta definida por la ecuacion integrodiferencial 


Lj t + Ri + ^j\r)dr-E(t). 


EJEMPLO 


Una ecuacion integrodiferencial 


Determine la corriente i(t ) en un circuito LRC en serie, cuando L = 0.1 h. K = 20 C2, C 
10" 3 f, i(0) = 0 y el voltaje aplicado es el que muestra la figura 7.40. 



FIGURA 7.40 


SOLUCION Puesto que el voltaje esta apagado cuando ?> 1, podemos escribir 

E(t) = 120t - 120t°U(t - 1). (4 ) 

Entonces, la ecuacidn (3) se transforma en 

0.1 + 20i + 10 3 f' o i(r) dr = 120 1 - Mt%t - 1). (5) 

Recordemos que 5£{J i(r) dr) = I(s)k, como vimos en la ecuacion (7) de la seccion 7.4, donde 
m=2im . Entonces, la transformada de laecuacidn (5) es 


0.1 j/(s) + 20/(s) + 10 3 ii£Z = 120 


-.i, 


s 1 s 2 


segun ( 8 ). seccion 7.3 


Multiplicamos esta ecuacion por 10s y a continuacion despejamos I(s) para obtener 


I(s ) = 1200 


[s(s + : 


100) 2 s(s + 100) 2 (s + 


100) 2 H' 
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Descomponemos en fracciones parciales: 
Z(s) = 1200 


|/10 000 1/|0 000 . 1/100 „ 4 / 10,000 


s 


5 + 100 (S + 100) 2 


+ 1 / 10,000 _ s + 1/100 _ 

-e s _ _ rz e 


1 


e~ 


5 + 100 (s + 100) 2 w (s + 100) 2 
A1 aplicar la forma inversa del segundo teorema de traslacion llegamos a 


i(t) = |^[1 - °U(t -1)] - ^ [e- mi - e-™!'- 1 ) <U(t -1)] 


EJEMPLO 8 


- 12te~ m - 1188(r - - 1). 


Un voltaje periodico aplicado 


La ecuacion diferencial de la corriente i(t) en un circuito LR en serie es 

Lj t +m=m- 

Determine la corriente, i(t), cuando i(O) = 0 y E(t) es la funcion de onda cuadrada que 
muestra la figura 7.41. 


£(0 


i i i i 

i i i i 

H-1- V - ■+- 

12 3 4 


FIGURA 7.41 


SOLJUC ION La transformada de Laplace de la ecuacion es 

Lsl(s) + RI(s ) = £{E(t)}. (7) 

Como E(t) es periodica, con periodo T - 2, aplicamos la ecuacion (9) de la seccion 7.4: 

2{E(i )} = (f l 1 - e "' dt+ \] 0 ' e ~ s ‘ dt ) 

-2s — et- e - 2s = (l + 0(l-0 


L-el 


1 - e 

1 


s(l + e ! )' 

Por consiguiente, de acucitlo con (7), 

ZCs) = 


1 IL 


s(s + RIL)( 1 + e s ) 


( 8 ) 
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Para determinar la transformada inversa de Laplace de esta funcion, primero emplearemos 
una serie geometrica. Recordemos que, cuando |x| < 1, 


1 

1 + x 


1 - X + X 2 - x 3 + • • •. 


Si x = e s , cuando 5 > 0 tenemos que 


1 


1 + e 


_ = J + g~2i_ g-3s + • • • 


Si escribimos 


1 


L LIR I 


R 


s(s + R I L ) s s + RIL' 

la ecuacion (8) se transforma en 

= 4 (--) (1 - e~ s + e~ 2s - e~ is + • • •) 

R \s s + RILj 


1/1 e~‘ e 2s e 3s 


R\s s + s s 


o 


„-3s 


+ • 


R\S + RIL s + RIL s + RIL s + RIL 


■ + 


A1 aplicar la forma inversa del segundo teorema de traslacion a cada termino de ambas series 
obtenemos 

i(t) = 4 (! - - !) + %t - 2) - <U(t - 3) + ..•) 

K 

_ I fg-SUL _ e -R(t~W + g-««-2)/Z. % ^_ 2 ) _ e -R«-3)/L + . . .) 

R 


0, lo que es lo mismo, 


i(t) = 4(1- e- miL ) + 4 2 (—1)"(1 - e- R W L ) <U(t - n). 

R R .n=u 

Para interpretar la solucion del ejemplo 8 supongamos, como ejemplo, que R = 1, L = 1 y 
0 <t <4. En ese caso, 

i(t) = 1 - e -'-(l - - 1) + (1 - - 2) - (1 - e-^)°U(t - 3 ); 

En otras palabras, 

0<r<l 

+ l<r<2 

i(t) = ]l-e" + - e -('- 2 ), 2<t<3 

— e ~< + g-('-i) — g-('- 2 ) + 3 <t <4- 


En la figura 7.42 vemos la grafica de i(t) en el intervalo 0 < t < 4. 
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m 


i 



FIGURA 7.42 

VI gas En la section 5.2 dijimos que la deflexion estatica y(x) de una viga uniforme de 
longitud L que resiste una carga w(x) por unidad de longitud se calcula con la ecuacion 
diferencial de cuarto orden 


El^y = w (x), ( 9 ) 

en que E es el modulo de elasticidad e Z es el momento de inercia de la seccion transversal de 
la viga. El metodo de la transformada de Laplace se presta muy bien a resolver la ecuacion (9) 
cuando w (x) esta definida por tramos. Para aplicar esta transformada, supondremos ticitamente 
que w(x) y y(x) estan definidas en (0, °°), mas que en (0, L). Notese tambien que el ejemplo 
siguiente es un problema de valores en la frontera, y no un problema de valor inicial. 


EJEMPLO 9 


Problema de valores en la frontera 


Una viga de longitud L esta empotrada en sus extremos (Fig. 7.43). Calcule la flecha de la 
viga cuando la carga se define como sigue: 


w(x) 



0 < Jt < L/2 
LI2 <x< L. 


SOLUCION Como la viga esta empotrada en sus dos extremos, las condiciones en la 
frontera son y (0) = 0, y’(O) = 0, y(L) = 0, y’(L) = 0. Tambien, el lector debe comprobar que 


iv(*) = Wo 




2w 0 

L 


L 

2 


-jc+ U- 




FIGURA 7.43 
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A1 transformar a (9) respecto a la variable x, se obtiene 

E - V'vrtl) - yy'IO) - vy-(O) - y '(0)) = - 4 + A “ 

0 Se. j‘r(s)-sy'(0)-y’(0)=|^[“-i + 4e-“ 


Si C] ~ y”(0) y C 2 = y”‘(0), entonces 


S 3 5 4 EIL 


s 5 S 6 5 6 



Aplicamos las condiciones y(L) = 0 y y'(£) = 0 a este resultado para obtener un sistema de 
ecuaciones en C\ y Ci'. 


Ci 2 +C *T + 

Jj 2 

ciL + c 7 — + 


49h>oL 4 _ 

1920£/ 

85h> 0 L 3 

96DFZ 


A1 resolverlas vemos que c i = 23wo L 7 I96QEI y C 2 = -9wo L/40EI. De esta forma queda 
delinida la deflexion mediante 


?(*) 


23 w 0 L 2 , 

an___ 

1920EZ 


9w 0 L 3 Wp 
240 EI X 60 EIL 




Observacion 


Esta observacion continua presentando la terminologia de los sistemas dinamicos. 

A la luz de las ecuaciones^ 1) y (2) de esta seccion, la transformada de Laplace se adapta 
bien al analisis de los sistemas dinamicos lineales, Si despejamos F(j) de la ecuacion general 

transformada ( 2 ), obtenemos la expresion 


m- 


p(s) m 


( 10 ) 


Aquf, P(s)= a„s"+ a„-r*n-i + ■ . + a 0 es igual al polinomio auxiliar de grado n si reemplazamos 
el slmbolo normal m con s, y G(s) es la transformada de Laplace de g(r) y Q(s ) es un polinomio 
de grado n - 1 en s, formado por los diversos productos de los coeficientes a h i * 1,2, ■ ■ ■, n, 
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y las condiciones iniciales dadas, }>q, y^, . y n -\, por ejemplo, el lector debe compiobar que 

cuando n = 2, Q(s)/P(s) =(a 0 yoS +a 2 y\ +a\yQ)l{a 2 s 2 +tf|S +S 0 )- Se acostumbra llamarfuncion 
de transferencia a la reciproca de P(s), o sea, W(s) = \IP(S), del si sterna, y expresar la ecuacion 
(1 0),en la forma 


Y(s) = W{s) G (s) + W(s) Q(s). (11) 

De este modo hemos se para do, en sentido aditivo, los efectos de la respuesta originados por 
la luncion de entiada g (esto es, ffl(s) G(s)) y por las condiciones iniciales (es decir, FF(s) Q(s)); 
por consiguiente, la respuesta del sistema es una supeiposicion de dos respuesta s: 

y(t) = T'{W(s) G(*)} + r l {W(s) Q(s)}=y 0 (t) + yi (t). 

La luncion yo(t) = i£ -l { fV(s) G(s)}es la salida originada por la entiada g(r). 9 el estado inicial 
del sistema esel estado cero, con todas las condiciones inicialescero (y 0 =0, Vi =0,.. . ,y n „\ =0), 
en'-nnces (}( 5 ) =0, a si que la unica solucion del problema de valor inicial es y/ 0 (f). Esla solucion 
se llama respuesta de estado cero del sistema. 9 se razona en terminos de resolver la 
ecuacion diferencial, digamos por el metodo de coeficientes indeterminados, la solucion 
particular obtenida seria yo (/). Observese tambien que, de acuerdo con el teorema de 
convolucion, la respuesta de estado cero se puede expresar como una integral ponderada de la 
entiada: yo(t) = } 0 vt'(r) g(t - t) dr = w(t) * g(t). En consecuencia, la inversa de la luncion de 
transferencia, w(t) =i£~ } {W(s)} se llama funcion de peso O de ponderacion, del sistema. Por 
ultimo, si la entiada esg(f) = 0, la solucion del problema esy\(t) = i£ _1 {(?(s) iF(.y)}, y sedenomina 
respuesta de entrada cero del sistema. &t el ejemplo 2, la respuesta de estado cero es 
yo (/) =t 4 e 3< /12, la respuesta de entiada cero es yj(/) =2e 51 , la luncion de transferencia es \Ms) — 
l/(s 2 - 65 + 9) y la luncion peso del sistema es w(t) = W(s)}= (g 21 , 

EJiRCtCiOS 7.5 - 


En el apendice III se encuentra una tabla de las transformadas de algunas funciones basicas. En 
los problemas 1 a 26 use la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial 
respectiva, sujeta a las condiciones iniciales indicadas. Cuando sea apropiado, exprese / en 
terminos de funciones escalon unitario. 

I. g-y = l, y( 0)=0 2 . ^ + 2y = t,/( 0 )= -1 

3 ■ y’ +4y = e~ M , y(0) = 2 4. y' - y = sen t, y(0) = 0 

5. y" + 5 y' + 4y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0 

6. y” - 6/ + 13y = 0, y(0) = 0, y’(O) = -3 

7. y” - 6/ + 9 y= t, y( 0) = 0, y’(O) = 1 

8. y" - 4y’ + 4y = t\ y(0) = 1, y’(O) = 0 

9. y" - 4y' + 4y = fie 2 ', y(O) = 0, y’(O) = 0 

10. y" -2y' + 5y= 1 + t, y(0) = 0, y’(O) = 4 

II. y" + y = sen t, y(0) = 1, y’(O) = -1 

12. y” + 16y = 1, y(0) = 1, y’(O) = 2 

13. y" -y' = e x COS t, y ( 0 ) = 0, y'(0) = 0 
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14. y " - 2y' = e‘ senh t, y(0) - 0, y’(O) = 0 

15 . 2y’" + 3 y” 3 y’ -2y = e~\ y(0) = 0, y’(O) = 0, y"{ 0) = 1 

16. y"’ + 2y" -y’ -2y = sen 3 f, y(0) = 0, y’(O) = 0, y"(0) = 1 

17. y { 4) - y = 0, y( 0) = 1, y’(O) = 0, y”(0) = -1, y"'(0) = 0 

18 . yW -r U y(0) = 0, y’(O) = 0, y”(0) = 0, /"(0) = 0 

fO, 0<f<l 

19. y’ + y = /(f), y( 0) = 0, en donde /(f) = | 5 ( & j 

f 1 , 0<f<l 

20. y’ + y = fit), y(0) = 0, en donde /(f),= f > ^ 

21. y’ + 2 y= /(f), y(0) = 0, en donde /(f) =| Q ° ( ^ J 

fl, 0<f<l 

22. y” +4 y= f(t), y(0) = 0, y’(O) = -1, en donde /(f) = | 0 ^ 1 


23, /’+ 4 y = senf^(f -2 jt), y(0) = 1, y’(O) = 0 

24. y” - 5/ +6y = %t - 1), y(0) = 0, y’(O) = 1 


'0 , 0 < f < 77 

25. y” + y = f(t), y(0) = o, y’(O) = 1, en donde f(t) = ^ 1, 77 < t < 2u 

0, t =2 277 

26. y" + if + 3y = 1 ~ a U{t - 1 ) -%t- 4) + %(f- 6), y(0) - 0, 

y’(0) =0 


En los problemas 27 y 28, aplique la transformada de Laplace para resolver la ecuacion 
diferencial dada sujeta a las condiciones indicadas en la frontera. 

27. y” + 2/ + y = 0, /(O) = 2, y( 1) = 2 

28. f - 9/ + 20^ = 1, y(0) = 0, /(I) = 0 

En los problemas 29 a 38 resuelva la ecuacion integral o integrodiferencial respectiva con la 
transformada de Laplace. 

2 9, f(t) + J' (t - t)/(t) d,T = t 

3 0, f(t) = 2t -4 J* sen r/(f - t) dr 

31. fit) -te’+ £ t/(i - t) dT 

32 . fit) + 2 J’/(t) COS it - t) dT - 4e + sen t 

33. f(t) + J'/(r)dr = 1 

34 . fit) = cos f + J* e _T /(f — t) dT 

3 5. /(f) = i + f -1J' (t - f) 3 /(r) dr 

36. f - 2/(f) - J' (e T - e _I )/(f - t) dr 

37. y'(f) = 1 - sen t - J' y(r) dr, y (0) = 0 

38. ^+6y(f) + 9/;y(T)dT=l, y(0) = 0 
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39. Mediante la ecuacion (3) determine la corriente i(t) en un circuito LRC en serie, cuando 
L = 0.005 h ,R = 1 Q,C= 0.02 f, E(r) = 100[1 - %(/ - 1)] V e i(O) = 0. 

40. Resuelva el problema 39 cuando E(t) = 100|> - (t - 1) °U(/ ** 1)]. 

41. Recuerde que la ecuacion diferencial que describe la carga q(t) en el capacitor de un 
circuito RC en serie es 


R 


<!a. 

at 



donde E(t) es el voltaje aplicado (vease Sec. 3.1). Emplee la transformada de Laplate para 
determinar la carga, q(t), cuando q (0) = 0 y E(t) = Eoe" kt , k >0. Examine dos casos: cuando 
k * 1 IRC y cuando k = 1 IRC. 

42. Aplique la transformada de Laplace para calcular la carga en el capacitor de un circuito en 
serie RC, cuando q(O) = qo,R — 10 £2, C — 0.1 f y E(t) es la que aparece en la figura 7.44. 


E(t) 




\ 5 - 

1 - 


30 ej \ 

1 

1 

1 

30 - 

/! 

1 

1 


1.5 '> 

3 ? 


FIGURA 7.44 FIGURA 7.45 


43. Use la transformada de Laplace para determinar la carga en el capacitor de un circuito en 
serie RC, cuando q(O) = 0, R =2.5 £2, C = 0.08 f y E(t) es la que aparece en la figura 7.45. 

44. a) Aplique la transformada de Laplace para hallar la carga q(t) en el capacitor de un 

circuito RC en serie, cuando q(O) = 0, R = 50 Q, C =0.01 f y E(t) es la que aparece en 
la figura 7.46. 

b) Suponga que Eo — 100 V. Con un programa de graficas trace la funcion q(t) en el 
intervalo 0 < t < 6. Con esa grafica estime q m jx, el valor mA viu m de la carga. 


E(f) 



t 


FIGURA 7.46 


FIGURA 7.47 



45. a) Use la transformada de Laplace para calcular la corriente i(t) en un circuito en serie LR, 

con m = 0- L = 1 h, R = 10 £2 y E(t) es la que aparece en la figura 7.47. 
b) Con algun software para grAficas, trace i(t) en el intervalo 0 <t< 6. Con esa grdfica 
estime i m ^ e i m j n , los valores maximo y mi'nimo de la corriente. 

46. Resuelva la ecuacion (6) sujeta a i(O) = 0, y m es la funcion meandro de la figura 7.48. 

[Sugerencia: vea el problema 31 de los ejercicios 7.4.1 
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FIGURA 7.48 FIGURA 7.49 


47. Resuelva la ecuacion (6), sujeta a i(O) = 0, y E(t) es la funci6n diente de sierra de la figura 
7.49. Especifique la solucion cuando 0 < t < 2. [Sugerencia: vea el problema 33 de los 
ejercicios 7.4.] 

48. Recuerde que la ecuacion diferencial que expresa la carga instantanea, q(t), del capacitor 
de un circuito en serie LRC es 

< 12 > 

Vea la seccion 5.1. Aplique la transformada de Laplace para hallar q(t) cuando L = 1 h, 
R=20Cl,C= 0.005 f, E(t) = 150 V, t >0, q(O) = 0 e i(O) = 0. ^Cual es la corriente i(t)? 
^Cu£l es la carga q(t) si se desconecta el mismo voltaje constante para / >2? 

49. Determine la carga, q(t), y la corriente, i(t), en un circuito en serie, en el que L — 1 h, 

R ~20 Q, C = 0.01 f, E(t) = 120 sen 10f V, q(O) - 0 C e i(0) - Ok. ^Cual es la corriente 
de-estado estable? 



c 

FIGURA 7.50 


50. Una bateria de voltaje constante, Eq V, carga al capacitor de la figura 7.50. Si dividimos 
entre L y definimos X = R/2L y w 2 - 1 ILC, la ecuacion (12) se transforma en 

dt 2 it H L 


Use la transformada de Laplace para demostrar que la solucion de esta ecuacion, sujeta a 
q(O) - 0 y a i(O) = 0, es 
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51. Aplique la transformacion de Laplace para determinar la carga, q(t), en el capacitor de un 
circuito en serie LC, cuando q(0) = 0, i(0) — 0 y E(t) = £ 0 g ~ kt ! k > 0. 

52. Suponga que una pesa de 32 lb estira 2 ft un resorte. Si se suelta partiendo del reposo desde 
la posicion de equilibrio, deduzca la ecuacion de su movimiento, cuando una fuerza/(t) = 
sen t actua sobre el sistema durante 0 < t < 2w y luego desaparece. No tenga en cuenta 
fuerzas de amortiguamiento. [Sugerencia: exprese la fuerza actuante en terminos de la 
funcion escalon unitario.] 

53. Una pesa de 4 lb estira 2 ft un resorte. Dicha pesa parte del reposo a 18 in arriba de la 
posicion de equilibrio y el movimiento se produce en un medio que presenta una fuerza 
de amortiguamiento numericamente igual a 2 por la velocidad instantanea. Con la trans¬ 
formacion de Laplace encuentre la ecuacion del movimiento. 

54. Una pesa de 16 lb se cuelga de un resorte cuya constante es k = 4.5 lb/ft. A partir de t = 0, 

se aplica al sistema una fuerza igual a f(t) = 4 sen 3t + 2 cos 3 1, Suponiendo que no hay 
fuerzas de amortiguamiento, use la transformada de Laplace para deducir la ecuacion del 
movimiento, cuando la pesa se suelta y parte del reposo desde la posicion de equilibrio. 

55. Una viga en voladizo esta empotrada en su extremo izquierdo y libre en el derecho. 
Determine la flecha y(x) cuando la carga esta expresada por 


w(x) = 


ko, 0<x<L/2 

jO, LI2<x<L. 


56. Resuelva el problema 55 cuando la carga es 


w(x) 


0, Q<x <1/3 

Wo, L/3 < x c 2Z/3 
0, 21/3 <x<L. 


57. Determine la flecha y(x) de una viga en voladizo cuando la carga es la del ejemplo 9. 

58. Una viga empotrada en su extremo izquierdo esta simplemente apoyada en su extremo 
derecho. Determine la flecha y(x) cuando la carga es como la del problema 55. 


Problema para discusion 

59. La transformada de Laplace no se presta bien para resolver ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes variables; sin embargo, se puede usar en algunos casos. ^Cudles 
teoremas de las secciones 7.3 y 7.4 son adecuados para transformar ty" + 2 ty' + 2 y = tl 
Determine la solucion de la ecuacion differencial que satisface ay(O) = 0. 


Problema de programacion 

60. En la parte a) de este problema guiaremos al lector por los comandos de Mathematica que 
le permitiran obtener la transformacion simbolica de Laplace de una ecuacion diferencial 
y la solucion del problema de valor inicial determinando la transformacion inversa. En 
Mathematica, la transformada de Laplace de una funcion y(t) se obtiene tecleando 


LaplaceTransform [y,[t], t, s]. 
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En el segundo renglon de la sintaxis se reemplaza el comando anterior con el srmbolo Y. 
(Si el lector no dispone de Mathematica, adapte el procedimiento descrito para software 
que tenga a la mano.) 

a) Se tiene el problema de valor inicial 

y” + 6y'+ 9y = t sen t, y(0) = 2, y’(0) = -1. 

Cargue el paquete de la transformada de Laplace. Capture exactamente cada renglon 
de la secuencia de comandos que sigue y ejecutelos en su momento. Copie la salida a 
mano o imprima los resultados 

diffequat = y"[t] + 6y'[t] + 9y[t] == t Sin[t] 

transformdeq = LaplaceTransform [diiequat, t, s] /. {y[0]-> 2, 

y'[0] - > -1, LaplaceTransform [y[t], t, s] - > Y} 
soln = Solve[transformdeq, Y ] II FI atten 
Y = Y/. soln 

InverseLaplaceTransform[Y, s, t] 

b) Modifique el procedimiento de la parte a) lo necesario para llegar a UM solucion de 

y + 3y' -4y = 0, y( 0) = 0, y’(0) = 0, y”(0) = 1. 

c) La carga q(t) de un capacitor en un circuito en serie LC esta determinada por 

~L + q = l-4 a U(t-ir) + 6 <, U(t-3TT), q(0) = 0, q’(0) = 0. 

Modifique el procedimiento de la parte a) lo necesario para hallar q(t). En Mathematica, 
la funcion escalon unitaria, °U(/ - a) se escribe UnitStep[t - a]. Grafique la solucion. 


7.6 


FUNCION DELTA DE DIRAC 

■ Impulso unitario ■ La funcion delta de Dirac 

■ Propiedad de cernido 


Transformada de la funcion delta de Dirac 


Impulso unitario Con frecuencia, sobre los sistemas mecanicos actuan fuerzas externas 
(o fem sobre los circuitos electricos) de gran magnitud s61o durante un lapso muy breve; por 
ejemplo, en un ala de aeroplano que se encuentre oscilando, puede caer un rayo, se puede dar 
un golpe bmsco a UtlE masa en un resorte con un martillo de bola, o una bola de beisbol (golf 
o tenis), podria mandarse volando golpeandola violentamente con algun tipo de garrote, como 
un bate, un palo de golfo una raqueta. La funcion 


0, 0 < r < r 0 - a 

t 0 -a<t<t 0 + a 
.0, t S to + a, 


Sait - to) = 


( 1 ) 
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(b) ffipmportamiento de S a cuando a -» 0 
FIG URA 7.5 1 


cuando a > 0, 7q > 0 se ven en la figura 7.51a), y podrian servir como modelo matematico de 
este tipo de fuerzas. Para valores pequenos de a, 6 a (t — to) es, esencialmente, una funcidn 
constante de gran magnitud que se encuentra “encendida” s61o durante un lapso muy pequeno, 
alrededor de to. El comportamiento de / 0 ) cuando a —> 0 se muestra en la figura 7.51b). 

Esta funcidn, 6 a (t - to), se llama impulso unitario porque tiene la propiedad de integracion, 
%5 a (t-t 0 )dt=l. 

Funcion delta de Dirac En la pr&ctica conviene trabajar con otro tipo de impulso 
unitario, con una “funcion” que aproxima Sc(t - t 0 ), definida con el limite 

6(t -1 0 ) = lfm 6 a (t -1 0 ). ( 2 ) 

11-10 

Esta ultima expresion, que por ningun motivo es una funcion, se puede caracterizar mediante 
las dos propiedades siguientes: 

(0 S(t - to) = {”’ |y (ii) /“ S(t-t 0 )dt= I. 

Impulso unitario 6(t - to), se denomina funcion delta de Dirac. 
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Es posible obtener la transformada de Laplace de la funcion delta de Dirac con la hipotesis 

formal de que !£{6(t- to)} = h'm a _>o !£{6 a (t - to)} ■ 


TEOREMA7.il 


Para fo < 0 , 


Transformada de la funcion della de Dirac 

- f 0 )} = 


(3) 


DEMOSTRACION Comenzaremos expresando a 6 a (t - to) en terminos de la funcidn escalon 
unitario, de acuerdo con las ecuaciones (4) y (5) de la seccion 7.3: 


8„{t - to) = ± m - (to - a)) - %t - (fo + «))]• 


Segun la linealidad y la ecuacion (7) de la seccion 7.3, la transformada de Laplace de esta 
expresion es 




g-s(< 0 -a) 

S 


5 



(4) 


Como esta ecuacidtl tiene la forma indeterminada 0/0 cuando a —> 0, aplicamos la regia de 

L’Hopital: 


£{8(t ~ f 0 )} = dm - f 0 )} = <r s '° dm 



e 


Cuando to = 0, parece logico suponer, de acuerdo con la ecuacion (3), que 

£{6(t)} = 1 . 

Este resultado subraya el hecho de que 6(t) no es el tipo normal de funci6n que hemos manejado 
porque, de acuerdo con el teorema 7.4, esperariamos que f(t)} —> 0 cuando s — > °°< 


EJEMPLO 1 


Dos problemas de valor inicial 


Resuelva y" + y ~ 4 6(t - 2ir), sujeta a 
a) y(0) ■ 1, y’(0) = 0; b) y(Q) = 0,/(0) = 0. 

Estos dos problemas de valor inicial podn'an servir de modelos para describir el movimiento 
de una masa en un resorte en un medio en que el amortiguamiento sea insignificante. Cuando 
t = 2n, se imparte un fuerte golpe a la masa. En a), la masa parte del reposo a una unidad 
abajo de la posicion de equilibrio. En b), la masa se encuentra en reposo en la posicion de 
equilibrio. 


S0LUCI0N a) Segun (3), la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial es 

s 2 Y(s) - S + Y(S) = 4e' 2m 0 sea Y(s) = , . 

s + 1 s i t 
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Aplicamos la forma inversa del segundo teorema de traslacion para obtener 


y(t) = COS t + 4 sen (t - 2- 2ir). 


Como sen(f - 2i r) = sen t, la solucion anterior se puede expresar 



cost, 

cos t + 4 sen 


t, 


0<t<2n 
(> 2n. 


( 5 ) 


En la figura 7.52 -la grafica de (5)-vemos que la masa tenia movimiento armonico simple 
hasta que fue golpeada cuando t = 27r. La influencia del impulso unitario es aumentar la 
amplitud de oscilaci6n hasta Vl7", cuando t > 2ix. 
b) En este caso, la transformada de la ecuacion es, sencillamente, 


Y(s) = 


4e~ 2ns 
s 2 + V 


y asi y(t) =4 sen(/ - 27r) °U(/ - 2 7r) 

_|0, 0 < f < 277 

[4 sent, t > 277. ^ 

La grafica de esta ecuacion (Fig. 7.53) muestra que, como era de esperarse por las 
condiciones iniciales, la masa no se mueve sino hasta que se le golpea cuando t = 2tt. ■ 



FIGURA 7.52 



Observaciones 


i ) Si 6(t-t 0 ) fuera una funcion en el sentido normal, la propiedad i) de la pagina 350 significarla 
que \“6(t ~ t 0 ) dt ~ 0, y no = 1. Dado que la funcion delta de Dirac no se “comporta” como una 
funcion ordinaria, aunque su aplicacion produce resultados correctos, al principio solo merecio 
el desden de los matematicos; sin embargo, en la decada de los 40, Laurent Schwartz, 
matematico trances, coloco esta controvertida funcion sobre una base rigurosa en su libro La 
Theorie de distribution que, a su vez, abrio una nueva rama de las matematicas, la teorla de 
distribuciones o funciones generalizadas. En esa teorla, la ecuacion (2) no es la definicion 
aceptada de S(t - t 0 ), ni se habla de una funcion cuyos valores no sean oo ni 0. Aunque no 
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desairollaiemos mas este tema, baste serialarque la funcion delta de Dirac se caracteriza mejor 
porsu efecto sobie otias funciones. Enteric es, si/es una funcion continua, 

ff{t)5{t-t a ) dt=m (7) 

0 

se puede tomarcomo la definition de 6(t - to). Este resultado se llama propiedad cernidora 
poique S(t — to) tiene el efecto de cemiry apartarel valor de /(to) del conjunto de valoies de/ 
en [0, <*>)• Observese que la propiedad ii), COrl f(t) = 1, y la ecuacion (3), con /(/) = e’", son 
consistentes con la ecuacion (7). 

H) En la observacion de la seccion 7.5 indicamos que la funcion de tiansfeiencia de una 
ecuacion difeiencial general de orden n, con coeficientes consta rites, es W(s) - VP(s), donde 
P(s) = a„ s n + a„-\s " 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 + + Oq. la funcion de tiansfeiencia es la transfbrmada de Laplace de 
la funcion w(t), la funcion peso de un sistema lineal. Rero w(i) tambien se puede caracterizar 
en terminos de lo que se este manejando. Pbr simplicidad, veamos una ecuacion lineal de 
segundo orden, donde la entiada es un impulso unitario cuando t = 0: 


a 2 y" + a\y' + a a y = S(t), _y(0) = 0 , /(O) = 0. 

Aplicamosla transfbrmada de Laplace i£{<5(/)} =1, con la cual vemosque la transformada de 
la respuesta y, en este caso, es la funcion de tiansfeiencia 




y asi 


y = x- 


' ■* 


Segun lo anterior -y en terminos generales — la funcion peso y = w(t) de un sistema lineal de 
orden n es la respuesta de estado cero del sistema a un impulso unitario. Poreste motivo, w{t) 
tambien se llama respuesta al impulso del sistema. 


EJERCICIOS 7.6 


Con la transformada de Laplace resuelva la ecuacion differencial respectiva en los problemas 
1 a 12 sujeta a las condiciones iniciales indicadas. 

1. y' — 3y = S(t — 2), y(0) = 0 

2. y’ + y = 8(t - 1), y(0) = 2 

3 . / + y = S(t - 2n), y(0) = o, y’(0) = 1 

4. y” + 16 y = 8(t - 2n), y(0) = 0, y’(0) = 0 

5. y* + y = <5 + S (t - y( 0) = 0, >'(0) = 0 

6. y" + y = <5(f - 2tt) + Sit - An), y( 0) = l, y'(0) = 0 

7. y" + 2y' = S(t - 1), _y(0) = 0, y’(O) = 1 

8. f - 2y' = 1 + <5(7- 2), y( 0) = 0, y’(O) = 1 

9. y” + 4y' + 5y = S(t~2ir), y(0) = 0, y'(0) = 0 

10. y" + 2y' +y = S(t 1), y(0) = 0, y'(0) = 0 
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11. y" + 4y' + 13y = <5(r - it) + 8(t - 3tt), y(0) = 1, y’(O) = 0 

12. y" - ly' + 6y = e 1 + S(t - 2) + <5(f - 4), y(0) = 0, y'(0) = 0 

13. Una viga uniforme de longitud L sostiene una carga concentrada Wo en x — LI2,Esta 
empotrada en su extremo izquierdo y libre en el derecho. Emplee la transformada de 
Laplace para determinar la flecha y(x) partiendo de 

M)- 

en donde y(0) = 0, y’(0) = 0, y"(L) = 0 y y"'(L) - o. 

14. Resuelva la ecuacion diferencial del problema 13 con las condiciones y(0) ~ 0, y'( 0) - 0, 
y(L) = 0, y’(L) = 0. En este caso, la viga estd empotrada en ambos extremos (Fig. 7.54). 


w 0 



FIGURA 7.54 


FVoblema paro discusion 

15. Use la transformada de Laplace para resolver el problema de valor inicial y” + u?y — S(t), 
y(0) = 0, y’ (O) = 0. ^Reconoce algo raro en la solucion? 


7.7 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

■ Uso de la transformada de Laplace para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales 
MResortes acoplados m Redes electricas 


Cuando se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace reduce un sistema 
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes a un conjunto de ecuaciones 
algebraicas simultaneas para las funciones transformadas. 


EJEMPLO 1 


Sistema de ecuaciones diferenciales 

que se transforma en un sistema algebraico 


Resuelva 


2x' + y' -y-t 
x'+y' =l 2 


sujetas ax(0) = l,y(0) = 0. 


( 1 ) 
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solucion Si X(s) = -£{x(t)} y Y(s) = £{y(t)}, entonces, despues de transformar cada 
ecuacion, llegamos a 


2[sX(s) -x(0)] + sY(s) -y(0) - Y(s) = 


1 


sX{s ) - x(0) + sY(s) - y{0) 


0 sea 


2 sX(s) + (s~ l)Y(s) = 2 + - 2 


sX(s) + sY(s) =l + - y 


( 2 ) 


A1 multiplicar por 2 la segunda de estas ecuaciones y restar se obtiene 

(-»-l)YW-i-£ In 


(3) 


Desarrollamos en fracciones parciales 


ns)= 1 -3 + 3-- 5 


s s 2 5 3 j? + r 


y asi 


+ ^ 0} - 52 " {ttt 


= 5 - 5t + 2t 2 - 5e~‘. 

De acuerdo con la segunda ecuacion de (2), 


Z(j)=-Y(5) + ^ + |, 

s s 


en consecuencia, 




X(t) = -^->{Y(5)} + 2 


= -4 +5 1- 2 1 2 + - Y + 5e 

Entonces, llegamos a la solucion del sistema (1), que es 


x(t)= -4 + 5t ~ 2t 2 + ~/ 3 + 5e~‘ 
y(t) = 5 - 5f + 2 1 1 - 5e~‘. 


( 4 ) 
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Aplicaciones Pasemos a describir algunas aplicaciones elementales donde intervienen 
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Las soluciones de los problemas que veremos se 
pueden obtener tanto por el m&odo de la seccion 4.8 como con la transformada de Laplace. 

Resortes acoplados Dos masas, m\ y nt 2 , estan unidas a dos resortes, Ay B, de masa 
insignificante cuyas constantes de resorte son k] y k 2 , respectivamente, y los resortes se fijan 
como se ve en la figura 7.55. Sean Xj(7) y X 2 (t) los desplazamientos verticals de las masas 
respecto a sus posiciones de equilibrio. Cuando el sistema esta en movimiento, el resorte B 
que& sometido a alargamiento y a compresion, a la vez; por lo tanto, su alargamiento neto es 
X 2 " Xp Entonces, segun la ley de Hooke, vemos que los resortes Ay B ejercen las fuerzas -k\X\ 
Y £ 2(^2 “ *l)> respectivamente, sobre m\. Si no se aplican fuerzas extemas al sistema, y en 
ausencia de fuerza de amortiguamiento, la fuerza neta sobre m\ es -k\X\ + k 2 (x 2 - Xi). De 
acuerdo con la segunda ley de Newton podemos escribir 

w, ^ = -fc,x, + k 2 (x 2 - Xi). 

De igual forma, la fuerza neta ejercida sobre la masa m 2 solo se debe al alargamiento neto 
de B; esto es, -k 2 (x 2 - xi). En consecuencia, 

m ^W'~ k2{Xl x i)‘ 

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado se representa con el sistema de 
ecuaciones diferenciales simultaneas de segundo orden 

m\x" = -k\X\ + k2{x2 - xO 

(5) 

m 2 X2 = - k 2 (x 2 - xi). 

En el proximo ejemplo resolveremos ese sistema suponiendo que k\ = 6, m\ = 1, 
m 2~ L y que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades unitarias 
opuestas. 



FIGURA 7.55 
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EJEMPLO 2 


Resoites acoplados 


Resuelva 


x'{ + l(ki - 4x 2 = 0 
- 4x x + x’{ +4x 2 =0 


( 6 ) 


sujetas a xi(0) = 0, xi'(0) = 1, X 2 ( 0 ) = 0, X 2 '( 0 ) = - I. 

SOLUCION La transformada de Laplace de cada ecuacion es 

s 1 X l (s) - sxi(O) - x[(0) + 10^(5) - AXiis) = 0 
-4^(5) + s l X 2 [s) - 5x 2 (0) - x;(o) + 4X 2 (s) = 0, 

en donde X](5) = X (xi(t)} y X 2 (x) = ££{x2(7)}. El sistema anterior equivale a 

(s 2 + 10)X,(s) - AX 2 {s) = 1 

- 4 X 2 ( 5 )+ (i 2 + 4)Z 2 (s) = -1. (7) 

DespejamosXj de las ecuaciones (7) y descomponemos el resultado en Cacciones parciales: 


por lo tanto 


Xi(t) 


yn _ s 2 1/5 6/5 

lW ( 5 2 + 2)(s 2 + 12) = S 2 + 2 + 5 2 + 12’ 

Vn 


1 £~' [ ^ ] _ y-i { 

V5 W+2 J + 5V12 1 


5V2 

senV2r + ^ sen2V3/. 


5 2 + 12 


10 5 

Sustituimos la expresion de Xj(j) en la primera de las ecuaciones (7) y obtenemos 

X 2 (s) = - 5 2 + 6 _ 2/5 .3/5 . 

(s 2 + 2)(s 2 + 12) = 5 2 + 2 5 2 + 12 


2 I V2 

x 2 (t) = - 


3 2-’ 1 Sm 


5V2 1 / + 2 j 5VI2 U 2 + 12 

V3_ 


= - y-stn \/2i - -^j-sen 2v 3f. 


Por ultimo, la solucion del sistema dado (6) es 

V2 


V2 

11 ^ = “ senV ^ f + -y-sen2V3l 

>/3 

x 2 (0 = —— senV2i - — senlVit, 


( 8 ) 


Redes electricas En la ecuacion (18) de la seccion 3.3, dijimos que las corrientes e 
i 2 (f) en l a re( l q ue contiene un inductor, un resistor y un capacitor (Fig. 7.56) estan definidas 
por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden 
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sh(s) + 50 I t (s) = j 

-200 I x (s) + (s + 200)/ 2 (s) = 0, 

en donde Despejamos 1\ e / 2 del sistema y descomponemos 

los resultados en fracciones parciales para obtener 

, 60s + 12,000 6/5 . 6/5 . 60 

= s{s + 100) 2 =5 s + 100 ( S + 100) 2 
n 12,000 6/5 6/5 120 

h(S) ~s(s + 100) 2 s "" s + 100™ (s + 10O) 2 ' 

Sacamos la transformada inversa de Laplace y las corrientes son 


i 1 (t) = l-y- m -60te- m 
i 2 (t) = | 1 r 1001 - 120te~ m . 
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Obsdrvese que i\(t) e 12 (f) en el ejemplo anterior tienden al valor E/R = | cuando t —> <». 
Ademas, como la corriente que pasa por el capacitor es 13 (f) = i\(t) - 12 (f) - 60te~ l00t , observa- 
mos que / 3 (f) 0 cuando t —> 


EJERCICIOS 7.7 


En los problemas 1 a 12 aplique la transformada de Laplace para resolver el sistema respectivo 
de ecuaciones diferenciales. 


1 dx 

1 'dt = ~ x+y 

- dx - , , 

*-jr 2 y + e 

<3 

ti 

-§1-3 

$ = 8,-1 
dt 

*(0) = 0, y(0) = 1 

x(0)=l y( 0)=1 

cs' 

1 

>•! 

II 

■SH3 

cn 

4, * + *:•/? -1 

dt dt 

1 

il 

dx dy . 

df df 

x(0) = -1, y(0) = 2 

*(0) = 0,y(0) = 0 

*• hH*-* =1 

s dx t dy 

6 ' dT* x ~Ht + y = 0 


f + $ + 2,-0 

df dt 7 

Jt(0) = 0, y(0) = 0 

x(0) = 0,y(0) = l 

0 

II 

=>s 

1 

H 

+ 

-al^s 

„ d 2 x dx dy _ 

* dr 2 ' dF df 

* +), - j=0 

dt 2 dt dt 

x(0) = 0,jc'(0) = -2 

x(0) = 1 , x'(0) = 0 , 

y(0) = 0, y’(O) = 1 

y(0) = -l, y’(0) = 5 


9 d^L + fl-t 2 

* dt 2 dt 2 


d 2x 

dt 2 dt 2 


jr(0) = 8, x'(O) = 0, 

x(0) = 0, ,(0) = 

y(0) = 0. y'(O) = 0 

y’(O) = 0, y”(0) 
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U.~ + 3^ + 3y = 0 12. j t = 4x-2y + 2%t-l) 

ff + 3y=te- | = 3 X - y+ %t-V) 

je(0) - 0 ,jc'( 0) - 2,y(0) = 0 jr(0) = 0 , y( 0) = 1/2 

13. Resuelva el sistema(5) cuando k\ = 3, kj = 2,m\- 1, m 2 = 1 yxi(0) = 0, Xi(0) = 1,X2(0) = 1, 

X2(0) = 0. 

14. Deduzca el sistema de ecuaciones diferenciales que describe el movimiento vertical de los 
resortes acoplados de la figura 7.57. Emplee la transformada de Laplace para resol¬ 
ver el sistema cuando k x = 1 , k 2 = 1, h = 1, m = 1, m 2 = 1 y xj(0) = 0, x'i(0) = -1 , x 2 (0) = 0, 
*2(0) = 1. 



FIGURA 7.57 



FIGURA 7.58 


15. a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales para describir las corrientes / 2 (f) 

e hit), en la red electrica de la figura 7.58 es 

Z, : ~+ Rh + Rh = W 
L 2 ~+ Rh+ Rh=E(t)- 

b) Resuelva el sistema de la parte a) cuando R =5 Q, L\ - 0.01 h, L 2 = 0.0125 h , E- 100 V, 
i 2 (0) = 0 A e j 3 (0) = 0 A. 

c) Determine la corriente i)(t). 

16. a) En el problema 12 de los ejercicios 3.3 se le pidio demostrar que las corrientes j 2 (t) 6 

h(t), en la red electrica de la figura 7.59, satisfacen a 

L ~T + L + R\i 2 - E(t) 

dt dt 

„ dh „ dh 1 

~ Rl ~dt +R2 ^ + c h ~°- 
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HGURA 7.59 


Resuelva el sistema para R\ = 10 £2, Rj = 5 £2, L = 1 h, C = 0.2 f. 


E(t) = 



0<t<2 
t> 2, 


*2(0) = 0 A e * 3 (0) = 0 A. 
b) Determine la corriente ;'](/), 

17. Resuelva el sistema de las ecuaciones (17), en la seccion 3.3, cuando R\~ 6 £2, Ri~ 5 £1, 
L\ = 1 h, i 2 = 1 h, E(r) = 50 sen t V, ^(O) = 0 A e ^(O) = 0 A. 

18. Resuelva las ecuaciones (9) cuando E = 60 V, L = 1 h, R = 50 £2, C = lO^ 1 f, ^(0) = 0 A e 

i 2 (0) = 0 A. 

19. Resuelva el sistema (9) para E = 60 V, donde L = 2 h, R = 50 £2, C = 10 -4 f, m(0) = 0 A e 

h(0) = 0 A. 

20. a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe la carga en el 

capacitor, q(t), y la corriente 13 (f) en la red electrica de la figura 7.60 es 

da 1 

R\— + — q + R\h = E(t) 

zf + * 2 D-^ = °. 

b) Determine la carga en el capacitor, cuando L = I h. 7?j = 1 Q, = 1 £2, C = 1 f, 


E(t) = 



0 < t< 1 
r>l, 


f 3 (0) -0 Ay q(O) -0C. 



HGURA 7.60 
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21. Un pendulo doble oscila en un piano vertical bajo la influencia de la gravedad (Fig. 7.61). 
Cuando los desplazamientos 9](t) y 62 (t) son pequenos, se puede demostrar que las 
ecuaciones diferenciales del movimiento son 

(m, + nh)l 2 d'[ + m 2 hh6'2 + (< m l + m 2 )l\g8 { = 0 

ffiiliQ'i + Mihhffi + ^2^2^82 - 0. 

Aplique la transformada de Laplace para resolver el sistema cuando m\ — 3, = ^,h = h 

= 16, 0,(0) = 1, 0 2 (O) = -1, 01(0) = 0 y 02(0) = 0. 



FIGURA 7.61 


Ejercicios de repaso 


En los problemas 1 y 2 aplique la definition de transformada de Laplace para determinar 

0 }. 


1-/(0 = 



0<r< 1 

t> 1 


2-/(0 


0, Q$t<2 
1 , 2 ^ 7<4 
0, t >4 


En los problemas 3 a 24 llene los huecos 0 conteste cierto/falso. 

3. Si f no es continua por tramos en [0, °°), ££{ f(t)} no existe._ 

4. La funcion f(t) = (e‘) 10 no es de orden exponencial._ 

5. F(s) = s 2 /(s 2 + 4) no es la transformada de Laplace de una funcion que sea continua por 

tramos y de orden exponencial._ 

6. Si f(t)} = F(s ) y £f!{g(7)} = G(s), entonces ££ _1 {.F(s) G(s)} = f(t) g(t). _ 


7. !£{e~ 7 '} = _ 

9. 2£{ sen 2t} = _ 
11. !£{t sen 24 = 



8 . £{te- 1: } = _ 

10. ££{e“ 3 ' sen 2f} = _ 

12. ££{sen2f%(f — jt)} = 


14. 
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15. it 1 - 


16. it' 1 

1(5 - s y\ 

17 . X~ ] | 

S 

18. X~ l 

[s 2 - 10s + 29 1 = 

19. <£~ l 

\ s+7r , 4 - 

20. X~ l 

|s 2 + IT 2 J 




£^l 
. 5 2 J 


1 

Us 1 + n 2 77 2 


21. X {e~ 51 } existe cuandos > ._ 

22. Si i£{ f(t)} = F(s), entonces X{te*'f(t)} =. _ 

23. Si it{ f(t)} = F(s) y k > 0, entonces X{e al f(t - k) °\l(t - k)} = 

24. 1*1=,_ 


En los problemas 25 a 28, 

a) exprese afen terminos de funciones escalon unitario, 

b) determine it{ f(r)} y 

c) determine X { e ‘f(t)j. 


25 . 



t 


FIGURA 7.62 



21 . 




1 2 3 


FIGURA 7.64 



En los problemas 29 a 36 aplique la transformada de Laplace para resolver la ecuaci6n 
respectiva. 

29. y" - 2y' + y = e\ y( 0) = 0, y' (0) = 5 

30. y" - 8/ + 20 y = te', y(0) = 0, y'(0) = 0 

31. y" - 4/ + 6 y = 30<tt(f - n), y( 0) = 0, y' (0) = 0 

32. y" + 6y' + 5y = t - t°U(t - 2), y(0) = 1, y’(0) = 0 

f t 2 0 ^ / < 1 

33. y’ - 5y = f(t), en donde f(t) = |q' j > j ’ ^(0) = 1 

34. f(t)= \-2\' Q e^f(t-T)dT 



364 CAPITULO 7 IA TRANSTORMADA DE LAPLACE 


35. y’(t) = cos i + J' o y(r) cos(t - 7) dr, y(0) = 1 

36 . f 0 f(r)f(t-T)dT= 6t 3 

En los problemas 37 y 38 aplique la transformada de Laplace para resolver cada sistema. 

37. x ’ + y = t 38. x" + y" = e 2 ‘ 

4x+ y' = 0 2x' + y" = -e 2t 

x(0)= 1, y( 0) = 2 x(0) = 0, y(0) = 0 

x’(O) = 0, y’(O) = 0 

39. La corriente i(t) en un circuito en serie RC se puede determinar con la ecuacion integral 

Ri + ]^ \ i(j) dr = E(t), 

0 


en donde E(t) es el voltaje aplicado. Halle /(/) cuando R = 10 £2, C= 0.5 fy E(t ) = 2(t 2 + t) V. 

40. Un circuito en serie cuenta con un inductor, un resistor y un capacitor, para los cuales 
1= ih, R = 10 QyC = 0.01 f, respectivamente. A ese circuito se aplica el voltaje 


E(t) = 


f 10, 0<f<5 
10, t>5 


Determine la carga instantanea, q(t), en el capacitor, cuando t > 0, si q(O) = 0 y q’(0) - 0. 

41. Una viga uniforme en voladizo, de longitud L, esta empotrada en su extremo izquierdo 
(x = 0) y libre en su extremo derecho. Determine la flecha y(x) si la carga por unidad de 
longitud es 


w(x) = 


2wp 

L 


' L 

f L) 


f Ill 

— —x + 

x — — 


x — — 

2 

l 2 J 


7 

i ). 


42. Cuando una viga uniforme esta sostenida en una base elastica, la ecuacion differencial de 
su flecha, y(x), es 


d\ , . 4 w(x) 

a)> ~ El’ 

en donde a es constante. Cuando a = 1, determine la flecha y(x) de una viga elasticamente 
soportada, de longitud zr, empotrada en concreto en ambos extremos, cuando se aplica una 
carga concentrada en x = 7t/2. [Sugerencia: emplee la tabla de transformadas de Laplace 
del apendice III.] 




CAPITULO 


SISTEMAS DE EC UACIONES 

DlFERENC IALES UNEALES DE PRIMER 

ORDEN 


8.1 Teoria preliminar 

8.2 Sistemas lineales homog&ieos con coeficientes constantes 

8.2.1 Valores propios reales y distintos 

8.2.2 Valores propios repetidos 

8.2.3 Valores propios complejos 

8.3 Variation de parametros 

8.4 Matriz exponencial 

Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


En las secciones 3.3, 4.8 y 7.7 describimos sistemas de ecuaciones diferenciales y 

resolvimos algunos por eliminacion sistematica o con la transformada de Laplace. En 

este capitulo nos concentraremos en los sistemas de ecuaciones lineales de primer 

orden. Si bien la mayor parte de los sistemas que estudiaremos se podrian resolver 
mediante la eliminacion o la transformada de Laplace, desarrollaremos una teoria 
general para estos sistemas y, en el caso de sistemas con coeficientes constantes, un 

metodo de solucion que utiliza algunos conceptos basicos del algebra de matrices. 
Veremos que esta teoria general y el procedimiento de solucion se parecen a los que se 
usan en las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior que vimos en las 
secciones 4 . 1 , 4.3 y 4.6. Este material es fundamental para el analisis de los sistemas 
de ecuaciones no lineales de primer orden. 


365 




366 CAP1TUL0 8 3S1BVIAS DE ECUACIONES DlFERENCIALES UNEALES DE PRIMES ORDEN 


8.1 


TEORIA PREJMINAR 


■ Sisteinas lineales | Sisteinas homogeneos y no homogeneos ■ Vector solution 

■ Problema de valor initial ■ Printipio de superposition ■ Dependencia lineal 

■ Independencia lineal ■ El wronskiano ■ Conjunto fundamental de soluciones 

■ Solution general ■ La solution complementaria ■ Solution particular 


"Hot* 

En este capitulo emplearemos mucho la notacion matricial y las propledades de las matrices. El lector 
deberia repasar el apendlce n si no esta familiarizado con estos conceptos. 

En la seccion 4.8 del capitulo 4 manejamos sistemas de ecuaciones diferenciales en la forma 

P\\{D)xi + Pn(D)x 2 + • • • + P u (D)x„ = b x (t) 

Pn(D)x i + Pn(D)x 2 + • • • + P 2n (D)x„ = b 2 {t) 


Pn\{D)x x + P„ 2 (D)x 2 + ■ " + P„„(D)x„ = b,(t), 

en donde las Py representaban polinomios de diversos grados en el operador diferencial D. Aqul 
restringiremos el estudio a los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, como el 
siguiente: 


“ gi(t,x u x 2 ,,,, ,x„) 

dx 2 f \ 

— ,X n ) 

dx# j . 

— = g n (t,x u x 2 ,. .. ,x n j. 

Este sistema de n ecuaciones de primer orden se llama sistema de orden n. 


( 2 ) 


Sistemas lineales Si cada una de las funciones gj, gj, . . . , g n es lineal en las variables 
dependientes X\, Xi, . . x n , entonces las ecuaciones (2) son un sistema de ecuaciones lineales 
de primer orden. Ese sistema tiene la forma normal o estandar 

dx x 

~~ = an(0*i + an(t)x 2 + . • • + a\„{t)x„ +/i(f) 
dxi 

= a2\{t)x\ + a 2 2(t)x 2 + . . - + a 2n (t)x n +f 2 (t) 


dx„ 

dt 


a n \(t)x\ + a n2 (t)x 2 + 


’ a mnti)x n ^ fn (O' 


( 3 ) 
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Un sistema con la forma de las ecuaciones (3) se denomina sistema lineal de orden ij, o 
simplemente sistema lineal. Se supone que los coeficientes, ay, y las funciones, f, son 
continuos en un intervalo comun, I. Cuando/(f) = 0, / = 1,2,. . n, se dice que el sistema lineal 
es homogeneo: en caso contrario, es no homogeneo. 

Forma matricial de un sistema lineal Si X, A(t) y F(t) representan las matrices 
respectivas 



/*1 (0\ 


/ «n (0 


• • flln(f)\ 


/m\ 


' X 2 (f) 


' «2l(0 

fl22(0 • 

•• a 2n (t) 


f m 

x = 


, A (0 = 


a n i(i) • 

■■ a nn (t)j 

, m = 

\mj 


el sistema (3) de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se puede expresar como 
sigue: 



( x A 


janif) a n (t) ••• a ln (t)\ 


( X A 


//i(0\ 

d_ 

X 2 


« 2 i (0 a 22 (t) ■ • • a 2n (t) 




m 

dt 



■ • 



+ 

: 


W 


\a„i(t) a„ 2 (t) a m (t)J 


w 


\mf 


0 simplemente como X' = AX + F. (4) 

Si el sistema es homogeneo, su forma matricial es 

X' = AX. (5) 


EJEMPLO 1 


Sistemas expresados en notacion matricial 


a) SiX = ,1a forma matricial del sistema homogeneo 


4* = 3x+4y 
(it 

f = 5,-7y 


es 


X' _ 




b) SiX = 


v z y 

ax „ , , 

+ , + z+ : 

*1 = 
dt 

- 2x + 9y - z + 6f 
dt 


y L la forma matricial del sistema no homogeneo 


'6 1 IN 


8jc + ly - z + lOf es X' = 8 7 -1 X + 10r . 


^2 9 -1 , 


6 U 
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DEFINICION 8.1 


Vector solucion 

Un vector solucidn en un intervalo / es cualquier matriz columna 


( *t« } 

x 2 (t) 

\ 

X = 


v x n (t) j 

cuyos elementos son funciones diferenciables que satisfagan el sistema (4) en el intervalo. 


EJEMPLO 2 


Comprobacion de soluciones 


Compruebe que, en el intervalo (- 

V 


X,., , e 


-It — 


x,= 


e 6 ‘ = 


3e 6 ' 

5e 6 ' 


son soluciones de 

SOLUCION 

AXi = 


-e *)*• 


En X{ = 
1 3 


AX,= 


5 3 j\-e 
1 3\/3e 6< ' 


-2e~ 2 ' 
2e~ 2 ' 

>~2f 
- 2 1 


r. , /“‘'''i 

1 \30e*7 


vemos que 


,- 2 1 


r* - 3e 
5e" 2 ‘ - 3e“ 2 ' 


-2e~ 2 ' 
2e~ 2 ' 

18e 6 ' 


= x; 


= XJ. 


( 6 ) 


3e 6t + 15e 6 '\ 

^5 3/ \5e 6l J Vl5e 6 '+15e7 \30e 6 V 

Gran parte de la teoria de los sistemas de r ecuaciones diferenciales lineales de primer 
orden se parece a la de las ecuaciones diferenciales lineales de orden «, 


Problerna de valor inicial Sean to un punto en un intervalo / y 



7(4 )\ 


7i\ 


* 2 ( 4 ) 


72 

X(<o) = 


Y X« = 



*■( to)} 


7nj 


en donde las 7 ,, / = 1,2,. . . . « son constantes dadas. Entonces, el problerna 

Resolver: X'= A(t)X + F(t) 

Sujeto a: X(/ 0 ) = X 0 

es un problerna de valor inicial en el intervalo. 


( 7 ) 
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TEOREMA 8.1 


Exisfencia de una solucion 


Sean los elementos de las matricei 
que contiene al punto to. Existe un: 
(7), eB el intes-valcr. ’’ * 


Sistemas homogeneos En las proximas definiciones y teoremas s61o nos ocuparemos 
de los sistemas homogeneos. Sin decirlo explicitamente, siempre supondremos que las a,y y las 
f son funciones continuas en un intervalo comun /. 


Principio de superposicion El siguiente resultado es un principio de superposicion 

para soluciones de sistemas lineales. 



TEOREMA 8.2 


una solucion en el intervalo. 


Como consecuencia del teorema 8.2, un multiplo constante de cualquier vector solucion de un 
sistema homogeneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden tambien es una 
solucion. 


EJEMPLO 


Aplicacion del principio de superposicion 


El lector debe practicar comprobando que los dos vectores 


X t = I ~icost + isenr 


X 2 = \e‘ 


son soluciones del sistema 


-cos t - sen t 


( 1 0 l \ 

X'= 1 1 ox. 

\-2 0 - 1 / 


De acuerdo con el principio de superposicion, la combinacion lineal 


X = CjXj + c 2 X 2 = c x I -hcost + isent I + c 2 1 e‘ 
\ -cos t — senr / \0 


es una solucion mas del sistema. 






DEFINICION 8.2 


TEOREMA 8.3 gCTKflfflfffTCff^T? 


para todo t en el interval 


Se puede demostrar que si X], X 2 , • • • , X„ son vectores solucion del sistema (5), entonces, 
para todo / en / se cumple FP(Xi, X 2 ,.. X„) ^ 0, 0 bien fF(Xi,X 2) ..,X„) = 0. Asi, si podemos 
demostrar que W # 0 para algun to en /, entonces W £ 0 para todo t y, por consiguiente, las 
soluciones son linealmente independientes en el intervalo. 















del sistema homogdneo (5; 


SeanX b X 2 ,...,X„ 
un intervalo I. Entom 


en donde las Ct, i = 1 


DEFINICION 8.3 


fundamental de soluciones 


X„, de n vectores solucidn linealmente independientes del 
intervalo I, es un conjunto fundamental de soluciones en 


Todo conjunto, Xi 
sistema homogdnet 
el intervalo. 


Existe un conji 
intervalo I. 


TEOREMA 8. 
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Observese que a diferencia de nuestra definicion de wronskiano de la seccion 4.1, en este 
caso no interviene la diferenciacion para definir el determinante (9). 


EJEMPLO 


Soluciones linealmente independientes 


En el ejemplo 2 dijimos que Xj 


J lU, 


e y x 2 = 


^bsosolucionesjsldlelssiMemalp)). 


Esta claro que X] y X 2 son linealmente independientes en el intervalo °°) porque 
ninguno de los vectores es multiplo constante del otro. Ademas, 


W(X!,X 2 ) = 


-e' 2 ‘ 5e 6 '\ 


= 8e 4 ' * 0 


para todos los valores reales de t. 


Los dos teoremas siguientes para sistemas lineales equivalen a los teoremas 4.5 y 4.6 


TEOREMA 8.5 


EJEMPLO 


Solucion general del sistema (6) 


En el ejemplo 2 vimos que Xi = ^ j e~ 2t y X 2 = j e 6t son soluciones linealmente inde¬ 
pendientes de (6) en (—°°, «.); por lo tanto, Xi y X 2 fomian un conjunto fundamental de 
soluciones en el intervalo. En consecuencia, la solucion general del sistema en el intervalo es 

X = CjXj + c 2 X 2 = cj ]) e-* + c 2 e 6 ‘. (10) 









372 CAPITULO 8 SS1BVIAS DE ECUACIONES DIFERBCIALES UNEALES DE PRMBt ORDBI 



son soluciones del sistema (8) en el ejemplo 3 (vease el problema 16 en los ejercicios 8.1). 
Ahora bien, 


cos i 0 sen t j 

W(X 1 ,X 2 ,X 3 )= -|cost + fsent e ’ -^sent-£cost=e'^0 
-cost-sent 0 -sent + cos t | 

para todos los valores reales de t. Llegamos a la conclusion de que Xj, X 2 y X 3 constituyen 
un conjunto fundamental de soluciones en (- 00 , 00 ). Asf, la solucion general del sistema en 
el intervalo es la combination lineal X = cqXi + c 2 X 2 + C 3 X 3 ; esto es, 


X = ci I -icost + Isent I + c 2 1 1 I e‘ + c 3 1 -isent- £cost I. 
\ -cost-sent / \0/ V -sent + cost / 


Sistemas no homogeneos Para los sistemas no homogeneos, una solucion particular 

X p en un intervalo / es cualquier vector, sin parametros arbitrarios, cuyos elementos sean 
funciones que satisfagan al sistema (4). 



TEOREMA 8.6 


Soluci6n general, sistemas no hom< 

Sea X p una solucion dada del sistema (4) no homogeneo 

X c = C 1 X 1 + c 2 X 2 + ■■• + < 


la solucion general, en el 
Entonces, la soluci6n gent 


si sistema hom* 


La soluci 6 n general X c del sistema homo; 
del sistema no homogeneo (4). 


ntaria 


EJEMPLO 


Solucion general, sistema no homogeneo 


( 3r-4) 

El vector X p = $ ^ es una solucion particular del sistema no homogeneo 


a ; >-C:; r ) 
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en el intervalo (-®°, °°). (Compruebelo.) La funcion complementaria de (11) en el mismo 
intervalo, que es la solucion general de 

x '=G 3 3 ) x - 

se determino en (10), en el ejemplo 5, y era 


Entonces, segun el teorema 8.6, 

X = X £ + X p = c 1 (_j)e- 2l + c 2 Q 

es la solucion general de (11) en (-?», <»). 


e 6, + 


3t - 4 
-5t + 6 


EJERCICIOS 8.1 


Las respuestas a los problemas de numero impar comienzan en la pagina A-12, 

En los problemas 1 a 6 exprese el sistema respectivo en forma matricial. 




- 


3 - * = - 3l + 4 >- 9z 


2. ^ = - 7y 

at 

%--5x 

dt 

. dx 

*'Tc x ~ y 


dt 

dz 


6 x- y 


dt 


x + 2 z 


= 10* + 4y + 3z 

dt J 

5. ^- = x-y + z + t~ 1 
dt 

& = 2x + y- Z -3t 2 

dt 

% = x + y + z + t 2 -t + 2 
dt 


dz i 

7t = - x + z 

6. - -3x + 4y + e"'sen2f 

dt 

^ = 5x + 9y + 4e~' cos 2 1 


En los problemas 7 a 10 exprese al sistema dado sin usar matrices. 


7 . X' = 


4 2 
-1 3 


X + 


a 5 -9\ /0\ /S\ 

8. X' = | 4 1 1 X+ 2 e 5 '- 0| e -2< 

VO -2 3/ \l/ \3/ 
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En los problemas 11 a 16 compruebe que el vector X sea una solution del sistema dado. 


11. — = 3x -4y 

dt 

^ = 4r _ 7v; X = 1 e St 

dt y ' 0 2 

dx 

12 . -=- 2 ^ + 5 , 


dy 

dt 


—2x + 4y; 


( 5 cos t 

X= ( 

\3 cos t - sen t 


13. X' = 



14. X' - 

15. X' = 


16. X' = 




En los problemas 17 a 20 los vectores respectivos son soluciones de un sistema X’ = AX. 
Determine si los vectores constituyen un conjunto fundamental en °°). 
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En los problemas 21 a 24 compruebe que el vector \ p sea una solucion particular del sistema 
dado. 


2hj t = x + 4y+2t-7 

f = 3, + 2,-4,-18; X, = n, + P 


(2 1\ /—5\ /I 

22. *-!,_,)* + ( 2 );x„= 3 


23 - x< =(3 4 ) x -( 7 ) x -=(i) + (- 1 ) 



( sen 3t\ 
0 

cos It) 


25. Demuestre que la solucion general de 


^0 6 ON 
X' = 1 1 0 1 I x 
a 1 0y 


en el intervalo (-oo, 00 ) sea 


I 6 \ (A A 

X = Cj I ~ 1 I e ' + Cj I 1 I e 21 + c 3 1 1 I e 3 '. 


26. Demuestre que la solucion general de 


x '=i-l '!) x+ G)' !+ U) ,+ (t 


en el intervalo (— 00 , 00 ) sea 


, 1 \ - / 1 
*-*>u -V 2 r + * 


-1 + V2 


aN 

voy 


e -V 2 < + ( ' ) (2 4 . 


4 / 1 + \oy 
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8.2 


SSIB1AS UNEAUES HOMOGEN EOS CON COEHCIHNTIES CONS1ANTES 

■ Ecuacion caracteristica de una matriz cuadrada ■ Valores propios de una matriz ■ Vectores propios 

■ Formas de la solution general de un sistema lineal homogeneo con coeficientes constantes 


8.2.1 Valores propios reales y distintos 


x' = 


1 3 
5 5i 


la forma X; = 


*t) 

* 2 , 



1) 

-It 1 1 

'3' 

= Cl 

1->J 

e + C 2 

l 5 J 


e 6t . Dedo que ambos vectores solucion tienen 


e x '\ i = 1,2, en donde k\ y k 2 son constantes, nos vemos precisados a preguntar 


si siempre es posible determinar una solucion de la fomia 

/* A 

k 2 


X = 


e X, = Ke A, 


( 1 ) 


del sistema homogeneo, lineal y de primer orden 

X’ = AX, 

en donde A es una matriz de constantes, de w x n. 


( 2 ) 


Valores propios y vectores propios (eigen valores y eigen vectores) Para que 
(1) sea un vector solucion de (2), X’ = KAe - ^, de modo que el sistema se transforma en 

KA**=AK**. 

A1 dividir por e^ y reordenar, se obtiene AK = AK; o sea 

(A - AI)K = 0. (3) 


La ecuacion (3) equivale al sistema de ecuaciones algebraicas simultaneas 

(aii - A)fci + a 12 k 2 + . . . + a ln k n = 0 

a l\k\ + (fl22 ” \)k 2 + . . . + #2 nkn = 0 


a n \k\ + a n2 k 2 + ... + (<?«- k)k H = 0. 

Asf, para determinar una solucion X no trivial de (2), debemos llegar a una solucion no trivial 
del sistema anterior; en otras palabras, hay que calcular un vector K no trivial que cumpla con 
(3). Pero para que (3) tenga soluciones no triviales, se requiere 


det(A - XI) = 0. 
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Esta es la ecuacion caracteristica de la matriz A; en otras palabras, X = sera solucion del 
sistema (2) de ecuaciones diferenciales si, y solo si A es un valor propio de A, y K es un vector 
propio correspondiente a A. 

Cuando la matriz A de n x n tiene n valores propios reales y distintos, A), A 2 ,. . . , A«, 
siempre se puede determinar un conjunto de n vectores propios linealmente independientes, 

Ki,K 2 ,....K b , y 

X, = KjeV, x 2 = K 2 eV, ..., X„ = K„eV 

es un conjunto fundamental de soluciones de (2) en (- 00 , 00 ). 


TEOREMA 


Solucion general, sislemas 


Sean Ai, A 2 ,..A „n valores propios reales y distintos de la matriz A de coeficientes del 

sistema homogdneo (2), y sean K- s , K 2 .K* los vectores propios correspondientes. 

Entonces, la solucidn general de (2) en el intervalo (-<», °°) es 

X = exK\f* + c 2 K 2 e^ + ■■ • + c n K„e x "'. 



SOLUCION Primero determinaremos los valores y vectores propios de la matriz de 
coeficientes. 


En la ecuacion caracteristica 

det(A-AI)= 2_A 3 = A 2 -3A-4 = (A + 1)(A- 4) =0 

2 1 ' h 

los valores propios son A) = -1 y A 2 = 4. 

Cuando X\ = -1, la ecuacion (3) equivale a 

3 ki + 3 k 2 = 0 
2k ] + 2k 2 — 0. 

Por consiguiente, - -k 2 . Cuando k 2 = -1, el vector propio relacionado es 



Cuando A 2 = 4, ~2k\ + 3 k 2 = 0 

2*1-3 k 2 =0 

de modo que k\ = 3k 2 /2 y, por lo tanto, con k 2 - 2, el vector propio correspondiente es 
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Como la matriz A de coeficientes es de 2 x 2, y en vista de que hemos llegado a dos 
soluciones de (4) linealmente independientes que son 

concluimos que la solucion general del sistema es 

x = cXj + c 2 X 2 = d e-' + c 2 Q e 41 . (5) ■ 

Para fines de repaso, el lector debe tener grabado en su mente que cuando una solucion de 
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden se escribe en notacion matricial, tan 
solo se esta aplicando una alternativa del metodo que empleamos en la seccion 4.8; es decir, 
presentar las funciones individuales y las relaciones entre las constantes. Si sumamos los 
vectores del lado derecho de (5) e igualamos los elementos con los elementos correspondientes 
del vector de la izquierda, tenemos el enunciado mas familiar 

x(t) = C\e~' + 3 c 2 e 4 ' 

y(f) = -c { e~‘ + 2 c 2 e 4! . 



EJEMPLO 2 


Valores propios distintos 


Resuelva 


SOLUCION 


dx _ 
dt ~ 

4X = 

dt 

dz _ 

dt 

Usaremos los cofactores del 


-4x+ y + z 
x + 5y- z 
y - 3 z. 

tercer renglon, con lo cual 



det(A - AI) = 


1 5-A 

0 1 


1 

- 1 

-3-A 


= —(A + 3)(A + 4)(A — 5 ) = 0 , 


de modo que los valores propios son A] = -3, A 2 = -4, A 3 = 5. 
Para Aj = -3, una eliminaci6n de Gauss-Jordan conduce a 


/— 1 

1 

1 


operaciones 

n ° 

-1 

°\ 

(A + 3I|0) = 1 

8 

-1 

0 

de renglon | 

0 1 

0 

0 

\ 0 

1 

0 

0) 


^0 0 

0 

0/ 


Por lo tanto, k\ - A 3 y # 2 = 0. La opcion h = 1 produce un vector propio y su vector solucion 
correspondiente 
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De igual forma, para A 2 = -4, 

(A + 4110) = 



0 \ operaciones 
de renglon 
■> 



implica que k\ = IO &3 y £2 = -£ 3 . Si optamos por £3 = 1, obtenemos un segundo vector propio 
y el vector solucion correspondiente 


10\ 

K, = I -1 


ION 

x 2 = I — 1 I e 


~4r 


( 8 ) 


Por ultimo, cuando A 3 = 5, las matrices aumentadas 
(A - 5110) = 

1 

dan K> = I 8 I, X, = I 8 


/-9 1 1 


operaciones 
| de renglon | 

(\ 0 -1 

10-1 

0 

0 1 

-8 

\ 0 1 -8 

0 j 


0 

0 

0 


(9) 


La solucion general del sistema 

(7), (8) Y (9): 


es una combination lineal de los vectores solucion 


X = Ci 




e 41 + c 3 



Empleo de computadoras Hay paquetes de programas (MATLAB, Mathematica, Ma¬ 
ple, DERIVE, etc.) que pueden ahorrar mucho tiempo en la determination de los valores y 
vectores propios de una matriz; por ejemplo, para hallar los valores y los vectores propios de 
la matriz de coeficientes ( 6 ) usando Mathematica, primero teclearnos la definition de la matriz 
renglon por renglon: 


m = {{-4,1,1}, {1, 5, -1}, {0,1, -3}}. 


A1 teclear los comandos 

Eigenvaluesfm] y Eigenvectors[m] 


en secuencia se obtiene 


{-4, -3,5} Y {{10,-1,1}, {1,0,1}, {1,8,1}}, 

respectivamente. En Mathematica tambien es posible obtener al mismo tiempo los valores y 
vectores propios tecleando Eigensystem[m]. 
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8.2.2 Valores propios repetidos 

Es natural que no todos los n valores propios, Ai, A2. X„ de una matriz A de n x n necesiten 

ser distintos; esto es, algunos pueden repetirse. Por ejemplo, la ecuacion caracteristica de la 
matriz de coeficientes en el sistema 


X' = 



( 10 ) 


se obtiene con’facilidad y es (A + 3) 2 = 0; por lo tanto, Ai = A2 = -3 es una raiz de multiplicidad 
dos. Para este valor se obtiene el vector propio 


f 3 

K, = \1 


3 

de modo que Xi = 0 g -3 1 


(id 


es una solucion de (10). Mas como lo que nos interesa es formar la solucion general del sistema, 
necesitamos saber si hay una segunda solucion. 

En general, si m es un entero positivo y si (A - Ai) m es un factor de la ecuacion caracteristica, 
mientras que (A - Ai ) m+1 no lo es, se dice que Ai es un valor propio de multiplicidad m. En 
los tres ejemplos siguientes revisaremos estos casos: 

i) Para algunas matrices A de n x n se podra determinar m vectores propios linealmente 
independientes, Ki, K2,. ■ • , K^,, correspondientes aun valor propio Ai de multiplicidad 
m < rt, En este caso, la solucion general del sistema contiene la combination lineal 

CiKid A i' + c 2 K 2 e A i' + ' •■ + c m 

il) Si solo hay un vector propio que corresponda al valor propio Aj, de multiplicidad m, 
siempre sera posible hallar m soluciones lineahnente independientes de la forma 

X, = K„d A .' 

X 2 = K 21 fe A i' + K 22 e A i' 


X m = K, 


ml 


(m — 1 )! 


e A i‘ + K 


m2 


(m - 2 )! 


e A i' + •. . + K„ 




en que K v son vectores columna. 

Valor propio de multiplicidad dos Comenzaremos con valores propios de multipli¬ 
cidad dos. En el primer ejemplo tendremos una matriz para la que se pueden hallar dos vectores 
propios distintos, correspondientes a un valor propio doble. 


EJEMPLO 3 


Valores propios repetidos 


1 -2 2 
-2 1 -2 

2 -2 1 




X. 


J 


Resuelva X' = 
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SOLUCION Desarrollamos el determinante en la ecuacion caracteristica 

1 - A -2 2 

det(A -AI) =| -2 1 -A -2 | -o 
2 -2 l - h 


5. 


y obtenemos - (A + 1 ) 2 (A - 5) = 0. Vemos que Aj = A 2 = -1, y que A 3 
Para Ai = -1, la eliminacion de Gauss-Jordan da 


(A + I|0) 


El primer renglon de la ultima matriz indica que k\ - A 2 + A 3 = 0; o sea, k\ - kj - A 3 . Las 
opciones ki = 1, A 3 = 0 y A 2 = 1, h= 1 producen, a su vez, Ai = 1 y Ai = 0. Asi, dos vectores 
propios que corresponden a Aj = -1 son 


2 

-2 

2 


operaciones 


-1 

1 

2 

2 

-2 

° 

| de renglon j 

0 

0 

0 

2 

-2 

2 

0 ) 


\o 

0 

0 




Puesto que ninguno de los vectores propios es multiplo constante del otro, hemos llegado a 
dos soluciones linealmente independientes que corresponden al mismo valor: 


X,= 




Por ultimo, cuando A 3 = 5, la reduccion 


(A 


4 

-2 

2 

0^ 

operaciones 
i de renglon . 

l 1 

0 

-1 

°\ 

22 

-4 

-2 

0 


0 

1 

1 

0 

2 

-2 

-4 

0 } 

i 

Vo 

0 

0 

0/ 


implica que k\ = A 3 , y A 2 = —A 3 . Escogemos A 3 = 1, y obtenemos Ai = 1 y A 2 = -1; de este 
modo, un tercer vector propio es 


K 3 = I —1 


Resulta que la solucion general del sistema es 

/*\ /« 
1 

\o 


e 1 + c 2 1 I e~‘ + c 3 



En el ejemplo 3, la matriz de coeficientes es de un tipo especial llamado matriz sim&rica. 
Se dice que una matriz A de n x n es simetrica si su transpuesta A r (con los renglones y 
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columnas intercambiados) es igual a A; es decir, si X T = A. Se puede demostrar que si la matriz 
A del sistema X’ = AX es simetrica y tiene elementos reales, siempre sera posible hallar n 
vectores propios linealmente independientes, Kj, K 2 , • • ■ , K*, y la solucion general de ese 
sistema es la que indica el teorema 8.7. De acuerdo con el ejemplo 3 este resultado es valido, 
aun cuando se repitan algunos de los valores propios. 


Segunda solucion Ahora supongamos que Ai es un valor propio de multiplicidad dos y 
que s61o hay un vector propio asociado con el. Se puede determinar una segunda solucion de 
la forma 


en donde 


X 2 = Kre A >' + Pe A 7, 



(k\ 


IPi\ 


k 2 


Pi 

K = 

: 

y P = 

: 


\k„j 


\PnJ 


( 12 ) 


Para comprobarlo, sustituimos la ecuacion (12) en el sistema X’ = AX y simplificamos: 


(AK - AjK)teV + (AP - AjP - K)e A i' = 0. 

Dado que esta ecuacion debe ser valida para todos los valores de t, se deben cumplir 

(A - AjIJK = 0 (13) 

Y (A - A,I)P = K. (14) 

La ecuacion (13) dice, simplemente, que K debe ser un vector propio de A, asociado con Aj. 
Al resolverla, llegamos a una solucion, X] = Ke x |( . Para hallar la segunda solucion X 2 , basta 
resolver el sistema adicional (14) para obtener P. 


EJEMPLO 4 


Valores propios repetidos 


Determine la solucion general del sistema (10). 

SOLUCION 


De acuerdo con (1 1), sabemos que A] = -3 y una solucion es X] = f e_: 


Tenemos K = 


v 1 / 


yP = 


Pi 

yP2j 


segun ( 14), debemos resolver ahora 


(A + 3I)P = K osea 


6/?i - 18p 2 = 3 

2pi -6 p 2 = 1. 


Como esta claro que este sistema equivale a una ecuacion, tenemos una cantidad infinita de 
opciones parapi y p?, por ejemplo, si/?i= 1, se ve quep2 = Sin embargo, para simplificar, 

l 

optaremos por p\ = de modo que pi = 0. Entonces, P = 2 Asf, segun (12), resulta 


x,= 



te 3 ‘ + 



e 


-3l 
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La solucion general de (10) es 


X = d 




Valores propios de multiplicidad tres Cuando una matriz A solo tiene un vector 
propio asociado con un valor Ai de multiplicidad tres, se puede determinar una solucion en la 
forma de la ecuacion (12) y una tercera solucion de la forma 


en donde 


<2 

X 3 = Ky e x '‘ + P te x '‘ + Qe x '\ 


(15) 


K = 


l k A 


(p,\ 

1 

( q l\ 

k 2 ' 

, P = 

P 2 } 

II 

O' 

' <h 

i 1 

\ k "l 


[Pnj 

1 

\ q nl 


Al sustituir (15) en el sistema X’ — AX, los vectores columna K, P y Q deben cumplir con 


(A - A t I)K = 0 
(A-\ l l)V = K 
(A-A!l)Q = P. 


(16) 

(17) 

(18) 


Naturalmente, se pueden emplear las soluciones de (16) y (17) para formar las soluciones Xi 

Y X2. 


EJEMPLO 5 


Vatoies propios lepetidos 


Resuelva X' = 


2 1 6 
0 2 5 
0 0 2 


X. 


SOLUCION La ecuacion caracteristica (A - 2) 3 = 0 indica que Ai = 2 es un valor propio 
de multiplicidad tres. Al resolver (A - 21)K = 0 se halla un solo vector propio, que es 


1 

K = 0 1. 

\o 


Luego resolvemos los sistemas (A - 2I)P= KLy(A - 21) Q = P sucesivamente y obtenemos 

0 

y Q (= I- 
l 
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Usamos las ecuaciones (12) y (15) y la solution general del sistema es 


X = cj 


(o) Ci + C ‘ 




Observation 


Cuando un valor propio Ai tiene multiplicidad m, podra suceder que determinemos m vectores 
propios linealmente independientes, oque la cantidad de vectores propios correspondientes sea 
menor de m. En consecuencia, los dos casos de la pagina 380 no constituyen todas las 
posibilidades en que se puede presentar un valor propio repetido; por ejemplo, es posible que 
una matriz de 5x5tenga unvalorpropio de multiplic id ad cincoyque exista n tres vectores 
propios linealmente independientes. (Veanse los problemas 29 y 30, ejercicios 8.2.) 


8.2.3 Valores propios complejos 


Si Ai = q + 0 y A 2 = ct — i/3, j 2 = -1 son valores propios complejos de la matriz A de coeficientes, 
cabe esperar que sus vectores propios correspondientes tambien tengan elementos complejos* 
Por ejemplo, la ecuacion caracteristica del sistema 


dx , 

- = 6x-y 
dt 7 


di 

dt 


5x + 4y 


(19) 


es 


det(A - AI) = 


6 -A - 1 

4 - A 


A 2 - 10A + 29 = 0. 


Aplicamos la fdrmula cuadratica y tenemos Ai = 5 + 2i, A 2 = 5 — 2 i. 

Ahora, para Aj = 5 + 2i, debemos resolver 

(1 - 2 i)ki - k 2 = 0 

Ski - (1 + 2 i)k 2 = 0. 

Puesto que kj - (1 - 2i)Ai/ la opcion k\ = 1 produce los vectores propio y solucion siguientes: 


Ki = 


1 

1 -2i 


Xi = 


1 

1 — 2 * 


=,(5+20 < 


De igual manera, cuando A 2 = 5 - 2i llegamos a 

1 


K 2 = 


1 + 2 //’ 


Xj -ll + 2,' e 


(5-2.)/ 


*Cuando la ecuacion caracteristica tiene coeficientes reales, los valores propios complejos siempre se dan en pares 
coniugados. 

^N6tese que la segunda ecuacion tan solo es (1 + 2i ) multiplicado por la primera. 
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Con el wronskiano podemos comprobar que esos vectores solucion son linealmente inde- 
pendientes, asi que la solucion general de (19) es 

Observese que los elementos de K 2 que corresponden a A 2 son los conjugados de los 
elementos de Kl que corresponden a Aj. El conjugado de Ai es A 2 . Expresamos lo anterior en 
la forma A 2 = A] y K 2 = Ki. Hemos ilustrado el siguiente resultado general: 


TEOREMA 8.8 


Soluciones correspondientes a un valor propio complejo 


Sea A la xnatriz de los coeficientes del sistema homogdneo (2) con elementos reales, y sea 
Kj un vector {Hopio correspraidiente al valor propio complejo Aj ^ a -t- i^ donde a y(3 son 
redes. Entonces ;; >'W:. 


K,e Al ‘ 


wmi 


son soluciones de (2). 


Se aconseja — y es relativamente facil-expresar una solucion como la de (20) en terminos 
de funciones reales. Con este fin primero aplicaremos la fdrmula de Euler para escribir 

e (5+2i)< - e st e 2u - e 5<( CO s 2t + i sen 2f) 
e (s-2i)t — e 5t e -2ii = e s t( cos 2t - i sen 2t). 

Luego, despues de multiplicar los numeros complejos, se agrupan los terminos y C\ + C 2 se 
reemplazan con C\ y (cj - ci)i con Cf, la ecuacion (20) se transforma en 


x = QX, + C 2 X 2 , 


( 21 ) 


en donde 


Y 


Xi = 
x 2 = 



e 5 ' 

e 5 '. 


Ahora es importante reconocer que los dos vectores, Xj y X 2 en (21) son, en si mismos, solu¬ 
ciones reales linealmente independientes del sistema original. En consecuencia, podemos pasar 
por alto la relacion entre C\, C 2 y c\, C 2 para considerar que C] y C 2 son completamente 
arbitrarios y reales; en otras palabras, la combinacion lineal, ecuaciones (21), es una solucion 
general alternativa de (19). 

Se puede generalizar el procedimiento anterior. Sea Ki un vector propio de la matriz de 
coeficientes A (con elementos reales) que corresponde al valor propio complejo Ai — Q: + j/3. 
Entonces los dos vectores solucion del teorema 8.8 se pueden expresar como sigue: 


= K 1 e“'(cos /3 1 + tisen /3t) 
Kjeb' = = Kie“'(cos (it - / sen /3f). 
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De acuerdo con el principio de la superposition, teorema 8.2, los siguientes vectores tambi6n 
son soluciones: 

X, = | (K^d + K,«V) = | (K> + K,)e“' cos fit - ^ ( -K, + Ki)e“'sen fit 
X 2 = l - ( -K t eV + Kj^') =|(-K 1+ Ki)e al cos fit + | (K, + K^-sen j8f. 

Para cualquier numero complejo z = a + ib, ambos ■jkz + z) = a e ^-(-z +z) = b son numcros 

reales. Por consiguiente, los elementos de los vectores columna -^(Ki + Ki) e ~(—Ki + Ki) son 
numeros reales. Si definimos “ 


Bi = ^(Ki + Ki) 




( 22 ) 


llegamos al siguiente teorema: 



TEOREMA 8.9 


a + ifi its valor propio zompkjo de 3a matriz de coeficientes A ei 


son soluciones de (2) linealm ;nte indep tndientes =•:: {■ 


Las matrices Bi y B 2 en (22) suelen representarse asi: 


B, = Re(Kj) y B 2 = Im(Ki) (24; 

porque esos vectores son, respectivamente, la.parte real y la imaynaria del vector propio Kb 
por ejemplo (21) es consecuencia del teorema (23) con 




B, = Re(K,) = 


Bj = Im(K 


-(-“)• 


EJEMPLO 6 


Resuelva X' = 


Valores propios complejos 

' 2 8 1y 

' -1 -2 A 


SOLUCION Primero obtenemos los valores propios a partir de 


det(A - AI) = 


12 - A 8 
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Asf, esos valores propios son Ai = 2i y A 2 — Aj = -2/. Para A], el sistema 

(2 - 2i)k r + &k 2 = 0 

-ky + (-2 - 2 i)k 2 = 0 


da como resultado ky = —(2 + 2i)k2. Si optamos por = -1 

<2 + 2 i 


Ky = 


-1 




De acuerdo con (24) formamos las partes 

Bi = Re(K!) = ' 2 


B 2 = Im(Ki) =1 


- 1 / * —' _i ' \oj 

Puesto que a = 0, segun las ecuaciones (23), la solucion general del sistema es 


X = Ci 


= Cy 


2 \ „ (2\ ' 

cos 2t - | „ I sen It 


V VO 
2 cos 2t - 2sen2r 
-COS 2t 


+ c 2 


I cos It + 


) +C! ( 


2 cos 2t + 2 aen 2t 
-sen 2 1 


^_ 2 ^sen2f 


EJERCIC10S 8.2 


■ 8 . 2.1 

En los problemas 1 a 12 determine la soluci6n general del sistema respectivo. 


* dx , _ 
1 . — = x + 2 y 
dt J 


dy = 

dt 


4x + 3 y 


3.f=-4, + 2, 

/10 -5\ 

S - X ' = ( 8 -12/ X 
_ dx 

r- = x +y - z 


dy 

dt 

dz_ 

dt 


= 2 y 


= y-z 


- dx - 

dt 

. dx 1 

4. s = j* + 9, 


dy _ 1 

dt ~ 2 


x + 2y 


, -6 2 \ 

6. X' = l_, 1 IX 

^ 3 1 / 

8 . ^j- = 2x - ly 
dt 


5* + lOy + 4z 


4Z = 

dt 
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11. X' = 


10. X 


12. X' = 



En los problemas 13 y 14 resuelva el sistema sujeto a la condition inicial indicada. 

u ' x '=(! 

/i i 4\ /v 

14. X' = ( o 2 o x, X(0) = 3 

\1 1 1 / \ 0 > 


En los problemas 15 y 16 emplee un sistema algebraico de computacion o un programa de 
algebra lineal como auxiliar para hallar la solucion general del sistema respectivo. 


15. X' = 


16. X' = 



8 . 2.2 


Determine la soluci6n general del sistema correspondiente a cada uno de los problemas 17 a 26. 


n dx , 

17. — = 3 x-y 
dt 7 


dt 


9x - 3y 


f t -- 3x + 5y 

21 . %-3x-y-l 

dy 

Tt = x + y - z 

dZ 

di~ x ' y+z 


& = -5x*4y 

20.^=12x-9y 

dt 

&=* 

dt 

22. ^ = 3x + 2y+4z 

dt 

$-2, + 2z 

dt 

§ = 4* + 2y + 3z 
dt 
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/ 5 

-4 

°\ 


/ 

1 

0 

2 X 

24. 

X' = 

\0 

2 

5/ 


\ 

/I 

0 

°\ 


/ 

2 

2 

-i X 

26. 

x = 1 

\0 

1 

0/ 


\ 



M 1 0\ 

25. X' = [ 2 2 -1 ) X 26. X'= [ 0 4 1 X 

y0 0 4/ 

En los problemas 27 y 28 resuelva el sistema dado sujeto a la condition inicial indicada. 


27. X’ = 


28. X' 



X, X(0) = 


X(0) = (;) 


29. Demuestre que 

a) La matriz de 5 x 5 


/ 2 


0 

0 0 


1 0 o o\ 

2 0 0 0 


2 

0 0 0 
\o 0 0 0 2/ 


0 0 
2 1 


tiene un valor propio Aj de multiplicidad cinco. 
b) Es posible hallar tres vectores propios linealmente independientes correspondientes a Aj. 


Pi'oblcma poro discusion 

30. Para la matriz de 5 x 5 del problema 29, resuelva el sistema X’ = AX sin metodos 
matriciales; pero exprese la solution general en notacion matricial. Con la solucion general 
como base describa como resolver el sistema aplicando los metodos matriciales de esta 
seccion. Lleve a cabo sus ideas. 


En los problemas 3 1 a 42 determine la solucion general del sistema respectivo 


31. —= 6x ~y 
dt 

^ dx . 

32. —= x + y 
dt 7 

^ = 5x + 2y 
dt 

1 

I 

II 

3,f = 3, + y 

34. 4x+ 5y 

dt 


& 

+ 

1 

II 
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35. X' = 

37 — = 

’ dt 
dy 
dt 
dz _ 
Tt -y 


39. X' = 


5 -4 


X 




41. X' 


36. 


X' 

dx 


X 


38. ^ = 2jc + y + 2 z 


dy = 

dt 


3x + 6 z 






dz _ 

dt 

-4x - 

■ 3 z 

1 

-1 




( 4 

0 1 

-1 

1 

0 

|\ 

40. X' = | 

0 

6 0 

-1 

0 

1 ) 



^-4 

0 4, 

2 

5 




( 2 

4 

-5 

-6 

4 

|x 

42. X' = | 

-1 

-2 

0 

0 




^-1 

0 


En los problemas 43 y 44 resuelva el sistema respectivo sujeto a la condition inicial indicada. 


43. X' 


44. X' = 



8.3 


VARIACION DE PARAMETROS 

■ Matriz fundamental ■ Determination de una solucion particular por variation de parametros 


Antes de desarrollar la version matricial de variacion de parametros para sistemas lineales no 
homogeneos X’ = AX + F, necesitamos examinar una matriz especial que se genera con los 
vectores solucion del sistema homogeneo correspondiente X’ = AX. 


Una matriz fundamental Si Xi, x 2 , ■ ■ •, X„ es un conjunto fundamental de soluciones 
del sistema homogeneo X’ = AX en un intervalo /; su solucion general en el intervalo es 


X = dX, + cfS-i + • • • + c„X„ 


j x n\ 
*21 


x,i \ 

*22 



(x ln \ 

X 2n 


I CiX n + c 2 x 12 + • 
C\X 2 \ + c 2 x 22 + • 

■ + C n X ln \ 

• + C n X 2 „ 


+ C 2 

\**) 

+ • 

• + C n 

\x m ) 


^CiX„i + c 2 x„ 2 + • 

■ + C n X nn J 


( 1 ) 
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La ultima matriz en (1) se puede ver como producto de una matriz de n x n por una de n x 1; 
en otras palabras, se puede expresar la solucion general (1) en la forma 

x = *(0C, (2) 


en donde C es un vector columna de n x 1 de constantes arbitrarias, y la matriz de n x n, cuyas 


m = 


los 

vectores 

solucion 

del sistema X’ = AX, 

x n 

*12 ■ 

• • ^ 


X2\ 

x 22 ■ 

%2 n 

5 

Xnl 

Xnl ■ 

%nn 



es una matriz fundamental del sistema en el intervalo. 

Para seguir requeriremos dos propiedades de una matriz fundamental: 


■ Una matriz fundamental <£»(/) es no singular 

■ Si <5(0 es una matriz fundamental del sistema X’ = AX, entonces 


W(t) = A<5(r). 


(3) 


Si volvemos a examinar (9) del teorema 8.3, veremos que det <5(0 es igual que el wronskiano 
*nx,,x 2 ,.,,, X,). Por lo tanto, la independencia lineal de las columnas de <5(0 en e l intervalo 
I garantiza que det <5(0 £ 0 para todo t en el intervalo. Puesto que <5(0 es no singular, existe 
la inversa multiplicativa, <5 _1 (0 para toda t en el intervalo. El resultado en la ecuacion (3) 
es consecuencia inmediata del hecho de que toda columna de <5(0 es un vector solucion de 
X' = AX. 


Variacion de parametros A1 igual que en el procedimiento de la seccion 4.6, nos 
preguntamos si seria posible reemplazar la matriz C de las constantes en la ecuacion (2) por 
una matriz columna de funciones 


u(0 = 


/«i(0\ 

U 2 (t) 


de modo que X p = mm) 


\«n(0 / 

sea una solucion particular del sistema no homogeneo 


(4) 


X’ = AX + F(t). 


(5) 


Segun la regia del producto, la derivada de la ultima ecuacion en (4) es 


x; = + («) 

Observese que el orden de los productos en (6) es muy importante. Dado que U(t) es una matriz 
columna, los productos U'(0 < ^(0 y U(t)@‘(t) no estan definidos. A1 sustituir (4) y (6) en (5) se 
obtiene 


<5(0U'(0 + <5'(0U(0 = A0(t)U(f) + F(t). 


(7) 
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Ahora, si empleamos (3) para reemplazar <&'(?), esta ecuacion se transforma en 

<K0U'(0 + A®(f)U(f) = A®(/)U(0 + F(t) 

0 sea O(0U'(0 = F(t). (8) 

Multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por O -1 para obtener 

U’(t) = F(t) y por tanto U(t) = f 0 _1 (f) F(t) dt. 

Como X p = <5(/)U(t), concluimos que una solucion particular de (5) es 

x ; , = <D(ol<r'(OF(o*. (9) 

Para calcular la integral indefinida de la matriz columna O _1 (0F(0 en esta expresion, integra- 
mos cada elemento. Asi, la solucion general del sistema (5) es X = X c + X p , o sea 

X = 4>(0C + 0(0 J O“'(0F(0 dt. (10) 


EJEMPLO 1 


Variation de parametros 


Dctcnninc la solution general del sistema no homogeneo 



en el intervalo (-oo ; oo), 

SOLUCION Rimero resolvemos el sistema homogeneo 



La ecuacion caracteristica de la matriz de coefitientes es 


(ID 


( 12 ) 


det(A — AI) 


-3 - A 1 

2 -4- A 


= (A + 2) (A + 5) = 0, 


de modo que los valoies propios son Aj = -2 y A 2 = -5- Aplicamos el metodo habitual y 
vemos que los vectores propios que comesponden a A] y A 2 son, respectivamente, 



Los vedores solution del sistema (1) son 
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Los elementos en Xi forman la primera columna de <t>(t) y los elementos de X 2 , la segunda; 
por consiguiente 


4.(0 = 




y 


4>-H0 = 


fie 2 ' 

Vie 5 ' 


k 2! \ 

-he 51 )' 


De acuerdo con (9), 

X p = 4>(014»-‘(0F(f) dt 


(e~ 2t e- 5 '\r/le 2 > he 2 '\/3t\ 

\e“ 2 ' -2e~ 5 ') J VJe 5 ' -ie 5 '/\e‘7 

/ e~ 2 ‘ e _5 '\ r (2te 2 ' + he' \ 

\e~ 2 ' —2e~ 5 '/ J \ te 5 ' — he 41 ) ^ 
ie~ 2 ‘ e' 5, \ / te 2 ' - he 2 ' + he' \ 

\e“ 2( -2e- 5 ')\hte 5 '-he 5 '-he 4 ') 
+ ie''\ 

Vf t-ft + he-)- 


asi pues, segun (10), la solucion general del sistema (11) en el intervalo es 



Problema de valor inicial La solucion general de (5) en un intervalo se puede expresar 
en la forma alternativa 


X = 4>(0C + 4>(r) f ®-'(s)F(s) ds, (13) 

•* <0 

en la que t y to son puntos en el intervalo. Esta ultima forma es util para resolver (5) sujeta a 
una condition inicial X(to) = Xo, y a que se escogen los limites de integracion de tal modo que 
la solucion particular se anule cuando t = to. A1 sustituir t = to en (13) se obtiene Xo = 4>(fo)C, 
de donde obtenemos C = <b -1 (/o)Xo- A1 reemplazar este resultado en la ecuacion (13) se llega 
a la siguiente solucion del problema de valor inicial: 

•x = <P(t)^-\t 0 )X> + ®(0 P 4» _1 (j)F(s) ds. (14) 

J ( 0 


EJERCICIOS 8.3 


En los problemas 1 a 20 aplique el metodo de variacion de parametros para resolver el 
sistema dado. 


1. 3x — 3y + 4 

dt 


dy 

dt 


= 2x-2y-l 


, dx 

2. -= 2 x-y 


dy 

dt 


= 3x -2y +4t 
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3. 


4. 


5. 


7. 


9. 


11 . 


13. 


15. 


16. 


17. 



6. X' = 

8. X' = 

10. X' = 

12. X' = 

14. X' = 



18. X' = 



(T) 



En los problemas 21 y 22 use la ecuacion (14) a fin de resolver el sistema dado sujeto a la 
condicion inicial indicada. 


21 . 

X' = 

(r 

22 . 

X' - 

G:; 


X + 


, X(0) = 



V4e 

'lit 

Alt 


x + LJ. x(i) = 


23. En la red electrica de la figura 8.1, el sistema de ecuaciones diferenciales para determinar 
las corrientes i\(t) e h{t), es 


d_(i A _/-(/?! +R 2 )/L 2 R 2 IL 2 \/iA (EIL 2 \ 
dt\i 2 ) \ R 2 ILi —R 2 ILy)\i 2 J + \ 0 / 

Resuelva el sistema para Rj - 8 Q, donde R 2 = 3 Q, L\ - 1 h, L 2 = 1 h, E(r) = 100 sen ( V, 
/] (0) = 0 Ae / 2 (0) = 0. 
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24. Es casi imposible resolver a mano un sistema lineal no homogeneo X’ = AX + F(t) por 
variation de parametros, cuando A es una matriz de 3 x 3 o mayor. Se tiene el sistema 



1 

2 

-2 

2 



( te '\ 


I- 

-1 

3 

0 

3 ' 


e~' 

X' = 

1 

0 

0 

4 

-2. 

X + 

p 2 ' 

1 e 



0 

0 

2 

-1 ) 




a) Con un sistema algebraico de computation o un programa algebraico, determine los 
valores y vectores propios de la matriz de coeficientes. 

b) Forme una matriz fundamental fl>(0 y con la computadora determine 

c) Con una computadora realice las operaciones de 

*~\t)F(t), f Q-\t)F(t) dt, ®(f) f *~'(t)F(t) dt, ®(0C, 

donde C es una matriz columna de las constantes C\, C 2 , C3 y C4. 

d) Reformule la presentation en computadora de la solucion general del sistema en la 
forma X = X c + X p , donde X c = C1X1 + C2X2 + C3X3 + C4X4. 


8.4 


MATRIZ EXPONENCIAL 

■ Sistemas homogeneos ■ Safe de potencias para e at ■ 


Matriz exponencial ■ 


Sistemas no homogeneos 


Sistemas homogeneos Recuerdese que la sencilla ecuacion diferencial lineal de primer 
orden, x' = OX, donde a es una constante, tiene la solucion general X = ce al . Parece logico 
preguntar si se puede definir una matriz exponencial (0 quiza con mas propiedad, exponencial 
matricial) e A( tal que el sistema homog&ieo X’ = AX, donde A es una matriz de n x n de las 
constantes, tenga una solucion 


X = e Al C. 


(1) 
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Dado que C debe ser una matriz columna de n x 1 de constantes arbitrarias, deseamos que e At 
sea una matriz de n x n. Aunque una explication completa del significado y la teoria de la 
matriz exponencial necesita un conocimiento profundo del algebra matricial, una forma 
de definir e At se basa en la representacion en serie de potencias de la funcion escalar exponen¬ 
cial e at : 


f 2 *n * t n 

e al = 1 + at + a 2 — + • • • + a" — + • •. = Y a"—■ 
2! n\ n! 


( 2 ) 


Esta serie converge para toda t. Con ella y reemplazando 1 con la identidad 1, y la constante a 
con una matriz A de n x n de las constantes, llegamos a la definicion de la matriz e A< de n x n. 


DEFINICION 8.4 


Matriz exponencial (o 

Para cualquiermatriz Adenxn, 




e A, = I + Ai + A 2 -^ + 


t n ” t n 

+ A" + ■ ■ ■ = I A" 

nl n =o n! 



Se puede demostrar que la serie definida por (3) converge a una matriz de n x n para 
cualquier valor de t. Tambien, que A 2 = AA; que A 3 = ^(A 2 ), etcetera. Ademas, a semejanza 


de la propiedad de diferenciacion de la exponencial escalar 


dt 


e al = ae a ‘, 


d_ 

dt 


e At = AeA 1 . 


(4) 


Para visualizar lo anterior, derivamos (3) termino a termino: 


— e *‘ = — 

dt dt 


= A 


1 + At + A 2 ^ + 
1 +Ar +A 2 ^ + 


t n 

+ A nL - + 
nl 

= A.e Al . 


= A + A 2 f + ^-A 3 r 2 + ••• 


Aplicaremos (4) para demostrar que (1) es una solucion de X’ = AX para todo vector C, de 
n x 1, de constantes: 


X’ = j ( e x ‘C = Ae x, C = A(e A, C) = AX. 

e Af es una matriz fundamental Si representamos a la matriz exponencial e At con el 
simbolo Y(t), la ecuacion (4) equivale a la ecuacion diferencial matricial ^'(t) = AY(t) (vease 
(3) de la seccion 8.3). Ademas, de la definicion 8.4 se deduce de inmediato, que 't'(O) = e A0 = 1, 
y por tanto det 'F(O) 0. Es evidente que estas dos propiedades bastan para concluir que Y(t) 
es una matriz fundamental del sistema X’ = AX. 
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Sistemas no homogeneos De acuerdo con la expresion (4) de la seccion 2.3, la solucion 
general de la ecuacion diferencial lineal de primer orden x - ax +f(t), donde a es una constante, 
se puede expresar como sigue: 


x = x c + x p = ce al + e‘“ [ 1 e “/(s) ds. 

J l Q 


Para un sistema no homogeneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, se puede 
demostrar que la solucion general de X’ = AX + F(t), donde A es una matriz de n x n de 
constantes, es 


X = X c + X p = e A, C + e At f ds. ( 5 ) 

Puesto que la matriz exponencial e At es una matriz fundamental, siempre es no singular y 
e _As = (e^) -1 . En la practica se puede obtener e _As a partir de e At cambiando t por —s. 


EJERCICIOS 8.4 


Aplique la definicion (3) en los problemas 1 y 3 para hallar e At y e At . 

'I 


1. A= 


0 2 


0 1 
1 0 


Aplique la definicion (3) en los problemas 3 y 4 para determinar e At . 


I 1 

1 

A 

/° 

0 

°\ 


1 

1 

4. A = 3 

0 

° 

\—2 

-2 

-2 

\5 

1 

0/ 


En los problemas 5 a 8 use la ecuacion (1) a fin de hallar la solucion general de cada sistema. 

^0 V 


5, X' = 


7 . X' = 


1 0 

v 0 2 


6. X' = 


1 0 


X 


1 

1 

!\ 

(° 

0 

0\ 

1 

1 

1 X 

8. X' = 3 

0 

0 x 

2 -2 

-2/ 

\5 

1 

0/ 


Aplique la ecuacion (5) para determinar la solucion general de los sistemas correspondientes 
a los problemas 9 a 12. 


9. X'«d°IX + 


/0 1\ /I 

U - x '= 10 x+ 1 


10. X' = 
12. X' = 


1 0 
0 2 
0 1 
1 0 


x + 

x + 


t 

e 4 

cosh t 
senh t 
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13. Resuelva el sistema del problema 7 sujeto a la condicion inicial 


1 

X(0) = -4 . 

0 6 

14. Resuelva el sistema del problema 9 sujeto a la condicion inicial 

/4> 

X(0) = 


Sea P una matriz cuyas columnas son los vectores propios Ki, K 2 , ■ • , , K« que corresponden 
a distintos valores propios, Ai, A 2 , ■ ■ • , de una matriz A de n x n. Se puede demostrar que 
A = PDP -1 , donde D se define asi: 


D = 


A t 0 
0 A 2 


( 6 ) 


0 0 • • • A, 

En los problemas 15 y 16 compruebe el resultado anterior para cada matriz. 


15. A = 


2 1 
-3 6 


16. A 


2 1 
1 2 


17. Suponga que A - PDP *, donde D se define como en (6). Aplique la definicion (3) para 
demostrar que e At = Pe D, P -1 , 

18. Use la definicion (3) para demostrar que 


je^' 0 
0 e 


0 0 


o\ 

0 


e k "'f 


donde D es la matriz definida en (6). 

En los problemas 19 y 20 use los resultados de los problemas 15 a 18 para resolver el sistema 
dado. 


, 2 1\ 

19 -X'=| .3 6 X 


20 . X' 


2 1 ', 

‘ 2 X 


EJERCICIOS DE REPASO 
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1. Compruebe que, en el intervalo (- 00 , 00 ), la solucion general del sistema 


(4 -2' 

X '=(s 2 ]X 


es 


x = Cl 


2 cos 3 1 
cos 3 1 + 3 sen 3/ 


e 3 ' + c 2 


2 sen 3 1 
sen3t- 3 cos 3f 


2. Compruebe que en el intervalo oo), la solucion general del sistema 

dx 

jr y 

— = -jc + 2y - 2 cos t 
dt 7 


es 


X = c, L ) e' + c 2 

si 


te' + 


sent 
cos t 


En los problemas 3 a 8 aplique los conceptos de valores y vectores propios para resolver cada 
sistema. 


3.f = 2, + , 



4, ~ = -4x + 2y 

dt 



En los problemas 9 a 12 aplique el metodo de variation de parametros a fin de resolver el 
sistema respectivo. 


9 - X '-(o !) X+ (l6, 


/-I 1\ / 1 

11. X' = | „ J X + 

,-2 1/ Vcoti 


10 . = x + 2y 

dt 

^r— -~x + y + e' tan t 
dt 2 y 


, 31 , 

12. X' = | I X + 

s. 1 ^ , 


-2 



; 
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METODOS NUMERIC OS PARA RESOLVER 
EC UACIONESDI FERENC IALES 
ORDIN ARIAS 


9.1 Campos direccionales 

9.2 Metodos de Euler 

9.3 Metodos de Runge-Kutta 

9.4 Metodos multipasos 

9.5 Ecuaciones y sistemas de ecuaciones de orden superior 

9.6 Problemas de valor en la front era de segundo orden 
Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


Una ecuacion diferencial no necesita tener una solucion, y aun si la tiene, no siempre 
podemos expresarla en forma expltcita o impltcita; en muchos casos tendremos que 
contentarnos con una aproximacion. 

Si existe una solucion de una ecuacion diferencial, ella representa un conjunto de 
puntos en el piano cartesiano. A partir de la seccion 9.2 explicaremos procedimientos 
que emplean la ecuacion diferencial para obtener una sucesion de puntos dislintos cu- 
yas coordenadas (Fig. 9.1) se aproximen a las coordenadas de los puntos de la curva 
real de solucion. 

En este capttulo nos centraremos en los problemas de valores iniciales de primer 
orden: dyldx = f(x, y), y(*o) = yo. Veremos que los procedimientos numericos para las 
ecuaciones de primer orden se pueden adaptar a sistemas de ecuaciones de primer 
orden; en consecuencia, podremos aproximar soluciones de problemas de valores 
iniciales de orden superior, reduciendo la ecuacion diferencial a un sistema de 
ecuaciones de primer orden. El capttulo termina con algunos procedimientos para 
aproximar soluciones de problemas de contorno lineales y de segundo orden. 


400 




Seccion 9.1 Campos direccionales 4 01 


(*|.Vl) 

| (*o> .Vo) / curvas solution 
(mix* y 2 ) 



| 0*4- V 4 ) 


11111 -► 

X 0 *1 *2 X 2 *4 x 


FIGURA 9.1 


CAMPOS DIRECCIONALES 

■ Elementos lineales ■ Campo de direcciones ■ Campo de pendientes ■ Campo de elementos lineates 

Elementos lineales Exaniinemos la ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = y. Esta 
ecuacion significa que las pendientes de las tangentes a la grafica de una solucion estan 
determinadas por la funcion f(x, y) = y. Cuando f(x, y) se mantiene constante -esto es, cuando 
y = c, donde c es cualquier constante real — estamos obligando a que la pendiente de las 
tangentes a las curvas de solucion tenga el mismo valor constante a lo largo de una lrnea 
horizontal; por ejemplo, para y = 2 podemos trazar una serie de segmentos lineales cortos o 
elementos lineales (cada uno de pendiente 2) con su punto medio en la linea. Como vemos en 
la figura 9.2, las curvas de solucion cruzan esta recta horizontal en cada punto tangente a los 
elementos lineales. 


curvas de solucion 



Isoclinas y campos de direcciones La ecuacion y = c representa una familia a un 
parametro de lineas horizontales. En general, cualquier miernbro de la familia fix, y) = c se 
llama isoclina, que literalmente significa curva a lo largo de la cual la inclinacion de las 
tangentes es igual. Cuando se hace variar el parametro c, obtenemos un conjunto de isoclinas en 
que los elementos lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos 
lineales se llama de diversos modos: campo de direcciones, campo direccional, campo de 
pendientes o campo de elementos lineales de la ecuacion diferencial dy/dx =f(x, y), Segun 
apreciamos en la figura 9.3a), el campo de direcciones recuerda las “lineas de flujo” de la 
familia de curvas de solucion de la ecuacion difeiencial y’ = y. Si deseamos una solucion que 
pase por el punto (0, 1), debemos formar una curva, como se indica en gris en la figura 9.3b), 
que pase por este punto de modo que atraviese las isoclinas con las inclinadones adecuadas. 



402 CAPITULO 9 METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


y = constante y . 

x till 

//////// 

till 
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9.3 


EJEMPLO 1 


Campo de direcciones 


Trace el campo de direcciones e indique varios posibles miembros de la familia de curvas 
de solucion de dy/dx = x/y. 

SO LUC ION Antes de trazar el campo de direcciones que corresponde a las isoclinas x/y 
= c o y = x/c, se debe examinar la ecuacion diferencial para cerciorarse de que proporcione 
la siguiente informacion. 


?') Si una curva de solucion cmza el eje x (y — 0), lo hace tangente aun elemento lineal 
vertical en cada punto, excepto quiza en (0,0). 
if) Si una curva de solucion cruza el eje y (x “ 0), lo hace tangente a un elemento lineal 
horizontal en cada punto, excepto quiza en (0, 0). 
iii) Los elementos lineales correspondientes a las isoclinas c = 1 y c = -1 son colineales 
con las rectas y = x y y = —x, respectivamente. En realidad, y = x y y = — x son 
soluciones particulares de la ecuacion diferencial dada (compruebelo). Observese 
que, en general, las isoclinas no son soluciones de una ecuacion diferencial. 

La figura 9.4 muestra el campo de direcciones y varias curvas de solucion posibles en 
gris. Recuerdese que sobre una isoclina todos los elementos lineales son paralelos. Tambien 
se pueden trazar los elementos lineales de tal manera que sugieran el curso de determinada 
curva; en otras palabras, podemos imaginar que las isoclinas estan tan proximas que si se 
unieran los elementos lineales tendriamos una curva poligonal que indicara la forma de una 
curva suave de solucion. ■ 


EJEMPLO 2 


Solucion 


aproximada 


La ecuacion diferencial dy/dx = x 2 + y 2 no se puede resolver en terminos de funciones 
elementales. Por medio de un campo de direcciones, determine una solucion aproximada 
que satisfaga y(0) = 1. 
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HGURA 9.4 


SOLUCION Las isoclinas son circunferencias concfentricas definidas por x 1 +y 2 = c, c >0. 
Cuando c = i, c = l,c = 2 y c = 4 se obtienen circunferencias de radio 1, | y 2 [Fig. 9.5a)]. 

Los elementos lineales que se trazan en cada circulo tienen una pendiente que corresponde 
al valor elegido de c. A1 estudiar la figura 9.5a) parece logico que una curva de solucion 
aproximada que pase por el punto (0, 1) tenga la forma que se ilustra en la figura 9.5b). ■ 



(a) 



(b) 


HGURA 9.5 


Uso de computadora El trazo de un campo de direction es sencillo pero muy tardado; 
es una de las tareas de las que se puede discutir si vale la pena hacerlas a mano una. 0 dos veces 
en la vida, pero se pueden efectuar con eficiencia mediante el software adecuado. Si dy/dx ~ x/y 
y se usa el programa idoneo se obtiene la figura 9.6a). Observese que en esta version 
computadorizada de la figura 9.4 los elementos lineales se trazan con espaciamiento uniforme 
en sus isoclinas (que no se dibujan). El campo de direcciones que resulta sugiere aun mas la 
forma de las curvas de soluci6n, En la figura 9.6b), obtenida con un programa ODE solver, 
hemos sobrepuesto la curva aproximada de solucion para la ecuacion differencial del ejemplo 
2, que pasa por (0, 1), a su campo de direcciones generado por computadora. 
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(a) < b) 


FIGURA 9.6 

- EJERCfCIOS 9.1 - 


En los problemas 1 a 4 use el respectivo campo de direcciones generado por computadora para 
trazar diversas curvas de solution posibles de la ecuacion diferencial indicada. 

1. y' = xy 2 . y'= 1 -xy 




FIGURA 9.9 


FIGURA 9.10 
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En los problemas 5 a 12 trace u obtenga con computadora el campo de direcciones de la 
ecuacion differencial dada. Indique diversas curvas posibles de solucion. 


5. y' = x 

6. y' = x + y 

7 d y 

7. y-j- = -x 

ax 

8 .*=d 

ax y 

9. & = 0.2x 2 + y 

10. ^ = xe> 
ax 

11. y -y - cos-x 

12. / = 1 - - 
X 


METODOS DE EULER 

■ Metodo de Euler ■ Linealizacion | Error absoluto ■ Error relativo 

■ Error relativo porcentual ■ Error de redondeoU Error local de truncamiento 

■ Error global de tfuncamientoM Metodo de Euler mejorado 

Metodo de Euler Una de las tecnicas mas sencillas para aproximar soluciones del 
problema de valor inicial 

Y’ =f(x,y), y(x 0 )=yo 

se llama metodo de Euler 0 metodo de las tangentes. Aplica el hecho que la derivada de una 
funcidn y(x), evaluada en un punto xo, es la pendiente de la tangente a la grafica dey(x) en este 
punto. Como el problema de valor inicial establece el valor de la derivada de la solucion en 
(x 0 ) yo), l a pendiente de la tangente ala curva de solucion en este punto es/(xo, yo). Si recorremos 
una distancia corta por la linea tangente obtenemos una aproximacion a un punto cercano de 
la curva de solucion. A continuation se repite el proceso en el punto nuevo. Para formalizar 
este procedimiento se emplea la linealizacion 

L(x) = /(*<>)(* - *0) + Yo (1) 

de y(x) en x = *o- La grafica de esta linealizacion es una recta tangente a la grafica dey = y(x) 
en el punto (xo, _go)- Ahora se define h como un incremento positivo sobre el eje x (Fig. 9. 11). 
Reemplazamos x con X\ = xo + h en (1) y llegamos a 



curva de solucion 

error 
j (-UVl) 

1 ' pendiente =/ 0 


FIGURA 9.11 
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L(x\) = y'(xo)(Xo + h — xo) + yo = yo + hyo 
0 sea y\ = yo + V(*o, yo), 

en donde yo' ~ y'(xo) - /(xo, yo) y y\ — L\{x). El punto (xi, yj) sobre la tangente es una 
aproximacion al punto (xi y(xi)) en la curva de solucion; esto es, L{x\) * y(x i), 0 y\ = y(xi) es 
una aproximacion lineal local de y(x) en x\. La exactitud de la aproximacion depende del 
tamano h del incremento. Por lo general se escoge una magnitud de paso “razonablemente 
pequena”. Si a continuation repetimos el proceso, identificando al nuevo punto de partida (xi, 
yj) como (xq, yo) de la descripcion anterior, obtenemos la aproximacion 


y{xi) = y(*0 + 2h ) = y( x 1 + h) « y 2 = YI + hf{x 1 , yi). 

La consecuencia general es que 


y«+t = yn + hf (x„, y„), 


( 2 ) 


en donde x n = Xo + nh. 

Para ilustrar el metodo de Euler usaremos el esquema de iteracion de la ecuacion (2) en 
una ecuacion diferencial cuya solucion explicita es conocida; de esta manera podremos 
comparar los valores estimados (aproximados) y n con los valores correctos (exactos) y(x n ). 


EJEMPLO 1 


Metodo de Euler 


Para el problema de valor inicial 


y’ = 0.2 xy, y(l)=l, 

utilice el metodo de Euler a fin de obtener una aproximacion a y( 1 .5) con h = 0.1 primero y 
despues h = 0.05. 

SOLUCION Primero identificamos/(x, y) = 0.2xy, de modo que la ecuacion (2) viene a 
ser 


y n +1 =yn+ K0-2x„y„). 


Entonces, cuando h = 0.1, 

yi =yo+ (0.1)(0.2x 0 y 0 ) = 1 + (0.1)[0.2(1)(1)] = 1 . 02 , 

que es un estimado del valor de y(l.l); sin embargo, si usamos h = 0.05, se necesitan dos 
iteraciones para llegar a 1.1. En este caso, 

yi= l + (0.05)[0.2(1)(1)] =i.oi 

y 2 = 1.01 + (0.05)[0.2(1.05)(1.01)] = 1.020605. 

Observamos que y\ ~y( 1.05), y que y2«y(l'l)- En las tablas 9.1 y 9.2 se ven los resultados 
del resto de los calculos. Cada resultado esta redondeado a cuatro decimales. 
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TABLA9-1 Metodo de Euler con h = 0.1 



Vm 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 

rel. 

1.00 

1 .0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.0200 

1.0212 

0.0012 

0.12 

1.20 

1.0424 

1.0450 

0,002 5 

0,24 

1.30 

1,067 5 

1,0714 

0,0040 

0,37 

1.40 

1.0952 

1.1008 

0,0055 

0,50 

1,50 

1.1259 

1.1331 

0,007 3 

0,64 


1AHA 9.2 Metodo de Euler con h = 0.05 


x„ 

y n 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 

rel. 

1.00 

1 .0000 

1 .0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.0100 

1.0103 

0,0003 

0,03 

1.10 

1.0206 

1.0212 

0,0006 

0,06 

1,15 

1,0318 

1,0328 

0.0009 

0.09 

1,20 

1,0437 

1,0450 

0,0013 

0,12 

1,25 

1,0562 

1.0579 

0.0016 

0.16 

1.30 

1.0694 

1.0714 

0,0020 

0.19 

1.35 

1.0833 

1.0857 

0,0024 

0,22 

1,40 

1.0980 

1.1008 

0,0028 

0,25 

1,45 

1.1133 

1.1166 

0,0032 

0.29 

1,50 

1.1295 

1.1331 

0,0037 

0,32 


En el ejemplo 1, los valores correctos 0 ‘“exactos” se calcularon con la solucion y = 
e 01 ^* que ya se conoce. El error absoluto se define asi: 

| valor exacto - valor aproximado/. 

El error relativo y el error relativo porcentual son, respectivamente, 

| valor exacto - valor aproximadol 
| valor exacto\ 

|valor exacto - valor aproximadol _ error absoluto 

^ |valor exacto | * |va/or exacto j X ' 

El software permite examinar aproximaciones a la grafica de la solucion y(x) de un 
problema de valores iniciales porque grafica rectas que pasan por los puntos ( x„, y n ) generadas 
por el metodo de Euler. En la figura 9.12 hemos comparado, en el intervalo [ 1, 3], la grafica 
de la solucion exacta del problema de valor inicial en el ejemplo 1 con las obtenidas con el 
metodo de Euler usando tamanos de paso h - 1, y — 0.5 y h - 0.1. En dicha figura se aprecia 
que la aproximacion aumenta al disminuir el tamano del paso. 

Aunque en las tablas 9.1 y 9.2 el error relativo porcentual crece, no nos parece demasiado 
malo; pero el lector no se debe decepcionar con el resultado del ejemplo 1 y la figura 9.12. Hay 


y 



FIGURA 9.12 
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que observar lo que sucedera en el proximo ejemplo, cuando cambiemos a 2 el coeliciente 0.2 
de la ecuacion diferencial en el ejemplo 1. 


EJEMPLO 2 


Comparacion de los valotes exactos y aproximados 


Con el metodo de Euler obtenga el valor aproximado de y( 1.5) en la solucion de 

y = 2xy, y(l) = 1. 


SOLUCION El lector debe comprobar que la solucion exacta, o analftica, es y = e* 2 *. Si 
procedemos como en el ejemplo 1, obtenemos los resultados de las tablas 9.3 y 9.4. 


1ABLA 93 Metodo de Euler con h = 0,1 



v« 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 
rel. 

1.00 

1 .0000 

1 .0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2000 

1.2337 

0.0337 

2.73 

1.20 

1.4640 

1.5527 

0.0887 

5.71 

1.30 

1.8154 

1.9937 

0.1784 

8.95 

1.40 

2.2874 

2.6117 

0.3244 

12.42 

1.50 

2.9278 

3.4904 

0.5625 

16.12 


TABLA 9l 4 Metodo de Euler con h = 0,05 


X n 

y» 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 

rel. 

1.00 

1 .0000 

1 .0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.1000 

1.1079 

0.0079 

0.72 

1.10 

1.2155 

1.2337 

0.0182 

1.47 

1.15 

1.3492 

1.3806 

0.0314 

2.27 

1.20 

1.5044 

1.5527 

0.0483 

3.11 

1.25 

1.6849 

1.7551 

0.0702 

4.00 

1.30 

1.8955 

1.9937 

0.0982 

4.93 

1.35 

2.1419 

2.2762 

0.1343 

5.90 

1.40 

2.4311 

2.6117 

0.1806 

6.92 

1.45 

2.7714 

3.0117 

0.2403 

7.98 

1.50 

3.1733 

3.4904 

0.3171 

9.08 


En este caso, el error relativo de 16% que se obtiene con un tamafio de h = 0.1 al calcular 
la aproximacion a y( 1.5) es totalmente inaceptable. Si se duplica la cantidad de calculos, se 
logra cierta mejora en exactitud; para ello, se corta a la mitad el tamano del paso, a h = 0.05. ■ 

Errores en los metodos numericos Para elegir y aplicar un metodo numerico en la 
solucion de un problema de valores iniciales, debemos estar prevenidos de las diversas fuentes 
de errores. Para algunos tipos de calculos, la acumulacion de errores podria reducir la exacti¬ 
tud de una aproximacion hasta el grado de volver incorrectos los resultados. Por otro lado, 
dependiendo del uso que se dar^ a una solucion num^rica, quiza no valiera la pena alcanzar 
una gran exactitud por los costos y complicaciones adicionales en que se incurriria. 

Una fuente sempiterna de error en los calculos es el error de redondeo. Se debe a que en 
cualquier computadora o calculadora s61o se pueden representar numeros con una cantidad 
finita de digitos. Como ejemplo, supongamos que contamos con una calculadora que em- 
plea aritm^tica de base 10 y que muestra cuatro digitos. En ella, i se representa como 0.3333, y 
4 como 0. 11 11. Si empleamos esta calculadora para calcular (x 2 - |)/(x - 4), cuando x = 0.3334, 
el resultado sera 


(0.3334) 2 -0.1111 _0.1112 -0.1111 
03334 - 03333 ~ 03334 - 03333 
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Sin embargo podemos notar que con operaciones algebraicas 

X 2 - 1/9 _ (jc - l/3)(x + 1/3) _ + 1 
x - 1/3 x - 1/3 x r 


de modo que cuando x = 0.3334, (x 2 - |)/(x - |) = 0.3334 + 0.3333 = 0.6667. Con este ejemplo 
queda claro que los efectos del error de redondeo pueden ser muy grandes, a menos que se 

tomen ciertas precauciones. Una manera de reducir este error es minimizar la cantidad 
de operaciones. Otra tecnica en computadora es emplear el modo de doble precision a fin de 

comprobar los resultados. En general, el error de redondeo es impredecible, dificil de analizar 
y no lo mencionaremos en el siguiente analisis de errores; nos concentraremos en la investiga- 

cion de errores introducidos al usar una formula o algoritmo para calcular los valores aproxi- 

mados de la solucion. 


Errores de truncamiento en el metodo de Euler Al iterar la formula de Euler 

y n + 1 =yn + ty(x„,y„) 

se obtiene una sucesion de valores, y\, }> 2 , yi, . . . En general, el valor de y\ no coincidira con 

el de y(x{), la solucion exacta evaluada en X\, debido a que el algoritmo solo proporciona una 

aproximacion en linea recta a la solucion (Fig. 9. 11). La diferencia se conoce como error local 
de truncamiento, error de formula o error de discretizacion y se presenta en cada paso; esto 
es, si suponemos que y„ es exacto, entonces y n+ \ tendra un error local de truncamiento. 

Para obtener una formula del error local de truncamiento en el metodo de Euler usaremos 
una serie de Taylor con residuo. Si una funcion y(x) tiene k + 1 derivadas continuas en un 
intervalo abierto que contenga a a y a x, entonces 

y M = M * y'M + • • • + y“'(o) + /“»(3) 

en donde c es algun punto entre a y x. Con ^ = l,a = x n yx = %n +1 = x„ + h, llegamos a 

,u = yW+1 'Hj ty,(c) l 

o sea y(x„ + i) = y„ + hf(x„,y n ) + y"(c) —. 

s- j L - 

El mdtodo de Euler es esta formula sin el ultimo termino; en consecuencia, el error local de 
truncamiento en y n +i es 


y"(c) en donde x„<c<x„ + i. 

Pero casi siempre se desconoce el valor de c (teoricamente existe), de modo que no se puede 
calcular el error exacto; pero una cota superior del val dr absolute de ese error es 

h 2 

M-, en donde M = max |y"(x)|. 

I ^ <*<*»+! 
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A1 describir los errores originados en el empleo de metodos numericos es util usai' la 
notation 0(V). Para definir este concepto, representaremos con e(h) el error en un calculo 
numerico que dependa de h. Entonces, se dice que e(h) es de orden H 1 , lo que se represent con 
0(h n ), si existe una constante C y un entero positivo n tales que \e(K)\ <Ch" cuando h es 
suficientemente pequena. Asl, para el metodo de Euler el error local de truncamiento es 0(h 2 ). 
Observamos que, en general, si un metodo numerico tiene un orden H 1 y h se reduce a la mitad, 
el nuevo error es, aproximadamente, C(h/2) n = Ch n /2 n ; esto es, se reduce en un factor de 1/2”. 


EJEMPLO 3 


Cota 


de errores locales de truncamiento 


Determine una cota de los errores locales de truncamiento para el metodo de Euler cuando 
se aplica a 


y’ = 2xy, y(l) = 1. 

SOLUCION Ya e^tudiamos esta ecuacion diferencial en el ejemplo 2 y su solucion 
analltica es y(x) = ~ 1 . 

El error local de truncamiento es 


y"(c) y = (2 + 4c 2 )e (c2-1) y > 

en donde c esta entre x n y x„ + h. En particular, cuando h = 0.1, podemos tener una cota 
superior del error local de truncamiento para y\ si reemplazamos c con 1.1: 

[2 + (4)(l.l) 2 ]e« 11 > 2 D = 0,0422 

En la tabla 9.3 vemos que el error despues del primer paso es 0.0337, menor que el valor de 
la cota. 

De igual forma podemos tener una cota del error local de truncamiento de cualquiera 
de los cinco pasos en la tabla 9.3, si sustituimos a c con 1.5 [con este valor se obtiene el 
valor maximo de y”(c) para cualquiera de los pasos, y puede ser demasiado grande para los 
primeros]. A1 hacerlo obtenemos 


[2 + (4)(1.5) 2 ]e ((1 - 5)2_1) = 0.1920 (4) 

como cota superior del error local de truncamiento en cada paso. ■ 

Obs6rvese en el ejemplo 3 que si h se divide a la mitad, a 0.05, la cota de error es 0.0480, 
alrededor de la cuarta parte del calculado en (4). Esto era de esperarse porque el error local de 
truncamiento es 0(h 2 ) para el metodo de Euler. 

En el analisis anterior supusimos que el valor dey, con que se calcula y n+] era exacto; pero 
no lo es, ya que contiene los errores locales de truncamiento debidos a los pasos anteriores. 
El error total en y „+] es una acumulacion de los errores en cada una de las etapas anteriores. A 
este error total se le llama error global de truncamiento. En este libro no podemos presentar 
un analisis completo del error global de truncamiento, pero se puede demostrar que es m 
para el metodo de Euler. 



Seccion 9.2 M6lodos de Euler 411 


Con el metodo de Euler esperamos que cuando se reduce ala mitad de paso, el error tambi&l 
baje a la mitad. Esto se aprecio en el ejemplo 2, donde el error absolute en x = 1.5, cuando h - 
0.1, es 0.5625, y cuando h = 0.05, es 0.3171, aproximadamente la mitad del anterior. Veanse 
las tablas 9.3 y 9.4. 

En general, se puede demostrar que si un metodo de solucion numerica de-una ecuacion di- 
ferencial tiene un error local de truncamiento Ofo 0 * 1 ), el error global de tmncamiento es 0(h a ). 

Metodo de Euler mejorado Aunque la formula de Euler atrae por su simplicidad, casi 
nunca se usa en calculos serios. En lo que falta de esta seccion, y en las secciones que siguen, 
estudiaremos metodos que alcanzan una exactitud bastante mayor que el de Euler. 

La formula 


y n +1 =y n + h 

en donde y* n +i -y n + hf(x n , yn), (5) 

se llama formula de Euler mejorada o formula de Heun. Con la formula de Euler se obtiene 
la estimacion inicial, jy* +1 . Los valores f(x n ,y n ) y f(x„+ 1 , y»+ i) son aproximaciones de las 
pendientes de la curva de solucion en (x n , y(x n )) y (x n +i, X x n+l)) y> en consecuencia, se puede 
interpretar que el cociente 


f(Xn,y n ) + f(Xnn,y* + l) 

2 

es una pendiente promedio en el intervalo de x„ a x n +\, Luego se calcula el valor de y n +\ en 
forma semejante a la que se empleo en el mdtodo de Euler, pero se usa una pendiente promedio 
en el intervalo en lugar de la pendiente en ( x„, yix n ))- Se dice que el valor de y*„+ i predice un 
valor de y(x„), mientras que 

.. _ .. + J(xn,y„)+f(x n+u y* +l ) 

y*+\ - y n n - ^ - 

corrige esa estimacion. 


EJEMPLO 4 


Metodo de Euler mejorado 


Aplique la formula de Euler mejorada a fin de hallar el valor aproximado de >>(1.5) para 
resolver el problema de valor inicial en el ejemplo 2. Compare los resultados para h = 0.1 

y h = 0.05. 

SOLUCION Primero se calcula para n = 0 y h = 0.1, 

y*n= yo+ (0.1)(2x a yo)= 1 - 2 . 

En seguida, de acuerdo con (5), 


y, = y 0 + (0.1) 


2x 0 y 0 + 2xiyj* _ + 
2 


(0 D 2(1)(1) , 2 (1.1)(1.2) = 1232. 


En las tablas 9.5 y 9.6 aparecen los valores comparativos de los cdlculos para h - 0.1 y h — 
0.5, respectivamente. 
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TABLA 9.5 Metodo de Euler mejorado, con h - 0.1 


x„ 

y» 

Valor 

exacto 


% Error 
rel. 

1.00 

1 .0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2320 

1.2337 

0,0017 

0,14 

1.20 

1.5479 

1.5527 

0,0048 

0,31 

1.30 

1.9832 

1.9937 

0,0106 

0,53 

1.40 

2,5908 

2,6117 

0,0209 

0,80 

1.50 

3,4509 

3,4904 

0,0394 

1,13 


TABLA9.6 Metodo de Euler mejorado, con h = 0.05 


x n 

y n 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 
rel. 

1.00 

1 .0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.1077 

1.1079 

0,0002 

0,02 

1.10 

1.2332 

1.2337 

0,0004 

0,04 

1,15 

1,3 7 98 

1,3806 

0,0008 

0,06 

1,20 

1,5514 

1,5527 

0,0013 

0,08 

1,25 

1,753 1 

1,7551 

0,0020 

0.11 

1.30 

1.9909 

1.9937 

0,0029 

0,14 

1,35 

2,2721 

2,2762 

0,0041 

0,18 

1,40 

2,6060 

2,6117 

0,0057 

0,22 

1,45 

3,0038 

3,0117 

0,0079 

0,26 

1,50 

3,4795 

3,4904 

0,0108 

0,31 


Es preciso hacer una advertencia. No podemos calcular primero todos los valores de yZ 
y luego sustituirlos en la primera formula de (5); en otras palabras, no es posible usar los datos 
de la tabla 9.3 para ayudarnos a llegar a los valores de la tabla 9.5. £Por que no? 

Errores de truncamiento para el metodo de Euler mejorado El error local 
de truncaniiento, en el caso del metodo de Euler mejorado, es 0(f i 3 ). La deduccidn de este 
resultado se parece a la del error local de truncamiento para el metodo de Euler y se dejara para 
que el lector la desarrolle (vease el problema 16). Puesto que el truncamiento local es 0(h 3 ) 
con el metodo de Euler mejorado, el error global de truncamiento es 0{h 2 ). Esto se puede ver 
en el ejemplo 4; cuando el tamano del paso se reduce a la mitad, de h — 0.1 a h = 0.05, el error 
absoluto, cuando x = 1 SO, disminuye de 0.0394 a 0.0108, un factor aproximado de (i) 2 = 4. 

Programas ODE solver Como ya dijimos, el metodo de Euler emplea aproximaciones 
lineales ‘locales para generar la secuencia de puntos ( x n , y„). Si los unimos con segmentos de 
recta, obtenemos una poligonal que se acerca a la curva de solucion real. Esto se muestra en 
la figura 9.12 con los tamaflOS de paso h= 1 , h = 0.5 y h — 0.1. En esa figura se ve que la 
aproximacion mejora cuando el tamafio de paso disminuye. Cuando h es suficientemente pe- 
quefia, la poligonal parecera ser uniforme y -esperamos- se aproximar& a la curva real de 
solucion. Esta aproximacion poligonal es muy adecuada para las computadoras, y los progra¬ 
mas que la realizan se suelen llamar ODE solvers o programas para resolver ecuaciones 
diferenciales ordinarias. Con frecuencia, estos programas forman parte de un paquete de 
software mayor y mas versatil. 


EJERCICiOS 9.2 


1. Se tiene el problema de valor inicial 


y’ = (* + y -l) 2 , >-(0) = 2 . 
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a) Resuelvalo en tdrminos de funciones elementales. [Sugerencia: sea u = X + y - 1.] 

b) Aplique la formula de Euler, con h = 0.1 y h = 0.05, para obtener valores aproximados 

de la soluci6n en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los exactos, calculados 

con la solucion obtenida en la parte a). 

2. Repita los calculos del problema 1 b) con la formula de Euler mejorada. 

En los problemas de valor inicial 3 a 12, aplique la formula de Euler para hallar una 
aproximacion al valor indicado con cuatro decimales de precision. Primero use h = 0.1 y 

despuds h = 0.05. 

3. y' = 2x - 3y + 1, y(l) = 5; y(1.5) 

4 . y' = 4* - 2 y, y(0) = 2 ; >-(0.5) 

5. y’ = l + y 2 , y(0) = 0 ; >(0.5) 

6. y' = x 2 + y 2 , y(0) = 1; >(0.5) 

7. y' = e-y, >(0) = 0; >(0.5) 

8. y' = x + y 2 , >(0) = 0; >(0.5) 

9. y' = (x-y)", >(0) = 0.5; >(0.5) 

10. y' = xy+ Vy, >(0) = 1; >(0.5) 

11. y' = xy 2 - y ~, y(l) = 1; y(1.5) 

12. y' = y - > 2 , >(0) = 0.5; >(0.5) 

13. Como partes a) a e) de este ejercicio, repita los c&lculos de los problemas 3, 5, 7, 9 y 11 
aplicando la formula de Euler mejorada. 

14. Como partes a) a e) de este ejercicio, repita los calculos de los problemas 4,6, 8, 10 y 12 
usando la formula de Euler mejorada. 

15. Aunque no sea obvio a partir de la ecuacion diferencial, su solucion se podria ‘portar mal” 
cerca de un punto x en que desearamos aproximar a y(x). Cerca de este punto, los 
procedimientos numericos quiza den resultados muy distintos. Sea >(x) la solucion del 
problema de valor inicial 

y ‘ = x 2 + y 3 , y(l) = i. 

a) Trace una grafica de la solucion en el intervalo [ 1, 1.4] con un programa para resolver 
ecuaciones diferenciales ordinarias. 

b) Con el tamafio de paso h = 0.1 compare los resultados que se obtienen con la formula 
de Euler con los de la formula mejorada de Euler para aproximar y(1.4). 

16. En este problema demostraremos que el error local de truncamiento, para el metodo de 
Euler mejorado, es 0(h 3 ). 

a) Aplique la formula de Taylor con residuo para demostrar que 

y"(x n ) = Y ' ( * n) -1 hy'"(c). 

[Sugerencia: haga k = 2 y diferencie el polinomio de Taylor, ecuacion (3).] 

b) Use el polinomio de Taylor con k = 2 para demostrar que 

y(*„ +1 ) = y{xn) + h y - ^ - + y,{x ^h o(V). 
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17. La soluci6n analitica del problema de valor inicial y’ = 2y, y(0) = 1 es y(x) = g 2 *, 

a) Aproxime >*(0.1) con una etapa y el m&odo de Euler. 

b) Determine una cota del error local de truncamiento en y h 

c) Compare el error real en y\ con la cota del error. 

d) Aproxime y(0.1) con dos etapas y el metodo de Euler. 

e) Compare los errores obtenidos en las partes a) y d) y compmebe que el error global de 
truncamiento es 0(h) con el metodo de Euler. 

18. Repita el problema 17 con el mdtodo mejorado de Euler. El error global de truncamiento 

es Oih 2 ). 

19. Repita el problema 17 para el problema de valor inicial y’ = -2y + x, y(0) = l.La solucidn 
analitica es y(x) = lx - 2 + ^e -2 *. 

20. Repita el problema 19 aplicando el metodo de Euler mejorado. El error global de trunca¬ 
miento es 0(h 2 ). 

21. Para el problema de valor inicial / = 2x - 3y + 1, y{ 1) = 5, cuya solucion analitica es y(x) = 

1 + l x + 

9 ir 9 e 

a) Deduzca una formula donde intervengan c y h para hallar el error local de truncamiento 
en el enesimo paso si se aplica el metodo de Euler. 

b) Determine una cota del error local de truncamiento en cada etapa si se usa h = 0.1, para 
aproximar ay(1.5). 

c) Determine el valor aproximado y( 1.5) empleando h - 0.1 y h = 0.05 con el mdtodo de 
Euler. Vea el problema 3. 

d) Calcule los errores en la parte c) y compruebe que el error global de truncamiento del 
metodo de Euler es m 

22. Repita el problema 21 aplicando el metodo de Euler mejorado, cuyo error global de 
truncamiento es 0(h 2 ). Vea el problema 13a). Quizd requiera mas de cuatro cifras decima¬ 
tes para apreciar el efecto de reducir el orden del error. 

23. Repita el problema 21 para y’ = e~ y ,y{0) = 0. La solucion analitica es y(x) = ln(x + 1). 
Aproxime y(0.5). Vea el problema 7. 

24. Repita el problema 23 con el mdtodo de Euler mejorado, cuyo error global de truncamiento 
es otf). Vea el problema 13a). Quiza precise mas de cuatro cifras decimales a fin de 
apreciar el efecto de reducir el orden del error. 


9.3 


METODOS DE RUNGE-KUTTA 

■ Metodo de Runge-Kutta de primer orden ■ 

■ Metodo de Runge-Kutta de cuarto orden ■ 


Metodo de Runge-Kutta de segundo orden 
Errores de truncamiento ■ Metodos adaptativos 


Es probable que uno de los procedimientos mas difundidos y a la vez m&$ exactos para obtener 
soluciones aproximadas al problema de valor inicial y’ = f(x, y), y(xo) = yo sea el metodo 
de Runge-Kutta de cuarto orden. Como indica el nombre, hay mdtodos de Runge-Kutta de 
distintos ordenes, los cuales se deducen a partir del desarrollo de y(x n + h) en serie de Taylor 
con residuo: 


y(* B+1 ) = y(x n + h) = y(x n ) + hy'(x n ) + ~ y"(x„) + ^ y"'(x n ) + 


h k+1 

(k + l)\ 


y {kn) (c), 
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en donde c es un numero entre x„ y x„ + h. Cuando ft - 1 y el residuo — y"(c ) es pequefio, se 
obtiene la fdrtnula acostumbrada de iteracion 

y„* i= y«+ hy'n = y n+ hf(x„, y n ). 

En otras palabras, el metodo basico de Euler es un procedimiento de 
orden. 

Pasemos ahora al procedimiento de Runge-Kutta de segundo 

las constantes a, b, a y 0 tales que la formula 

y«+i =y n + ak x + bk 2 , 

enlacual ft, = hf(x n ,y n ) 

k 2 = hf{x n + ah, y n + jSfti), 

coincide con un polinomio de Taylor de segundo grado. Se puede demostrar que esto es posible 
siempre y cuando las constantes cumplan con 

a+ 6=1, = | y bp = ^. ( 2 ) 

Este es un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas y tiene una cantidad infinita de 
soluciones. Observese que cuando a = b = ~, a - 0 - 1, las condiciones (1) vienen a ser las 
de la formula de Euler mejorada. Como la formula coincide con un polinomio de Taylor de 
segundo grado, el error local de truncamiento para este metodo es 0 (ft 3 ) y el error global 
de truncamiento es 0(h 2 ). 

Notese que la suma ak\ + 662 en l a ecuacion (1) es un promedio ponderado de fti y 4 porque 
a + b = 1. Los numeros fti y 4 son nniltiplos de aproximaciones a la pendiente de la curva de 
solucion y(x) en dos puntos distintos en el intervalo de x n a x„+i. 

Formula de Runge-Kutta de cuarto orden El procedimiento de Runge-Kutta 
de cuarto orden consiste en determinar las constantes adecuadas para que la fdmuila 


Runge-Kutta de primer 
orden. Consiste en hallar 

( 1 ) 


y „+1 = y n + flfti + bk 2 + ck 3 + dk A , 
en que ft, = hf{x n ,y n ) 

k 2 = hf(x n + a x h,y n + /3,ft,) 

ft 3 = hf(x„ + a 2 h,y n + 0 2 k x + 0 3 k 2 ) 

ft 4 = hf{x n + a 2 h, y n + 0 4 fti + 0sk 2 + /3 6 ft 3 ), 

coincida con un polinomio de Taylor de cuarto grado. Con lo anterior se obtienen 11 ecuaciones 
con 13 incognitas. El conjunto de valores de las constantes que mas se usa produce el siguiente 
resultado: 

y n +1 = y n +1 (fti + 2ft 2 + 2ft 3 + ft 4 ), 

ft, = hf(x n , y n ) 
k 2 = hf(x„ + \h, y„ + ifti) 
ft 3 = hf(x„ + \h, y„ + ift 2 ) 
ft 4 = hf{x n + h, y n + ft 3 ). 


( 3 ) 
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Se recomienda al lector examinar con cuidado estas formulas; observese que £2 depende 
de k\\ £ 3 , de £ 3 , y £4 de £ 3 . Tambien, en jfcj y h intervienen aproximaciones a la pendiente en el 
punto medio del intervalo entre x„ y x M +i, 


EJEMPLO 1 


Metodo de Rjnge-Kutta 


Con el metodo de Runge-Kutta con h = 0. 1 obtenga una aproximacion a >>(1.5) para la 
solucion de 


y'=2 xy, >>(1)= 1. 

SOLUCION Con fines de ilustracion, calcularemos el caso en que ft = 0. De acuerdo 

con (3), 

ki = (0.1)/Oo, yo) = (0.1)(2x 0 y 0 ) = 0.2 
k 2 = (0.1 )/(*0 + £ (0.1), yo +£(0.2)) 

= (0.1)2 (x 0 + | (0.1)) (y 0 + \ (0.2) j = 0.231 

h = (O.l)/(x 0 + £ (0.1), y 0 + £ (0.231)) 

= (0.1)2 (x 0 + \ (0.1)) (y 0 + | (0.231)) = 0.234255 

k< - (0.1)/(x, + 0.1, y 0 + 0.234255) 

= (0.1)2(x 0 + 0.1)( y 0 + 0.234255) = 0.2715361 


y en consecuencia 

yi = yo + ^ (k, + 2k 2 + 2 k 3 + fc 4 ) 

= 1 + \ (0.2 + 2(0.231)+ 2(0.234255) + 0.2715361) = 1.23367435. 

6 

En la tabla 9.7, cuyos elementos se redondearon a cuatro decimales, se resumen los 
cdlculos restantes. 


TABLA 9.7 Metodo de Runge-Kutta con h = 0.1 


x n 

y *1 

Valor 

exacto 

Error 

abs. 

% Error 

rel. 

1.00 

1 .0000 

1 .0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2337 

1.2337 

0.0000 

0.00 

1.20 

1.5527 

1.5527 

0.0000 

0.00 

1.30 

1.9937 

1.9937 

0.0000 

0.00 

1.40 

2.6116 

2.6117 

0.0001 

0.00 

1.50 

3.4902 

3.4904 

0.0001 

0.00 
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TABLA 9.8 / =2 xy, XI) = 1 


Comparacion de metodos numlricos con h 

= 0.1 

Comparacion de mttodos numdricos con h = 0.05 

x n 

Euler 

Euler Runge- 

mejorado Kutta 

Valor 

exacto 

x n 

Euler 

Euler 

mejorado 

Runge- 

Kutta 

Valor 

exacto 

1.00 

1 .0000 

1 .oooo 1 .oooo 


1.00 

1 .oooo 

1 .oooo 

1 .oooo 

1 .oooo 

1.10 

1.2000 

1.2320 1.2337 

1.2337 

1.05 

1.1000 

1.1077 

1.1079 

1.1079 

1.20 

1.4640 

1 .5479 1.5527 


1.10 

1.2155 

1.2332 

1.2337 

1.2337 

1.30 

1.8154 

1.9832 1.9937 

1.9937 

1.15 

1.3492 

1.3798 

1.3806 

1.3806 

1.40 

2.2874 

2.5908 2.6116 

2.6117 

1.20 

1.5044 

1.5514 

1.5527 

1.5527 

1.50 

2.9278 

3.4509 3.4902 


1.25 

1.6849 

1.7531 

1.7551 

1.7551 





1.30 

1.8955 

1.9909 

1.9937 

1.9937 





1.35 

2.1419 

2.2721 

2.2762 

2.2762 





1.40 

2.4311 

2.6060 

2.6117 

2.6117 





1.45 

2.7714 

3.0038 

3.0117 

3.0117 





1.50 

3.1733 

3.4795 

3.4903 

3.4904 


A1 revisar la tabla 9.7 vemos por que es tan utilizado el metodo de Runge-Kutta de cuarto 
orden. Si todo lo que basta es exactitud al cuarto decimal, no se necesita un tamafio menor de 
paso. En la tabla 9.8 se comparan los resultados de aplicar los m&odos de Euler, de Euler 
mejorado y de Runge-Kutta de cuarto orden, al problema de valor inicial y' - 2 xy, XI) = 1 
(veanse los ejemplos 2 y 3 en la section 9.2). 

Errores de truncamiento para el metodo de Runge-Kutta Como la primera 
de las ecuaciones (3) coincide con un polinomio de Taylor de cuarto grado, el error local de 
truncamiento es 


y (5) ( c )j[ 0 sea 0(h 5 ), 

y, por consiguiente, el error global de truncamiento es 0(h 4 ). Esto justifica el nombre de metodo 
de Runge-Kutta de cuarto orden. 


EJEMPLO 2 


Cota de errores de truncamiento local y global 


Analice los errores local y global de truncamiento para el metodo de Runge-Kutta de cuarto 
orden aplicado a / = 2 xy, XI) = 1. 

2 _ , 

SO LUC ION Al diferenciar la solution conocida y(x) = 1 obtenemos 


y”‘(c) = (120c + 160c 3 + 32c 5 )/- 1 1- 


( 4 ) 


Asi, con c =1 .5, se obtiene una cota de 0.00028 para el error local de truncamiento en cada 
una de las cinco etapas, cuando h = 0.1. Observese que, en la tabla 9.7, el error real de y\ es 
bastante menor que esa cota. 
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En la tabla 9.9 vemos las aproximaciones a la solution del problema de valor initial, 
en x = 1.5, que se obtienen con el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. A1 calcular el 

valor de la solucion exacta en x — 1.5, es posible determinar el error en las aproximaciones. 

Puesto que el metodo es tan exacto, se requieren muchas cifras decimales en la solution 
numerica para apreciar el efecto de reducir a la mitad el tamaflo de paso. Es de notar que 
cuando h se reduce a la mitad (de h - 0.1 a h = 0.05), el error que& dividido por un factor 

aproximado de 2 4 — 16, que era lo que se esperaba. 


TABLA 9.9 

Metodo de 

Runge-Kutta 

h 

Aproximadon 

Error 

0.1 

3.49021064 

1.323210889 x 10~ 4 

0.05 

3.49033382 

9.137760898 x 10” 


Metodos adaptativos Hemos explicado que la exactitud de un rfietodo numerico se 
mejora disminuyendo el tamano de paso, h. Esta claro que la mayor exactitud se obtiene a un 
costo; mas tiempo de calculos y mayores posibilidades de error de redondeo. En general, en el 
intervalo de aproximacidn pueden existir subintervalos en que baste un tamaflo mayor de paso, 
y otros subintervalos en que sea menor el tamaflo de paso para mantener el error de truncamiento 
dentro de cierto Kmite deseado. Los mdtodos numdricos que emplean tamaflo S variables de 
paso se llaman metodos adaptativos. Uno de los mas difundidos para aproximar las soluciones 
de ecuaciones diferenciales es el algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg. 



1. Aplique el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden con h ~ 0.1 para determinar una 
aproximacion, con cuatro decimales, a la solucion del problema de valor inicial 

y’=(x +y- l) 2 , y(0) = 2 

en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los valores exactos obtenidos en el 
problema 1 de los ejercicios 9.2. 

2- Resuelva las ecuaciones en (2) con la hipotesis a = 2. Aplique el mdtodo de Runge-Kutta 
de segundo orden que resulta, para obtener una aproximacion, con cuatro decimales, a la 
solucion del problema de valor initial 

y’=(x + y-l) 2 , y(0) = 2 

en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los obtenidos en el problema 2, 
ejercicios 9.2. 

Use el metodo de Runge-Kutta con h = 0.1 para obtener una aproximacion, con cuatro 
decimales, al valor indicado en los problemas de valor inicial 3 a 12. 

3.y' = 2x-3y+ 1, y(l) = 5; y(1.5) 
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4. y' = 4 jc - 2 y, y( 0) = 2; y(0.5) 

5. y’ = 1 + y 2 , y(0) = 0 ; y(0.5) 

6. y' = jc 2 + y 2 , y(0) = 1; y(0.5) 

7. y' = e-y, >(0) = 0; >(0.5) 

8. y' = x + y 2 , y(0) = 0; y(0.5) 

9. y' = (ac-y)", y(0) = 0.5; >(0.5) 

10. y’ = xy + V>, y(0) = 1; y(0.5) 

||. y' = X y2 „ Z y(1) = 1; y(1 . 5 ) 

12. y' = y - y 2 , y(0) = 0.5; >(0.5) 

13. Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instantanea, la 
velocidad u de un objeto de masa m que cae desde una altura h se determina con 


dv . , 

— = mg - kv 2 , 


k>0. 


Sean v( 0) = 0. k = 0.125, m = 5 slug y g = 32 ft/s 2 . 

a) Use el metodo de Runge-Kutta con h = 1 para hallar la velocidad aproximada del objeto 
que cae, cuando t - 5 s. 

b) Use un programa ODE solver para graficar la solucion al problema de valor inicial. 

c) Emplee el metodo de separacion de variables a fin de resolver este problema de valor 
inicial y calcule el valor real K5). 

14. Un modelo matematico del area A, en cm 2 , que ocupa una colonia de bacterias (3. 
dendroides) es el siguiente: 


dA 

-j t = A(2.128 - 0.0432<4).* 


Suponga que el irea inicial es 0.24 cm 2 . 

a) Aplique el metodo de Runge-Kutta con h — 0.5 para completar la siguiente tabla. 


t (dt'as) 

1 

2 

3 

4 

5 

A (observado) 

2.78 

13.53 

36.30 

47.50 

49.40 

A (aproximado) 



b) Con un programa ODE solver gralique la solucion del problema-de valor inicial. Estime 
los valores A(l), A( 2), .4(3), A(4) y >1(5) con esa gralica. 

c) Aplique el metodo de separacion de variables para resolver el problema de valor inicial 

y calcule los valores de A(l),A(2),A(3),A(4)yA(5). 

15. Se tiene el problema de valor inicial 

y , = x 2 +y\ z(l)=l. 

(Vea el problema 15 en los ejercicios 9.2.) 


• Vhse V. A. Kostitzin, Mathematical Biology (London: Hanap, 1939). 
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a) Compare los resultados obtenidos con la formula de Runge-Kutta en el intervalo [ 1,1.4] 
con pasos h = 0.1 y h — 0.05. 

b) Use un programa ODE solver para trazar una grafica de la solucion en el intervalo 
[1,1.41. 

16. La solucion analitica del problema de valor inicial y' — 2 y, 7 ( 0 ) = 1 es y(x) = e 2 *, 

a) Aproxime 7(0.1) empleando una etapa y el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. 

b) Determine una cota del error local de truncamiento en y\ . 

‘c) Compare el error real en 71 con la cota de error. 

d) Aproxime 7 ( 0 . 1 ) con dos etapas y el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. 

e) Compruebe que el error global de truncamiento del metodo de Runge-Kutta de cuarto 
orden es 0 (/i 4 ), comparando los errores en las partes a) y d). 

17. Repita el problema 16 con el problema de valor inicial / = - 2 y + x, >;( 0 ) = 1. La solucion 
analitica es y(x) = 4 x - 4 + -e ~ 2x . 

2 4 4 

18. La solucion analitica del problema de valor inicial y' = 2x - 3v + 1, 7 ( 1) = 5 es y(x) = - + 

2 + 38„-3(*-l) ' ‘ y 

r 9 e 

a) Deduzca una formula donde intervengan c y h para el error local de truncamiento en el 
enesimo paso al emplear el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. 

b) Determine una cota del error local de truncamiento en cada etapa al usar h = 0.1 para 
aproximar y{ 1.5). 

c) Aproxime y( 1.5) con el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden con h = 0.1 y h = 0.05 
(vea el problema 3). Necesitara mas de seis decimales para apreciar el efecto de reducir 
el tamano de paso. 

19. Repita el problema 18 para y = e~ y , 7 ( 0 ) = 0. La solucion analitica es y(x) = ln(x + 1). 
Calcule el valor aproximado de 7 ( 0 . 5 ). Vea el problema 7. 

20. El metodo de Runge-Kutta para resolver un problema de valor inicial en el intervalo [a, b] 

da como resultado un conjunto finito de puntos que deben aproximar los puntos de la 

grafica de la solucion exacta. Para ampliar este conjunto de puntos discretos y tener una 
solucion aproximada definida en todos los puntos del intervalo [a, b\, podemos emplear 
una funcion interpolate. Es una funcion incluida en la mayor parte de los sistemas 
algebraicos de computacion, que concuerda exactamente con los datos y supone una 
transition uniforme entre los puntos. Estas funciones interpolantes pueden ser polinomios 
o conjuntos de polinomios con union mutua uniforme. En Mathematica se puede emplear 
el comando y = Interpolation [data] para obtener una funcion interpolate que pase por 
los puntos data = { y\ },. . . , {x„, 7 «}}. Con ello, la funcion interpolate, yM 
se puede manejar como cualquier otra funcion del programa. 

a) Determine la solucion exacta del problema de valor inicial y' = -y + 10 sen 3x, 7 ( 0 ) = 

0 en el intervalo [0, 2], Grafique esta solucion y calcule sus raices positivas. 

b) Con el m&odo de Runge-Kutta de cuarto orden y h = 0.1, halle una solucion aproximada 
del problema de valor inicial de la parte a). Obtenga una funci 6 n interpolate y 
grafiquela. Determine las raices positivas de la funcion interpolate en el intervalo 
[ 0 , 2 ]. 

Problema para discusion 

21. Con objeto de medir la complejidad computacional de un metodo numdrico se emplea el 
conteo de la cantidad de evaluaciones de la funciotque se usa para resolver el problema 
de valor inicial y' =/(x, 7 ), y(x 0 ) = 70 . Detemiine la cantidad de evaluaciones de/que se 
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requiere para ca& etapa de los metodos de Euler, de Euler mejorado y de Runge-Kutta. 
Mediante algunos ejemplos especi'ficos, compare la exactitud de dichos metodos, aplicados 
con complejidad computacional comparable. 


METODOS MULTIPASOS 

| Metodos de un paso ■ Metodos en varios pasos ■ Metodos de predictor y corrector 
■ Metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton | Estabilidad de los metodos mtmericos 

Los metodos de Euler y de Runge-Kutta descritos en las seccionas anteriores son ejemplos 
de los metodos de un paso. En ellos, se calcula cada valor sucesivo y n +\ s61o con base en 
information acerca del valor inmediato anterior y n . Por otra parte, un metodo en varios pasos 
o continuo utiliza los valores de varios pasos calculados con anterioridad para obtener el valor 
de Hay numerosas fdrmulas aplicables en la aproximacion de soluciones de ecuaciones di- 
ferenciales. Como no intentamos describir el vasto campo de los procedimientos numericos, 
s61o presentaremos uno de esos metodos. Este, al igual que la formula de Euler mejorada, es 
un metodo de prediccidn-correccidn; esto es, se usa una formula para predecir un valor yyj+j, 
que a su vez se aplica para obtener un valor corregido de yn +1 . 

Metodo de Addius-Bashforth/Adams-Moulton Uno de los metodos en multipa¬ 
sos mas populares es el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton de cuarto orden. En 
este mdtodo, la prediccidn es la fdrmula de Adams-Bashforth: 

yn+ 1 — yn + ^ (55p« ” 59y„+\ + 31y„-2 — 9y„^), (1) 


y'n =f(Xn, y n ) 
yn -1 ~f( x n- 1) yn- 1) 
y'n-2 = f(x„-2i Yn-2) 
y'n- 3 ~f(x n - 3,Yn-3) 

para n ^ 3. Luego se sustituye el valor de yjj+i en la correccion Adams-Moulton 
y n +1 = y n + ^ (9a«+i + 19 y n ~ 5y n -i + y'n- 2 ), 
y' n +\ = f(x n+ \, y% + \)- 

Obs^rvese que la formula (1) requiere que se conozcan los valores de ^Oi y\, yi y ^3 para 
obtener el de ^ 4 , Por supuesto, el valor de ^0 es la condicion inicial dada. Como el error local 
de truncamiento en el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton es 0(h 5 ), los valores de 
yu y 2 y ^3 se suelen calcular con un mdtodo que tenga la misma propiedad de error, como la 

fdrmula de Runge-Kutta de cuarto orden. 
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EJEMPLO 1 


Metodo de Adams-Bashforth/AdamS-Moulton 


Use el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton con h = 0.2 para llegar a una aproxi- 
macion a y(0.8) de la solucion de 

y =x +y- 1, y(O) = 1. 


SOLUCI ON Dado que el tamafio de paso es h = 0.2, entonces y 4 aproximaray(0.8). Para 
comenzar aplicamos el metodo de Runge-Kutta, con xq = 0, y$ = 1 y h = 0.2 con lo cual 

y x = 1.02140000, y 2 = 1.09181796, y 3 = 1,22210646. 

Ahora definimos Xq =0, X\ = 0.2, xj = 0.4, X 3 = 0.6 y f(x, y) = x + y - 1, y obtenemos 

Yo =f(x 0 , Yo) = (0)+ (1) — 1= 0 

y[ =f(x l ,y l ) -- (0,2) + (1,02140000) - 1 = 0.22140000 

y' 2 =f(x- l ,y l ) = (0.4)+ 1(09181796) - 1 = 0.49181796 

y( =/(jc 3 ,y 3 ) = ( 0,6) + (1,22210646) - 1 = 0.82210646. 

Con los valores anteriores, la prediccion, ecuacion (1) da 

02 

y* =y 3 + 24 (55 - 59y 2 + 37y( - 9 yi) = 1,42535975, 


Para usar la correccion, ecuacion (2), necesitamos primero 

y '4 =f(x 4 ,yf) = 0,8 + 1,42535975 - 1 = 1,22535975, 

Por ultimo, la ecuacion (2) da 


y 4 =yi + |f( 9 >'4 


19y 3 - 5y 2 +y|)= 1,42552788, 


El lector debe comprobar que el valor exacto de y(0.8) en el ejemplo 1 es y(0.8) = 
1.42554093. 

EstabUidad de los metodos numericos Un aspecto importante del uso de metodos 
numfricos para aproximar la solucion de un problema de valor inicial es la estabilidad de los 
mismos. En t&minos sencillos, un metodo numerico es estable si cambios pequeflos en la 
condicion inicial s61o generan pequefias modificaciones en la solucion calculada. Se dice que 
un metodo numerico es inestable si no es estable. La importancia de la estabilidad radica en 
que en cada paso subsecuente de una tecnica numerica, en realidad se comienza de nuevo con 
un nuevo problema de valor inicial en que la condicion inicial es el valor aproximado de la 
solucion calculado en la etapa anterior. Debido a la presencia del error de redondeo, casi con 
seguridad este valor varia respecto del valor real de la solucion, cuando menos un poco. Adem6s 
del error de redondeo, otra fuente comun de error se presenta en la condicion inicial misma; 
con frecuencia, en las aplicaciones fisicas los datos se obtienen con mediciones imprecisas. 

Un posible metodo para detectar la inestabilidad de la solucion numerica de cierto 
problema de valor inicial, es comparar las soluciones aproximadas que se obtienen al disminuir 
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los tamaflos de etapa utilizados. Si el metodo numerico es inestable, el error puede aumentar 
con tamaflOS menores del paso. Otro modo de comprobar la estabilidad es observar que sucede 
a las soluciones cuando se perturba ligeramente la condition inicial; por ejemplo, al cambiar 
y(0) = 1 ay(O) = 0.999. 

Para conocer una descripcion detallada y precisa de la estabilidad, consultese un texto de 
analisis numerico. En general, todos los metodos descritos en este capftulo tienen buenas 
caracteristicas de estabilidad. 


Ventajas y desventajas de los metodos multipasos En la selection de un meto¬ 
do para resolver numericamente una ecuacion diferencial intervienen muchos aspectos. Los 
metodos en un paso -en especial el de Runge-Kutta- suelen usarse por su exactitud y 
facilidad de programacion; sin embargo, una de sus mayores desventajas es que el lado derecho 
de la ecuacion diferencial debe evaluarse muchas veces en cada etapa. Por ejemplo, para el 
metodo de Runge-Kutta de cuarto orden se necesitan cuatro evaluaciones de funcion en cada 
paso (v6ase el problema 21 en los ejercicios 9.3). Por otra parte, si se han calculado y guardado 
las evaluaciones de funcion en la etapa anterior, con un metodo multipasos solo se necesita una 
evaluacion de funcidn por paso. Esto puede originar grandes ahorros de tiempo y costo. 

Por ejemplo, para resolver numericamente y’ = f(x, y), y(xo) = yo con el metodo de 
Runge-Kutta de cuarto orden en tl pasos, se necesitan 4n evaluaciones de funcion. Con el 
metodo de Adams-Bashforth se necesitan 16 evaluaciones de funcion para iniciar con el metodo 
de Runge-Kutta de cuarto orden y n - 4 evaluaciones para los pasos de Adams-Bashforth; el 
total es n + 12 evaluaciones de funcion. En general, el metodo de Adams-Bashforth requiere 
un poco mas de la cuarta parte de las evaluaciones de funcion que precisa el metodo de 
Runge-Kutta de cuarto orden. Si la evaluacion de f{x, y) es complicada, el metodo multipasos 
sera mas eficiente. 

Otro asunto que interviene en los metodos en multipasos es la cantidad de veces que se 
debe repetir la de Adams-MoultOD en cada paso. Cada que se usa el corrector ocurre otra 
evaluacion de funcion, con lo cual aumenta la precision al costo de perder una de las ventajas 
del metodo en varios pasos. En la practica, el corrector s61o se calcula una vez, y si el valor de 
y„+\ cambia mucho, se reinicia todo el problema con un tamafio menor de paso. Con frecuencia, 
esto es la base de los metodos de tamafio variable de paso, cuya descripcion sale del proposito 
de este libro. 


EJERCICIOS 9.4 


1. Determine la solucion exacta del problema de valor inicial en el ejemplo 1. Compare los 
valores exactos de y( 0.2), y(0.4), y(0.6) y y(0.8) con las aproximaciones y\, yi, yi y y$. 

2. Escriba un programa de computacion para el metodo de Adams-Bashforth/Adams— 
Moulton. 

En los problemas 3 y 4 aplique el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar 
y(0.8), donde y(x) es la solucion del problema respectivo de valor inicial. Use h~0.2y el 
mdtodo de Runge-Kutta para calcular y\ , yi y yy. 

3. y' = 2x- 3y + 1, y(0) =1 4. y’ = 4x - 2y, y(0) - 2 
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En los problemas 5 a 8 aplique el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar 
y( 1 .0), dondey(x) es la solucion del problema respectivo de valor inicial. Use h = 0.2 y h- 0.1, 
y el mdtodo de Runge-Kutta para calcular y\ , yi y yy 

5. y’ = 1 + y 2 , y(0) =0 6. y’ = y + cos x, y(0) = 1 

7. y’ = (x - y)‘, y(0) = 0 8. y’ = xy + Vy, y( 0) = 1 


9.5 


ECUACIONES Y 9SIEMAS DE ECUACIONB DE ORDBM SUPERIOR 

■ Problema de valorem iniciales de segundo orden como sistema 

| Sistemas de ecuaciones diferenciales reducidos a sisteinas de primer orden 

■ Metodos numericos aplicados a sistemas de ecuaciones 


Problemas de valores iniciales de segundo orden En las secciones 9.2 a 9.4 des- 
cribimos tecnicas numericas aplicables en la aproximacion de una solucion al problema y’ = 
f(x, y), y(x 0 ) = yo de valor inicial y de primer orden. Para aproximar la solucion de un problema 
de valores iniciales de segundo orden como 

y" =f(x,y,y r ), y(x 0 ) = Yo, y'(*o)=yi (1) 

se reduce la ecuacion diferencial a un sistema de dos ecuaciones de primer orden. Cuando se 
sustituye y’ = u, el problema de valores iniciales de las ecuaciones (1). se transforma en 

y' =u 

u'=f(x,y,u) (2) 

y(xo) = Yo, «(*o) = Yl. 

Ahora podemos resolver numericamente este sistema, adaptandole las tecnicas descritas en las 
secciones 9.2 a 9.4. Lo haremos con s61o aplicar un metodo particular a cada ecuacion del 
sistema; por ejemplo, el metodo de Euler aplicado al sistema (2) seria 

y »+1 =y» + hu„ 

««+ 1 = + hf(x n , y n , u n ). (3) 


EJEMPLO 1 


Mdtodo de Euler 


Con el metodo de Euler halle el valor aproximado de y(0.2), donde y(x) es la solucion del 
problema de valores iniciales 

y" + xy’ + y = 0, y(0) = 1, y’(0) = 2. 


En terminos de la sustitucion y’ = u, la ecuacion equivale al sistema 

y' = u 

u' = -xu-y. 


SOLUCION 
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Asl, segun (3), 

y *+1 = y n + hu n 

u«+i= Un+ h[-x n u n -y n \ 

Empleamos el paso h = 0.1 y yo = 1> M 0 = 2 y llegamos a 

yi = y 0 + (0.1 )mo = 1 + (0.1)2 =1.2 

Mi = «o + (0.1)[~-x 0 Mo -yo] = 2 + (0.1)[—(0)(2) — 1] = 1.9 

y 2 = yi + (0.1)w! = 1.2 + (0.1)(1.9) = 1.39 

u 2 = M,+ (0.1)[-* 1 M,-y 1 ]=1.9 + (0.1)[-(0.1)(1.9)-1.2]= 1.761. 

En otras palabras, y(0.2) ~ 1.39, y y'(0.2) «s 1.761. ■ 

En general, toda ecuacion diferencial de orden n, como y ^ =f(x, y, y', ... . y se puede 
reducir a un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden, con las sustituciones y = 

«ij y’ = « 2 , y” = M 3 ,..., y ( " _1) = u n . 

Sistemas reducidos a sistemas de primer orden Si empleamos un procedimien- 

to como el que acabamos de describir, con frecuencia podemos reducir un sistema de ecuaciones 
diferenciales de orden superior a uno de ecuaciones de primer orden, despejando primero la 
derivada de orden maximo de cada variable dependiente y luego haciendo las sustituciones 
adecuadas para las derivadas de orden menor. 


EJEMPLO 2 


Sistema transformado en uno de primer orden 


Exprese 


x" - x’ + 5x + 2 y" = e‘ 
-2x + y" + 2y - 3? 


como sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. 
SO LUC ION Escribimos el sistema en la forma 


x" + 2y" - e' — 5x + x’ 
y” = 3t 2 + 2x~2y 


y a continuacion eliminamos y” multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restando. Con 
ello obtenemos 

x” = -9x +4y + x' + e 1 - 6 1 2 . 

Como la segunda ecuacion del sistema ya tiene expresada la derivada dey de orden m&ximo 
en tdrminos de las funciones restantes, podemos introducir nuevas variables. Si x’ = u y 
y’ = v, las ecuaciones de x" y y” se transforman, respectivamente, en 


u 1 = x" = -9x + 4y+ u + e‘- 6t 2 

v' = y" - 2x — 2y + 3 1 2 . 
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El sistema original se puede expresar como 


x’ = u 
y' = v 

u' = -9x + 4y + u + e' -6? 
v' = 2x - 2y + 3 1 2 . 


No siempre se podr&n realizar las reducciones que mostramos en el ejemplo 2. 

Solucion numerica de un sistema La solucion de un sistema de la forma 


dx i ~ , v 

— = f l {t,x u x 2 ,...,x n ) 


dxi 

dt 


~ f 2(^X1,x 2 ,... ,x„) 


^=f»(t,X U X 2 ,...,X„) 


se puede aproximar con una version adoptada al sisterma del metodo de Euler, de Runge-Kutta 

0 de Adams-Bashforth/Adams-Moulton; por ejemplo, al aplicar el metodo de Runge-Kutta 
de cuarto orden al sistema 


Y’ = g(t,x,y) (4) 

x(to) = x 0 , y(t 0 ) = yo 


se obtiene 


x n +] = x n + \ (m\ + 2 m 2 + 2m 3 + m 4 ) 
o 

y>i+ 1 —y» + (k\ + 2kj + 2^3 + 


en donde 

m\ = hf(t n , x„, y„) 
m 2 = hf{t n + \h, x n + \m u y n + \k]) 
m 3 = hf(t n + \h, x„ + \m 2 , y n + \k 2 ) 
ms, = hf(t„ + h, x n + m 3 , y„ + h) 


k] = hg(t n , x„, yj 
h = hg(t n + -h, x n + \m u y n + \k 0 
h = hg{t n + \h, x n + \m 2 ,y n +~k 2 ) 
ks, = hg(t„ + h, x n + m 3 , y n + h). 


(5) 


( 6 ) 
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EJEMPLO 3 


Metodo de Runge-Kutta 


Se tiene el problema de valores iniciales 

x' = 2x + 4y 
y' = -x + 6 y 
x(0) = -1, y(0) = 6. 


Con el metodo de Runge-Kiitta aproxime x(0.6) yy(0.6). Compare los resultados obtenidos 

con h = 0.2 y h = 0.1. 

SOLUCION Mostraremos los calculos de *i y y l, con el tamano de paso h = 0.2. Hacemos 
las sustituciones/(/, x, y) = 2x+ 4y, g(t, x, y) = -x + 6 y, to = 0, xq = -1 y yo = 6; de acuerdo 
con las ecuaciones (6), 


nti = hf(t 0 ,x 0 ,y 0 ) = 0.2/(0,-l,6) = 0.2[2( -1) + 4(6)] = 4.4000 
= hg(ta,Xo,y(,) = 0.2g(0, -1,6) = 0.2[—1(—1) + 6(6)] = 7.4000 
mi = hf(t 0 + %h,x 0 + + i^i) = 0.2/(0.1,1.2,9.7) = 8.2400 

ki = hg(t 0 + iMo + i"»i. yo + = 0.2g(0.1, 1.2,9.7) = 1 1.4000 

m 3 = hf(t 0 + hh, jcq + \m 2 , y 0 + \k 2 ) = 0.2/(0.1, 3.12,11.7) = 10.6080 
k-$ = hg(t a + \h, x% + hm 2 ,y 0 + jk 2 ) = 0.2g(0.1, 3.12,11.7) = 13.4160 
m 4 = hf(t 0 + h, x 0 + m 3 , y 0 + k 2 ) = 0.2/(0.2,8,20.216) = 19.3760 
& 4 = hg(t 0 + h, * 0 + m 3 , yo + k 3 ) = 0.2g(0.2,8,20.216) = 21.3776. 


En consecuencia, segun (5), 

1 

Xi = x Q + - {m\ + 2 m 2 + 2 m 3 + m 4 ) 

6 

= -1 + - (4.4 + 2(8.24) + 2(10.608) + 19.3760) = 9.2453 
6 

1 

y\ = yo + 7 (k, + 2 k 2 + 2k 3 + /: 4 ) 

6 

= 6 + $7.4 + 2(11.4) + 2(13.416) + 21.3776) = 19.0683, 

en donde, como siempre, los valores calculados estan redondeados a cuatro decimales. Con 
estos niimeros se determinan las aproximaciones x\ ~ x(0.2) y y\ ~ y(0.2). Los valores 
siguientes, obtenidos con ayuda de computadora, aparecen en las tablas 9.10 y 9. 11. 


TABLA 9.10 Metodo de Runge-Kutta con h = 0.2 


mi 

m 

m3 

m\ 

*1 

h 

h 

*4 

tn 

*71 

y» 









0.00 

- 1.0000 

6.0000 

4.4000 

8.2400 

10.6080 

19.3760 

7.4000 

11.4000 

13.4160 

21.3776 

0.20 

9.2453 

19.0683 

18.9527 

31.1564 

37.8870 

63.6848 

21.0329 

31.7573 

36.9716 

57.8214 

0.40 

46.0327 

55.1203 

62.5093 

97.7863 

116.0063 

187.3669 

56.9378 

84.8495 

98.0688 

151.4191 

0.60 

158.9430 

150.8192 
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TABLA 9.11 Metodo de Runge-Kutta con h - 0.1 


m 

»»2 m 3 nti 

*1 ki 

*3 

*4 

t„ 

X n 

_ yn _ 






0.00 

- 1.0000 

6.0000 

2.2000 

3.1600 3.4560 4.8720 

3.7000 4.7000 

4.9520 

6.3256 

0.10 

2.3840 

10.8883 

4.8321 

6.5742 7.0778 9.5 8 70 

6.2946 7.9413 

8.3482 

10.5957 

0.20 

9.3379 

19.1332 

9.5208 

12.5821 13.4258 17.7609 10.5461 13.2339 

13.8872 

17.5358 

0.30 

22.5541 

32.8539 

17.6524 

22.9090 24.3055 31.6554 

17.4569 21.8114 22.8549 

28.7393 

0.40 

46.5103 

55.4420 

31.4788 

40.3496 42.6387 54.9202 

28.6141 35.6245 

37.2840 

46.7207 

0.50 

88.5729 

93.3006 

54.6348 

69.4029 73.1247 93.4107 46.5231 57.7482 

60.3774 

75.4370 

0.60 

160.7563 

152.0025 


El lector debe comprobar que la solucion del problema de valor inicial del ejemplo 3 es 
x(t) = (26t - l)e 4 ', y(t) = (13/ + 6)e 4 '. Con estas ecuaciones determinamos los valores exactos 
dex(0.6) = 160.9384 yy(0.6) = 152.1198. 

En conclusion, el metodo de Euler para resolver el sistema general (4) es 

Xn+i ~~ x„ + hf(t n , x n , y n ) 

yn+\ = yn + hg(t„, X n , y„). 


EJERCICIOS 9.5 


1. Con el metodo de Euler aproxime_y(0.2), donde _y(x) es la solucion del problema de valores 
iniciales 


y" - 4 y' + 4y = 0 , y(0) = -2, y’(0) = 1. 

Use h = 0.1. Halle la solucion exacta y compare el valor exacto de y( 0.2) con y^. 

2. Aplique el mdtodo de Euler para aproximar ay( 1.2), donde yfc) es la solucion del problema 

de valores iniciales 

x 2 y" -2 xy' + 2y = 0, y(l) = 4, y'(l) = 9, 

en donde x > 0. Use h = 0.1. Determine la solucion exacta del problema y compare el valor 
exacto de y( 1.2) con y 2 . 

3. Repita el problema 1 aplicando el mdtodo de Runge-Kutta con h = 0.2 y h = 0.1. 

4. Repita el problema 2 con el metodo de Runge-Kutta con h = 0.2 y h - 0.1. 

5. Con el metodo de Runge-Kutta, obtenga el valor aproximado de y(Q.2), donde y(x) es una 

solucion del problema de valores iniciales 

y" - 2y' + 2y = e 1 cos t, y(0) = 1, y’(0) = 2. 


Use/j = 0.2y/j = 0.1. 
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6. Cuando E = 100 V, R = 10 fly Z, = 1 h, el sistema de ecuaciones diferenciales para las 
corrientes hit) e h{t) en la red electrica de la figura 9.13 es 


-j- = -20ii + 10i 3 + 100 

at 


dij 

dt 


10i] ™ 2O/3, 


en donde ij(0) = 0 e f 3 (0) = 0. Aplique el mdtodo de Runge-Kutta para aproximar hit) e 
h(t), cuando t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. Use h = 0.1. 


En los problemas 7 a 12 aplique el mdtodo de Runge-Kutta para aproximar x(0.2) y y(0.2). 
Compare los resultados obtenidos con h = 0.2 y h = 0.1. 


7. x' =2x-y 
y' -x 

x(0) = 6,y(0)= 2 
9. x’= -y + t 
Y' =x-t 
jc( 0) = -3,y(0) = 5 
II. x' + 4x -y' = It 
x' +y' -2y = 3t 

^(0) = 1 , y'(O) = -2 


8. x' = x + 2y 
y' = 4x + 3 y 

m = 1. y( 0 ) = 1 

10 . x' = 6x + y + 6t 
y' = 4x + 3y — 10 1 + 4 
x(0) = 0.5, y(0) = 0.2 
12 . x" + y'=4t 
-x" + y' +y = 6t 2 + 10 
*(0) = 3,y(0) = -1 


Problema poro discusion 


13. En la seccion 5.3 dijimos que la ecuacion diferencial no lineal 


d±(> 

dt 2 


+ ^sen 6 = 0 


es un modelo del movimiento de un pdndulo simple de longitud l. Para valores pequeflos 
de 6, una linealizacidtl de esa ecuacion es 


dt 2 l 


a) Describa ^para que “valores pequeflos de 9 ” la ecuacion diferencial lineal es una buena 
aproximacion a la ecuacion diferencial no lineal? 
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b) Determine la solucion exacta de la ecuacion diferencial lineal sujeta a 0(0) = 6q, 
0X0) = -l. 

c) Aplique el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden en el intervalo [0, 3] y con h = 0.1 
para aproximar la solucion de la ecuacion no lineal cuyas condiciones iniciales son 
f?(0) = do, 8'( 0) = -1 para diversos valores de 9q. Describa £para que valores de 6q la 
solucion del problema de valor inicial es una buena aproximacion a la solucion numerica 
del problema no lineal de valor inicial? i Esto concuerda con su hipotesis de la parte a)? 


9.6 


PRDBLEMAS DE VALOR EN IA mONTBRA DE SEGUNDO ORDEN 

■ Cocientes de diferencias □ Diferenciasfinitas ■ Diferencia hacia adelante 

■ Diferencia hacia atras ■ Diferencia central ■ Puntos interiores de malla 

■ Ecuacion en diferencias finitas ■ Metodo de disparos 


En las secciones 9.2 a 9.4 describimos las tecnicas para obtener una aproximacion a la solucion 
de un problema de valor inicial de primer orden, como y’ =f(x, y), y(xo) = yo- Ademas, en la 
seccion 9.5 explicamos que podemos adaptar las tecnicas de aproximacion a un problema de 
valores iniciales de segundo orden, como y” -f(x, y, y’), y(x 0 ) = yo, y'( x o) = yu reduciendo la 
ecuacion diferencial de segundo orden a un sistema de ecuaciones de primer orden. En esta 
seccion examinaremos un metodo para aproximar una solucion de un problema de valores en 
Za fronfera (o de contorno) de segundo orden, como y” = f(x, y, y'), y(a) = a, y(b) = j3, De 
inmediato observamos que este metodo no requiere reducir la ecuacion diferencial de segundo 
orden a un sistema de ecuaciones. 


Aproximaciones por diferencias finitas El desarrollo de una funcion y(x) en una 
serie de Taylor centrada en un punto a es 

y(x) = y(a) + y’(a) ^ + y"(a) + ,... 


Si definimos h = x - a, la ecuacion anterior equivale a 

y(a + h) = y(a) + y’(a) — + y"(a) ^ + y’”(a) |j + ■ • ■. 


Para el analisis que sigue, conviene reescribir esta ultima ecuacion en dos formas alterna¬ 
tives: 



y(x + h) = y(x) + y’(x)h + y"(x) ^ + y’"(x) j + • • • 

(1) 

y 

y(x - h) =y(x) - y’(x)h +y"(x) | - y’”(x) !+'■■. 

(2) 


Si h es pequena, podemos omitir los terminos donde aparezcan #*, . . . porque esos valores 

son despreciables. En realidad, si se desprecian todos los terminos donde aparezca h 2 u otra 



Seccion 9.6 Problemas de valor en la frontem de segundo orden 431 


potencia, las ecuaciones (1) y (2) dan, respectivamente, las siguientes aproximaciones para la 
primera derivada, y’(x): 


y'(x)^[y(x + h)-y(x)] ( 3 ) 

y'(x)**j;[y(x)-y(x-h)]. ( 4 ) 


Restamos (1) y (2) y obtenemos 

+ ( 5 ) 

Por otro lado, si no se toman en cuenta los t^rminos donde intervienen h 3 o potencias mayores, 
al sumar (1) y (2) se tiene una aproximacion a la segunda derivada, y”(x): 

Y"(x) ® [y(x + h) - 2y(x) + y(x - h)]. ( 6 ) 

Los lados derechos de las ecuaciones (3), (4), (5) y (6) se llaman cocientes de diferencias. Las 
expresiones 


y{x +h)~ y(x) y(x) - y(x - h) 

y(x + h) - y(x - h) y y(x + h) - 2y(x) + y(x - h ) 

se denominan diferencias finitas. En especial, se llama diferencia hacia adelante ay(x + h) - 
y(x), diferencia hacia atr4s ay(x) - y(x - h) y diferencias centrales al par: y(x + h) - y(x -h) 

y a y(x + h) - 2y(x) + y(x - h). Los resultados representados por (5) y (6) se llaman 

aproximaciones por diferencias centrales para las derivadas y’ y y”. 

Ecuacion de diferencias finitas Veamos ahora un problema lineal de valores en la 
frontera de segundo orden: 

Y ” + P(x)y' + Q(x)y = f(x), y(a) = a, y(b) = /3. (7) 

Supongamos que a =Xq <X\< x 2 ,. . • <x„_] < x„ = b representa una particion regular del intervalo 
\a, b]; esto es, que X\ = a + ih, donde / = 0, 1,2,, n y h = (b - a)/n. Los puntos 

*1 = a + h, x 2 = a + 2h, . . ., x nA = a + (n - 1 )h 

se llaman puntos interiores de malla’del intervalo [a, b]. Si definimos 

y> = yC*;). Pi = P(Xi), Qi = Q(x,) t Y fi = f(Xi) 


y s * y” y y’ en (7) se reemplazan por sus aproximaciones por diferencia central, ecuaciones (5) y 
(6), llegamos a 
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o bien, despues de simplificar, 


( 




-tip 

2 ‘ 


yt -1 = h 2 f. 


( 8 ) 


Esta ecuacion se llama ecuacion en diferencias finitas y representa una aproximacion a la 

ecuacion diferencial. Nos permite aproximar la solucion y(x) de (7) en los puntos interiores de 
malla X\,X 2 ,- ■ ■ > *n-i del intervalo [a, b]. Si hacemos que / tome los valores 1, 2, ■ . . , n - 1 en 
la ecuacion ( 8 ), obtenemos n - 1 ecuaciones en las n - 1 incognitas y\, y 2 ,. . y n -\. Tengase 

en cuenta que conocemos yo y y n porque son las condiciones especificadas en la frontera, ?o = 

yfa) = y( a ) = % Y y n = y(x n ) = y(b) = f3. 

En el ejemplo 1 describiremos un problema de valores en la frontera en que podremos 
comparar los valores aproximados con los valores exactos de una solucion explicita. 


EJEMPLO 1 


Uso del metodo de diferencias finitas 


Con la ecuacion ( 8 ) de diferencias finitas y n = 4 aproxime la solucion al problema de valores 
a la Contera 


y" -Ay = 0, j<0) = 0, y(l) = 5. 

SOLUCION Para aplicar ( 8 ) identificamos P(x) = 0, Q(x) = -4 ,f(x) = 0 y h = (1 - 0)/4 = 
i. Entonces, la ecuacion de diferencias es 

4 

y i+ 1 - 2.25 y, + y hl = 0. (9) 

Los puntos interiores son x\ = 0 + X 2 = 0 + X 3 = 0 + asi, para / = 1, 2 y 3, la ecuacion 
(9) establece el siguiente sistema para las ^ 1,^2 y ^3 respectivas: 

y 2 “ 2.25y, + yo = 0 
y3 - 2.25y 2 + y\ = 0 
y A - 2.25y } + y 2 = 0. 


Puesto que las condiciones en la frontera son j>o = 0 y yn = 5, el sistema anterior se 
transforma en 


-2.25?! + y 2 =0 

y\ " 2.25?2 + Y3 = 0 
y 2 ~ 2.25? 3 = -5. 

Al resolverlo, se obtienen = 0.7256, ?2 = 1-6327 y y$ = 2.9479. 

Ahora bien, la solucion general de la ecuacion diferencial dada es y = c\ cosh 2x + 

C 2 senh 2x. La condicion ?(0) » 0 implica cj = 0. La otra condicion en la frontera determina 
a C 2 - Asi pues, una solucion explicita del problema de valores a la frontera es y(x) = (5 sen 
2x)/senh 2 ; por lo tanto, los valores exactos (redondeados a cuatro decimales) de esta 
solucion en los puntos interiores son y(0.25) = 0.7184, ?(0.5) = 1.6201 y ?(0.75) = 2.9354. ■ 


La exactitud de las aproximaciones en el ejemplo 1 se puede mejorar con un valor menor 
de h. En este caso la contrapartida es que un valor menor de h necesita la solucion de un sistema 
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de ecuaciones mayor. Se deja como ejercicio demostrar que con h = - las aproximaciones a 
y(0.25), y(0.5) y y(0.75) son, respectivamente, 0.7202, 1.6233 y 2.9386. Vease el problema 11 
en los ejercicios 9.6. 


EJEMPLO 2 


Aplicacion del metodo de diferencias finitas 


Use la ecuacion ( 8 ) en diferencias finitas con n - 10 para aproximar la solucion de 
y” + 3y’ + 2y = Ax 2 , y(l) = 1, y(2) = 6 . 


SOLUCION En este caso P(x ) = 3, Q(x) = 2 ,f(x) = Ax 2 y h = (2 - 1)/10 = 0.1, de modo 
que ( 8 ) se transforma en 


1.15y m - 1.98y, + 0.85y M = 0.04 Jt, 2 . (10) 


Ahora los puntos interiores son x\ — 1.1, X 2 - 1.2, X 3 = 1.3, X 4 = 1.4, *5 = 1.5, Xg = 1.6, x 2 = 
1.7, *8 = 1.8 y JC 9 = 1.9. Cuando i= 1, 2, ..., 9 y y$ = 1, y\o = 6 , la ecuacion (10) produce un 
sistema de nueve ecuaciones con nueve incognitas: 


1.15y 2 - 1.98y! = -0.8016 

1.15y 3 1.98y 2 + 0.85y, = 0.0576 
1.15y 4 - 1.98y 3 + 0.85y 2 = 0.0676 
1.15y s - 1.98y 4 + 0.85y 3 = 0.0784 
1.15y 6 - 1.98y 5 + 0.85y 4 = 0.0900 
1.15y, - 1.98y 6 + 0.85y s = 0.1024 
1.15y 8 - 1.98y, + 0.85y 6 = 0.1156 
1.15y 9 - 1.98y 8 + 0.85y, = 0.1296 
- 1.98y 9 + 0.85y 8 = -6.7556. 


Podemos resolver este sistema grande mediante eliminacidn de Gauss, 0 bien, con relativa 
facilidad, con un sistema algebraico computacional como Mathematica. El resultado es 
y\ = 2.4047, y 2 = 3.4432, y 3 = 4.2010, y 4 = 4.7469, ys = 5.1359, y 6 = 5.4124, y 7 = 5.6117, 

}>8 = 5.7620 y _V 9 = 5.8855. ■ 

Metodo de disparos Otra manera de aproximar una solucion del problema de valor en 
la frontera y” —f(x, y, y’), y(a) = a, y(b) = /3 es el metodo de disparos, donde el punto de partida 
es reemplazar el problema de valores en la frontera eon un problema de valores iniciales 

Y” = fix, y,y'), y{a) = a , y’(u) = mu (IX) 

La cantidad m\ en las ecuaciones (11) s61o es una propuesta de la pendiente desconocida de la 
curva de solucion en el punto conocido (a, y(a)). A continuacion aplicamos una de las t&nicas 
numericas de un paso a la ecuacion de segundo orden en (11) para llegar a una aproximacion 
fa del valor de y(b). Si Pi concuerda con el valor dado y(b) = P dentro de una tolerancia 
preestablecida, los ciilculos se detienen; en caso contrario se repiten, comenzando con una 
propuesta distinta y’(u) = m 2 , para obtener una segunda aproximacion, P 2 , de y(b). Se puede 
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continuar este metodo con la modalidad de prueba y error o ajustar las pendientes sucesivas 
m 3 , m 4 , . . . , en alguna forma sistematica. La interpolation lineal es particularmente util cuando 
la ecuacion diferencial en (11) es lineal. El procedimiento es analogo a tirar al bianco (la “mira” 
es la election de la pendiente inicial) hasta llegar a la diana, que es y(b). 

La base del uso de todos estos m^todos numericos es la hipotesis -no siempre valida— 
de que existe una solucion al problema de valores iniciales. 


Observation 


El metodo de aproximacion por diferencias finite s se puede ampliar a los pnoblemas de valor 
inicial en que se especifique la primeia derivada en una tronteia; porejemplo, un caso como 
y" = /(*> Vi /), y(a) = Oil y(b) = /?. V6ase el problema 13 en los ejeicicios 9.6. 


EJERCICIOS 9.6 


En los problemas 1 a 10 aplique el m&odo de diferencias finitas, con el valor indicado de n 
para aproximar la solucion del problema respectivo de valores en la Contera. 

1. y" + 9y = 0, y(0) = 4, y(2) = 1; n = 4 

2. / - y = x 2 , y(0) = 0, y(l) = 0; n = 4 

3. / + 2y’ + y = 5x, y(0) = 0, y(l) = 0; n = 5 

4. y" - 10 y' + 25y = 1, y(0) = 1, y(l) =0; n = 5 

5. y" - Ay' +4 y = (x + l)e 2 \ y(0) = 3, y(l) = 0; n = 6 

6. y" + 5 y' = 4\x, y(l) = 1, y( 2) = -1; » = 6 

7. x 2 y" + 3 xy' + 3y = 0, y(l) = 5, y( 2) = 0; n = 8 

8. x 2 y" - xy’ + y = In x, y(l) = 0, y( 2) = -2; n = 8 

9. y" + (1 - x)y‘ + xy = X, y(0) = 0, y(l) = 2; n = 10 

10. y" + xy' + y = x, y(0) = 1, y(l) = 0; n = 10 

11. Repita el ejemplo 1 con n — 8. 

12. El potencial electrostatico u entre dos esferas concentricas de radios r = I y r = 4 esta 
definido por 


d 2 u 2 du 
dr 2 r dr 


u(l) = 50, U(4) = 100. 


Con el metodo de esta seccion y con n = 6 aproxime la solucion de este problema de valores 
en la frontera. 

13. Para el problema de valores en la Contera y” + xy = 0, y’(O) = 1, y{ 1) ~ -1 

a) Deduzca la ecuacion en diferencias que corresponde a la ecuacion diferencial. Demues- 
tre que cuando i = 0 , 1 , 2 1 , la ecuacion en diferencias produce n ecuaciones 
con n + 1 incognita que son y„\, yq, y\ . y%, ■ ■ y n - \ . En este caso, y-t y yo son incognitas 
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porque y.\ representa una aproximacion a y en el punto exterior x - —h, y yo no estd 
especificado en x = 0 . 

b) Utilice la aproximacion (5) por diferencias centrales para demostrar que y\ —y~ i = 2h. 
Con esta ecuacion, elimine ay_i del sistema en la parte a). 

c) Use n - 5 y el sistema de ecuaciones determinado en las partes a) y b) para aproximar 
la solucion del problema original de valores en la frontera. 

14. En el problema y” = y’ - senfcy), y(0) = 1> A 1) = 1-5. de valores en la frontera, aplique el 
metodo de disparos para aproximar su solucion. (La aproximacion real se puede obtener 
con una tecnica numerica, por ejemplo, el m6todo de Runge-Kutta de cuarto orden con 
h = 0.1 -todavfa mejor-, si se tiene acceso a un sistema algebraico de computaci6n, 
como Mathematica o Maple, con la funcion NDSolve.) 


EJERCfCtOS DE REPASO 


En los problemas 1 y 2 trace el campo de direcciopes de la ecuacion respectiva. Indique las 
curvas de solucion posibles. 

1. y dx - x dy = 0 2. y' = 2x -y 

En los problemas 3 a 6 elabore una tabla donde se comparen los valores indicados de y(x) 
obtenidos con los metodos de Euler, de Euler mejorado y de Runge-Kutta. Redondee sus 
calculos a cuatro decimales y use h = 0.1 y h = 0.05. 

3. y' = 2 In xy, y(l) = 2; 
y(l.l),y(1.2),y(1.3), y(1.4),y(1.5) 

4. y’ = sin x 2 + cos y 2 , y{ 0) = 0; 

Y (0.1), Y (0.2), Y (0.3), Y (0.4), Y (0.5) 

5 . y' = VxTy, y(0.5) = 0 . 5 ; 

y (0.6), y (0.7), y (0.8), y (0.9), y (1.0) 

6. y' = xy + y 2 , y(l) = 1; 

/ (1.1), Y (1.2), Y (1.3), Y (1.4), Y (1.5) 

7. Con el metodo de Euler obtenga el valor aproximado de K^-2), donde X x ) es l a solucidn 
del problema de valores iniciales 

y" — (2x + l)y = 1, y(0) = 3, y’(0) = 1. 

Primero emplee un tamano de etapa h = 0.2 y luego repita los calculos con h = 0.1. 

8. Aplique el metodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar el valor dey(0.4), 
donde y(x) es la solucion de 


y' = 4x- 2y, y(0) = 2. 


Use la formula de Runge-Kutta y h = 0.1 para obtener los valores de yi, y% y ^ 3 . 
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9. Use el mdtodo de Euler y h = 0.1 para aproximar los valores de x(0.2), y(0.2), donde x(t) 
y y(t) son soluciones de 

x' = x + y 

y’ = X - y, 

x(0) = 1, y(0) = 2. 

10. Con el metodo de diferencias finitas y « = 10 aproxime la solucion al problema de valores 
en la frontera 

y” + 6.55(1+ x)y - 1, y( 0) = 0, y( 1) = 0. 




CAPITULO 


FUNC10 NES ORTOGONALES 
Y SERIES DE FOURIER 


10.1 Funciones ortogonales 

10.2 Series de Fourier 

10.3 Series de Fourier de cosenos y senos 

10.4 El problema de Sturm-Liouville 

10.5 Series de Bessel y de Legendre 

10.5.1 Serie de Fourier-Bessel 

10.5.2 Serie de Fourier-Legendre 
Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


El lector ha estudiado ya, en el calculo infinitesimal, los vectores en el espacio de dos 
y tres dimensiones, y sabe que dos vectores no cero son ortogonales cuando su producto 
punto, o producto interno, es cero. Al dejar ese nivel, las nociones de vectores, 
ortogonalidad y producto interno pierden, con frecuencia, su interpretacion geometrica. 
Estos conceptos se han generalizadoy es muy comun imaginar que una funcion es un 
vector. En consecuencia, podemos decir que dos funciones distintas son ortogonales 
cuando su producto interno es cero. En este caso, veremos que el producto interno de 
los vectores es una integral definida. El concepto de funciones ortogonales es funda¬ 
mental en el estudio de los temas del siguiente capftulo y otros. 

Otro concepto que se vio en calculo infinitesimal fue el desarrollo de una funcion 
fcomo serie infinita de potencias dex-a, llamada serie de potencias. En este capftulo 
aprenderemos a desarrollar una funcion f en terminos de un conjunto infinito de 
funciones ortogonales. 
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I 


■ Producto interno | Funciones ortogonales | Conjunto ortogonal ■ Norfna ■ Norma cuadrada 

■ Conjunto ortonormal ■ Ortogonalidad con respecto a una juncion peso 

■ Serie de Fourier generalmda 


FUNCIONES ORTOGONALES 


En matem^ticas superiores se considera que una fimcidn es la generalizacion de un vector. En 
esta seccion veremos como los dos conceptos vectoriales de producto interno (punto) y 
ortogonalidad se pueden ampliar para abarcar las funciones. 

Supongamos que u y v son vectores en el espacio tridimensional. El producto interno 
(u, v) de los vectores, que tambien se escribe u . v, posee las propiedades siguientes: 


9 (»> v ) =( v > u ) 

it) (An, v) = A(u, v), donde k es un escalar 

iii) (u, u) = 0, si u = 0, y (u, u) > 0 si u *■ 0 

iv) (u + v, w) = (u, w) + (v, w). 


Esperamos que una generalizacion del concepto de producto interno debe tener las mismas 
propiedades. 


Producto interno Supongamos ahora que f\ yfj son funcionesdeftnidas en un intervalo 
[a, b).* Como una integrar del producto f\( x )fl( x ) definida en el intervalo tambien posee las 
propiedades f) a iv), siempre y cuando existan las integrales, podemos enunciar la siguiente 
definicion: 



DEFINICION 10.1 


. '■ y'.; ■ 'iv iI 1 ':.’ ■■'(v 


El producto interi 


Funciones ortogonales Dado que dos vectores u y v son ortogonales cuando su pro¬ 
ducto interno es cero, definiremos lais funciones ortogonales en forma semejante: 



*E1 intervalo tambien podria ser (—<*>, oo), [0, -X etcetera. 
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MIS 




Conjuntos 




Un conjunto de funciones de valor real 


es ortogonal en un intervali 


A diferencia del andlisis vectorial, en donde la palabra ortogonal es sinonimo de “perpen¬ 
dicular”, en el presente contexto el termino ortogonal y la condition (1) no tienen significado 
geometrico. 


EJEMPLO 1 


Funciones ortogonales 


Las funciones f\(x) = x? yfi(x) — x 3 son ortogonales en el intervalo [-1, 1] porque 


(fufl) = j[j l (x)f 2 (x)dx 

1 

= J' i x 2 ■ x 3 dx = g jc 6 = o. 


Conjuntos ortogonales Nos interesan principalmente los conjuntos infinitos de funcio¬ 
nes ortogonales. 


DEFINICION 10.3 


La norma, o longitud ||u||, de un vector u st e puefrt expresar en terminos del producto interno; 
concretamente, (u, u) = ||u || 2 , o bien ||u|| — V(u. U) . La norma, o longitud generalizada, de una 
funcidn <t> n , es \\4> n (x)\\ = <p n ); es decir, 

II^WII = 

El numero ||c/)„(x)|| 2 = j h (f>,r(x) dx (3) 

se llama norma cuadrada de <f>„. Si {(fi n (x)} es un conjunto ortogonal de funciones en el 
intervalo [a, b] y tiene la propiedad que ||</>n(x)|| = 1 para n - 0, l, 2, . , . , se dice que {<j) n (x)} 
es un conjunto ortonormal en el intervalo. 



EJEMPLO 2 


Conjunto ortogonal de funciones 


Demuestre que el conjunto { 1, cos x, cos 2x, . . .} es ortogonal en el intervalo [-7T, 7r]. 
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SO LUC I ON Si deiinimos 0o(x) = 1 y 0„(x) = COS WC, debemos demostrar que \ * <j>o (x)0„(x) 

dx = 0 para n 0 y que J 0 m (x)0„(x) dx = 0 cuando m + n. En el primer caso, 


(0o,0„) = ” (j) v (x)ct) n (x)dx = 

J IT J IT 


cos nx dx 


- -sen nx 

n 


= - [sen«77 -sen( -mi)} = 0, n=f=0, 

n 

y en el segundo, 

r* 

(0m, 4>n) = I 0m ( X )M X ) dx 

-7T 

-J cos mxcosnx dx 

-7T 

1 f 71- 

= -J [ cosO + n)x + cos(m - ri)x ] dx 


sen(m_+ «)x sen(/n - n)x 
mi-n m - n 


= 0, 


<- identidad trigonometries 

■£ n. 


-7T 


EJEMPLO 3 


Normas 


Determine las normas de cada funcion en el conjunto ortogonal del ejemplo 2. 
SO LUC ION Para 0o(x) = 1, de acuerdo con la ecuacion (3), 

ii0o(»ii 2 =r dx = 277 

J -it 

de modo que ||0o(x)|| = V 27 F, Para <p„(x ) = COS WX, n > 0, se debe cumplir 

Il0»(*)|| 2 = T cos 2 nx dx = \ [ [1 + cos 2 nx\ dx = n. 

J -V 2* J -V 

Asf, para n > 0, ||0„(x)|| ='fn. 


Todo conjunto ortogonal de funciones {0„(x)} distintas de cero, n = 0, 1,2, . . . , se puede 
normalizar, -esto es, transformar en un conjunto ortonormal- dividiendo cada funcion por 
su norma. 


EJEMPLO 4 


Conjunto ortonormal de funciones 


Segun los ejemplos 2 y 3, el conjunto 


1 C OSX C OS 2x 

V2tt Vn Vn 


es ortonormal en [—n, 7r], 
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Vamos a establecer una analogi'a mas entre vectores y funciones. Suponga que Vi, \2 y vg 
son tres vectores no cero, ortogonales entre si en el espacio tridimensional. Ese conjunto 
ortogonal se puede usar como una base para el espacio en tres dimensiones; esto es, cualquier 
vector tridimensional se puede escribir en forma de una combinacion lineal 


u = CjV] + C 2 V 2 + C 3 V 3 , 


(4) 


en donde las q, i =1,2,3, son escalares y se llaman componentes del vector. Cada componente 
q se puede expresar en terminos de u y del vector V; correspondiente. Para comprobarlo 
tomaremos el producto interno de (4) por vj : 

(U, Vl) = C](Vi, vi) + c 2 (v 2 , vi) + c 3 (v 3 , vi) = ci||vi|| 2 + c 2 ■ 0 + Ci . 0. 


Por consiguiente 


ci 


(«, vi) 

TnT 


En forma semejante podemos comprobar que los componentes C 2 y C 3 se pueden expresar 
como sigue: 


C2 = 


(U, V 2 ) 

W 


y 


_ (», V 3 ) 

C3 wf 


Entonces, la ecuacion (4) se puede escribir en la siguiente forma: 


(u, Vi) (ll, V 3 ) , 

u = — — Vj + V 2 + 


llvtlr 


INI 2 


( u > v 3 ) v _ v («’ v ») v 

iwP IjlwF 


(5) 


Serie de Fourier generalizada Supongamos que {</>„(*)} es un conjunto infinite or¬ 
togonal de funciones en un intervalo [a, b]. Nos preguntamos,: si y =f(x ) es una funcion definida 
en el intervalo [a, b], £ser<i posible determinar un conjunto de coeficientes c n , n = 0, 1,2,.. 
para el cual 


f(x) = c 0< A)(x) + qfpiix) + ■ ■ ■ + c n (p n (x) + •••?, (6) 


Como en la descripcion anterior, cuando determinamos los componentes de un vector, tambien 
podemos determinar los coeficientes c n mediante el producto interno. A1 multiplicar la ecuacion 
(6) por <t> m (x) e integrar en el intervalo [a, b} se obtiene 


f(x)<f> m (x) dx = c 0 \ h (fa{x)<f> m {x) dx + q tfa(x)4> m (x) dx + • • • + c n [ 4> n (x)4> m (x) dx + • ■ • 

J a J a Jo 

= C 0 (4> 0, <£m) + Ci($i, </> m ) + • • • + C n (<f) n , 4>m)+ ' ■ ‘ 

Debido a la ortogonalidad, cada termino del lado derecho de la ultima ecuacion es cero, excepto 
cuando m = n. En este caso tendremos 

j b J(x)<bn(x) dx = c n J b 4> n 2 (x) dx. 

Entonces, los coeficientes que buscamos son 
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f(x) = 2 c„(t>„(x), 

n =0 

fj(x)Ux) dx 


En otras palabras, 
en la que 

La ecuacion (7), en notation de producto interno (o producto punto), es 


f(x) = E 


(ML 


ifToll^OOlP 


<p n (x). 


(7) 

( 8 ) 

(9) 


Vemos asi que esta ecuacion es el analogo funcional del resultado vectorial expresado en la 
ecuacion (5). 


DEFINICION 10.4 


Conjunto ortogonal y funcion peso 


Se dice que un conjunto de funciones {(p„(x )},« = 0,1,2 ,... es ortogosei con respecto a 
una ftmeton peso w(x) en un intervalo la, b\ si 


j >. = 0 m*n. 


La hipotesis habitual es que w(x) > 0 en el intervalo de ortogonalidad [a, b]. 


EJEMPLO 5 


Ortogonalidad y funcion peso 


El conjunto {1, cosx, cos 2x, . . .} es ortogonal con respecto a la funcion peso constante 
w(x) = 1 en el intervalo [-7T, 7r]. 


Si [«/>„(*)} es ortogonal con respecto a una funcion peso 
por w(x)(t> m {x) e integrar se llega a 

dx 

C "~ ||</>„(-v)|p 


w(x) en [a, b], al multiplicar (6) 


( 10 ) 


en donde 


4>„(x)\\ : = \ w(x)4>„ : {x) dx. 

J a 


( 11 ) 


La serie (7) en que los coeficientes estan expresados por las ecuaciones (8) o (10), se llama 
serie de Fourier generalizada. 


Conjuntos completes Podemos apreciar que el procedimiento descrito para determinar 
las c n era formal; esto es, no tuvimos en cuenta las cuestiones basicas acerca de si en realidad 
es posible un desarrollo en serie como el de la ecuacion (7). Tambien, para desarrollar / en 
fomia de una serie de funciones ortogonales, es necesario que no sea ortogonal a cada <j)„ del 
conjunto ortogonal {<j) n (x)}. (Si f fuera ortogonal a toda (j) m entonces c n = 0, n — 0, 1, 2, . . .) 
Para evitar este problema supondremos, en lo que queda del capitulo, que un conjunto ortogonal 
es completo. Esto quiere decir que la unica funcion ortogonal a cada miembro del conjunto es 
la funcion cero. 
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- ejerocios ro t - 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

En los problemas 1 a 6, demuestre que las funciones respectivas son ortogonales en el intervalo 
indicado. 

1. fi{x) = X, f 2 (x) = x 2 ; [-2, 2] 

2. f 1 (x) = x\f 2 (x)= x 2 + 1; [-1,1] 

3. fx(x) = e x , f 2 (x) = xe' x - e~ x ; [0, 2] 

4. fi(x) = cos x, f 2 (x) =sen 2 x; [0, it] 

5. /,(r) = x, f 2 (x) = COS 2x; [-77/2, tt/2] 

6. fi(x) = e x ,f 2 (x) = senx; [ 77 / 4 , 5tt/4] 

En los problemas 7 a 12 demuestre que el conjunto dado de funciones es ortogonal en el 
intervalo indicado. Calcule la norma de cada funcion del conjunto. 

7 . {sen x, sen 3x, sen 5x ,...}; [0, 77/2] 

8. {cos jc, cos 3x, cos 5 jc, . ..}. [0, tt/2] 

9. {sen«x},w= 1, 2, 3,... ; [ 0 , 77 ] 

10. I sen— x ■, n = 1,2,3 ,...; [0,p] 
l P - 

11. jl, cos jtj, n = 1,2,3,... ;[0,p] 

12. jl, cos^x.sen^xj, n= 1,2,3 —, m = 1,2,3,. ..; [~p,p\ 

Compruebe por integracidn directa que las funciones de los problemas 13 y 14 son ortogonales 
con respecto a la funcion P es ° indicada en el intervalo especificado. 

13. Ho(x ) = 1 , H,(x)= 2x, H,(x) = 4x2 - 2; w(x) = e~**, (—°°, 00 ) 

14. L,(x) = 1, Li(jc) = -x + 1, L 2 (x) = |x 2 -2^ + 1; w(x) = e~ x , [0, «>) 

15. Sea {<p n {x)} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b] tal que <fro(x) = 1. Demuestre que 
\ a <f>„(x) dx = 0 para « = 1, 2,. , . 

16. Sea {<j> n (x)} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b\ tal que 4>o( x ) = 1 y 0i(x) = x. 
Demuestre que j (ax + /3)0„(x) dx = 0 para n = 2, 3,, . . y todas a y /3 constantes. 

17. Sea {0„(x)} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b]. Demuestre que |!0 m (x)+ 0«(x)|| 2 = 

!l0 m (*)H 2 + H0nWlK ™*n. 

18 . De acuerdo con el problema {.sabemos que f(x) = X yfi{x) = x 2 son ortogonales en [-2, 
2], Determine las constantes C] y Cj tales que/s(x) = x + c\x 2 + C 2 X 3 sea ortogonal a f y fa 
a la vez, en el mismo intervalo. 

19. El conjunto de funciones (sen nx}, n = 1, 2, 3, . . . es ortogonal en el intervalo \-tt, n], 
Demuestre que el conjunto no es completo. 

20. Sean f\, fa y f} funciones continuas en el intervalo [a, b], Demuestre que (_/j + f%, f$) = 

(/t,/3)+(/2,/3). 
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70.2 


SERES DE FOURIER 

■ Serie de Fourier ■ Coeficientes de Fourier ■ Convergencia de una serie de Fourier 

■ Extension periodica 


El conjunto de funciones 

— p —...... jj 

1> cos P cos -P , sen-Px, sen-x, 2wP sen-x, 371P 
es ortogonal en el intervalo [-p, p] (vease el problema 12 de los ejercicios 10.1). Supongamos 
que f es una funcion definida en el intervalo p] que se puede desarrollar en la serie 
trigonometrica 



f(x) = + 2 (a„cos—x + b„sen—x). (2) 

2 \ p p ) 

Entonces, los coeficientes a\, ai ,. • • , b\,b 2 ,«.- se pueden determinar tal como describimos 
para la serie de Fourier generalizada en la seccion anterior. 

A1 integrar ambos lados de la ecuacion (2), desde -p hastap, se obtiene 

P f(x ) dx = ^ P dx + y [a„ P cos — jc dx + P sen—xdx 
-p 2 J -p " \ J -p p J -p p 

Como cada funcion cos(rrKx/p), sen(nirx/p), n > 1, es ortogonal a 1 en el intervalo, el lado 
derecho de (3) se reduce a un solo termino y, en consecuencia, 



P f(x) dx 

J -p 




= pao' 


A1 despejar aq se obtiene 


fl 0 = - 1 f(x) dx. 

P -!>' 


P J -P 

Ahora multipliquemos la ecuacion (2) por cos{rm\x/p) e integremos: 

p ... , mn a 0 (p mu 

f(x) cos —x dx = — \ cos — x dx 
-p p 2 j-p p 

. v ( (p m7T n7r . , , fp mu nu , \ 

+ V a„ cos-—^cos — xdx+b„\ cos — xsen —xdx . 

“A J -p P P J-P P P J 

Por la ortogonalidad tenemos que 

fp mu , „ 

cos — xdx = 0, m > 0 
J-p p 

fp mu nu , \0 , m ^ n 

cos — xcos — xdx=] 

J -p P P [p, m = n 

v f P mu nu , n 

Y cos — jcsen —xdx = 0. 

j-p p p 


(4) 


(5) 


*Hemos optado por escribir el coeficiente de 1 en la serie (2) en la forma aol2 : y no como Aq. Es solo por comodidad; 
la formula para a„ se reducira entonces a a 0 cuando n = 0. 
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Entonces, la ecuacion (5) se reduce a 


P fix) cos —xdx = a n p, 
J-p p 

a„ = - P fix) cos — x dx. 
d J -p v 


Por ultimo, si multiplicamos a (2) por sen(miTx/p), integramos y aplicamos los resultados 


llegamos a 


P m7r j n - n 

sen —x dx = 0, m> 0 
J-p p 


fp m , n 

sen-x cos — x dx = 0 
J -p p p 


(p mv mr , 0, 

sen—jcsen —xdx = 

J-p p p [p, 


m¥= n 
m = n, 


b„ = - p f(x) sen —xdx. 
pJ-p p 


La serie trigonometrica (2) en que las ecuaciones (4), (6) y (7) definen respectivamente 
los coeficientes flg, a„ y b„, es una serie de Fourier de la funcion/ Los coeficientes que asi se 
obtienen se llaman coeficientes de Fourier d’e/ 

A1 determinar los coeficientes a$, a n y b n supusimos que f es integrable en el intervalo y que 
la ecuacion (2) -al igual que la serie obtenida multiplicando dicha ecuacion por cos(/W7rx/^)— 
converge en tal forma que permite la integracion termino a termino. Hasta no demostrar que la 
ecuacion (2) es convergente para determinada funcion /, no se debe tomar el signo igual en 
sentido estricto o literal. Algunos textos emplean el simbolo ~ en lugar del =. En vista de que 
en las aplicaciones la mayor parte de las funciones son del tipo que garantiza la convergencia 
de la serie, usaremos el signo igual. Sinteticemos los resultados: 


DEFINICION 10.5 


Serie de Fourier 


en la cual 


La serie de Fourier de una funcion/definida en el intervalo i~p, p) es 


sr \ “0 . V m ^ l nn 

fix) = y + 2, cos — x + b n sen — x 

„=i v ^ P 

1 f p 

- a 0 = ~ j fix) dx 
P -p 

1 [ p ,, . rm , 

a„ = — I fix) cos — x dx 
P -p P 
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EJEMPLO 1 


Desarrollo en serie de Fourier 


Desarrolle 

en una serie de Fourier. 


/(*) = 


0, -1T<X<0 

77 - X, 0 — X < 7T 


( 12 ) 



FIGURA 10.1 


SOLUC ION Enla figura 10.1 vemos la grafica de f Con p = 7T tenemos, segiin las 
ecuaciones (9) y (10), 


do — 


f( x ) dx 

77 -» 



77 J -«■ 


/: 


( 7 r - x) dx 


1 

77 



77 

2 




- * f(x) cos n.r dx = - 

77 -» 77 


° 0 dx + P (77 - x) 

-it Jo 


cos nx dx 


1 , .sen ru 

- (ir-x)—— 
77 L n 

1 cos nx 1 17 

m n 0 

-cos nn + l 

n 2 ir 




sen nx 

0 


<- COS 7I7T = (-!}” 


En forma semejante vemos que, segiin (1 1), 


Por consiguiente, 


b„ - ~ J 0 (77 - x) sennx dx = ~ 


-■MNf" 


n 1 

, -cos nx + - sennx 

M 2 77 « 


}■ 


(13) 


Observe que a n definida por la ecuacion (10) se reduce a oq da& por la ecuacion (9), cuando 
se hace n = 0. Pero como muestra el ejemplo 1, esto quiza no sea el caso despues de evaluar la 
integral para a n . 


Convergencia de una serie de Fourier El teorema que sigue especifica las condi- 
ciones suficientes de convergencia de una serie de Fourier en un punto. 
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TEOREMA 10.1 


Condiciones de convergence 


Sean fyf continuas en tramos en el intervalo (-p, p)\ esto es, sean continuas excepto en 
un numero finito de puntos en el intervalo y con discontinuidades s61o finitas en esos puntos. 
Entonces, la serie de Fourier de / en el intervalo converge hacia f(x) en un punto de 
cpntinuidad. En un punto de discontinuidad la serie de Fourier converge hacia el promedio 

/(*+)+/(*-) 

2 ’ .. 


en donde/(x+) y f(x~) representan el limite de / en x, desde la derecha y la izquierda, 
respectivamente.* 


El lector puede encontrar una demostracion de este teorema en el texto clasico de Churchill y 

Brown, t 


EJEMPLO 2 


Convergencia en un punto de discontinuidad 


La funcion (12) del ejemplo 1 satisface las condiciones del teorema 10.1. Asi, para todo x 
del intervalo (-tt, it), excepto cuando x = 0, la serie (13) convergera hacia f(x). Cuando 
x = 0 la funcion es discontinua y por consiguiente la serie convergera a 


f(0+) +/(0-) _ 7T + 0 _ 77 
2 2 2 ' 


Extension periodica Observamos que las funciones del conjunto basico (1) tienen un 
periodo comun 2 p\ por consiguiente, el lado derecho de la ecuacion (2) es periodico. Deducimos 
entonces que una serie de Fourier no s61o representa a la funcion en el intervalo (-/?, p), sino 
que tambien da la extension periodica de/fuera de este intervalo. Ahora podemos aplicar el 
teorema 10.1 a la extension periodica de f o suponer, desde el principio, que la funcion dada 
es periodica, con periodo 2 p (esto es, /(* + 2 p) - f(x)). Cuando / es continua por tramos y 
existen las derivadas derecha e izquierda en x ~ -p y en x = p, respectivamente, la serie (8) 
converge hacia el promedio [/(/>-) + /(p+)]/2 en esos extremos, y hacia este valor extendido 
periodicamente a ± 3 p, ±5p, Up, etcetera. 


* En otras palabras, cuando x es punto en el intervalo y h > 0, 

/(*+) = lim f(x + h), f(x~) = lim f(x - h) 

*-> o A-» 0 

■f Ruel V, Churchill y James Ward Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems (New York: McGraw-Hill). 
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EJEMPLO 3 


Convergencia a la extension periodica 


La serie de Fourier (13) converge hacia la extension periodica de (12) en todo el eje x. Los 
puntos llenos de la figura 10.2 representan el valor 

/(0 + )+/(0-) _77 
2 2 


en 0, ±27r,±47r,.... En±7r,±37r,+57T,.... la serie converge hacia el valor 


/(fr-)+/(-^+) _ n 

2 



y- 



\ 

• \ 

_l_ 

s 77- 

•\ « 

1 V 


N 

• \ 

1 x l 

■4tt -in - 

in -71 

, J- 

n 

2 k in 


\ 



X 


FIGURA 10.2 


EJERCIClOS 10 2 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

Determine las series de Fourier de cada f en el intervalo dado en los problemas 1 a 16. 


I- fix) 


3. f{x) 
5. fix) 




~7 I < X < 0 
0 ^ X < 71 
— 1 < JC < 0 
0<jc< 1 

— 77 < X < 0 

0 < X < 77 


7. f (X) =X + 77, -7T <X<Tt 


9. fix) 


1. f(x) 


:o, 

-77<JC<0 

senjc, 

0 < JC < 77 

0 , 

— 2 < x < —1 

.-2, 

-1 <jc<0 


Qj 1 < jc < 2 


13. fix) 


1, -5 < jc < 0 

1 + jc, 0<jc<5 


15. f(x) - e\ ~T! < X < 71 


2. fix) = 



-77 < X < 0 
0 < JC < 77 


4. 

6 . 



-1 < x < 0 
0<jc<1 

-77 <JC<0 
JC 2 , 0 < X < 77 


8. fix) = 3 - 2jc, 


10. f(x) 


r 

UtOS X, 


-71 < X < 77 

-77/2 < jc < 0 

05jC<77/2 


0 , 


12 . f(x) = 


U, 

1 , 


-2 < jc < 0 
0<jc< 1 

1 s jc <: 2 



—2 < jc < 0 
0 < jc < 2 
—77 < jt < 0 
0 s jc < 77 
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17. Con el resultado del problema 5 demuestre que 


7 =1+ ? + P + f + 


y £l =1 _i + I-i + 

y 12 2 2 3 2 4 2 


18. Con el resultado del problema anterior determine una serie cuya suma sea 7T 2 /8. 

19. Aplique el resultado del problema 7 para demostrar que 


— =1—i + — — — + 

4 3 5 7 


20. Emplee el resultado del problema 9 para demostrar que 


? = I + 2_--L + -L—L + 

4 2 1-3 3 • 5 5-7 7.9 


21. a) Emplee la forma exponencial compleja del coseno y del seno 


MI gintxlp + g-invxlp PJ jr gunmy _ g 

cos —x - , sen —x 

p 2 P 


innxlp _ p-innxlp 

2i 


para demostrar que la ecuacion (8) se puede expresar en la forma compleja 

x 

f(x) = 2 C n e imxlp , 




en que Co = Oq/2, C r = (a n - ib„)l2, y c^ = (a„ + ib„)/2fdonde n= 1,2,3,. . . 
b) Demuestre que Co, c„ y c^, de la parte a) se pueden expresar en la forma de integral 

C„ = ~- P f(x)e- imxlp dx, n = 0, ±1, ±2,. . . . 

2/7 J -p 

22. Aplique los resultados del problema 21 para hallar la forma compleja de la serie de Fourier 
de/CO ~e~ x en el intervalo -7r < x < 7T. 


10.3 


SERB DE FOURIER DE CO SENOS Y DE SBSIOS 

■ Funciones pares e impares ■ Propiedades de las funciones pares e impares 

■ Series de Fourier de cosenos y de. senos MSucesion de sumas parciales 

■ Fenomeno de Gibbs ■ Desarrollos en mitad de intervalo 


Funciones pares e impares El lector recordara que se dice que una funcion / es 


par si f(-x) =f(x), e 


impar si f(-x) = -f(x). 
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EJEMPLO 1 


Funciones pares e impares 


a) /to = * es par porque /(-*) = (-x) 2 = x 2 =/(*)• Figura 10.3. 


b)/to = x 3 es impar porque f(-x) = (-x) 3 = -x 3 = -f(x). Figura 10.4. 




FIGURA 10.3 


FIGURA 10.4 


Como se ilustra en las figuras 10.3 y 10.4, la grafica de una funcion par es simetrica con 
respecto al eje y y la de una funcion impar lo es con respecto al origen. 


EJEMPLO 2 


Funciones pares e impares 


Como cos(-x) = cos X y sen(-x) = -sen x, el coseno y el seno son funcion par e impar, 
respectivamente. 


Propiedades de las funciones pares e impares El teorema que sigue menciona 
algunas propiedades de las funciones pares e impares. 


TEOREMA 10.2 


Propiedades de bs funciones pares e impares 


a) El producto de dos funciones pares es par. 

b) El producto de dos funciones impares es par. /1 

c) El producto de una funcidn impar y una funcidn par es impar. 

d) La suma o diferencia de dos funciones pares es par. 

e) La suma o diferencia de dos funciones impares es impar. 

f) Si/es par, /(x) dx-2j^ f(x) dx. 

g) Si/es impar, f(x) dx- 0. 


DEMOSTRACION DE b] Supongamos quefy g son funciones impares. En ese caso tendremos 
que /(—x) = -f(x) y g(-x) = -g(x). S i de fnimos el producto de f y g como F(x) = f{x)g(x), 
entonces 


F{-x) = /(-x)g(-x) = (~/toX-£to) = f(x)g{x) = F{x). 

Esto demuestra que el producto F de dos funciones impares es una funcion par. Las demostra- 
ciones de las demas propiedades se dejan como ejercicios. (Problemas 45 a 49 de los ejercicios 
10.3.) 1 
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Series de senos y de cosenos Si / es una funcion par en (-p, p), entonces, en vista de 
las propiedades anteriores, los coeficientes de (9), (10) y (11) de la definicion mencionada en la 
seccion 10.2 se transforman en 

1 rP 7 t p 

ao = ~ J f(x) dx = ~\ Q /W dx 

a 0 = - j f(x) cos — x dx = - f f(x) cos — x dx 
P- p P P J o P 

par 

b n = — J f f X ) sen — x dx =0. 

P-p P 

s_/ 

impar 


En forma parecida, cuando f es impar en el intervalo (-p, p ), 

a„ = 0, n = 0,1,2 ,..., b n = ^ _['/(*) seny x d*. 

Resumiremos los resultados en la definicion siguiente. 


DEFINICION 10.6 


Series de Fourier de cosenos y serie de senos 

/) La serie de Fourier de una funcidn par en el intervalo (~p, p) es la serie de cosenos 


ao 


enque 


n=l 

I ; i'M 


f(x) = ~ + ^a n cos — x, (1) 


• ••..• 2 . mr . 

ao = “J /(*) cos — * dx, 

P o ; P 

ii) La serie de Fourier de una funcidn impar en el intervalo (-/>, p) es la serie de senos 

fin 


en donde 


fix) = £ sen “ x, 

*.i * 

^ jVto sen ^ x dx. 


(3) 

(4) 

(*) 


EJEMPLO 3 


Desarrollo en una serie de senos 


Desarrolle f ( X) = x, -2 < x < 2 en fomia de una serie de Fourier. 


soluci6n Desarrollaremos f como una serie de senos porque al ver la figura 10-5 
advertiremos que la funcion es impar en el intervalo (- 2 , 2 ). 

Hacemos que 2p = 4, o p = 2, y podemos escribir la ecuacion (5) como sigue: 
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FIGURA 10.5 


Integramos por partes para obtener 


b n = 


4(-l)«+i 

tin 


Por consiguiente, 




n +1 

e 


mr 


EJEMPLO 4 


Convergencia a la extension periodica 


( 6 ) ■ 


La funcion del ejemplo 3 satisface las condiciones del teorema 10.1; y en consecuencia la 
serie (6) converge hacia la funcion en el intervalo (-2,2) y la extension periodica (de periodo 
4), ilustrada en la figura 10.6. 



EJEMPLO 5 


Desarrollo en una serie de senos 


La funcion 

-1, -77<X<0 

1, 0 2 X < TI 



cuya grafica se muestra en la figura 10.7 es impar en el intervalo (- 7 r, 7r). Si p = 7 T y de 
acuerdo con (5), 



FIGURA 10.7 
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FIGURA 10.8 


de modo que 


2f*,„ 21 -(-!)" 


, 2 fir , . 

77 0 


sennxdx = -- 


it n 




senn*. 


7F n=4 


(7) 


Sucesion de sumas parciales Es interesante ver como la sucesion de sumas parciales 
de una serie de Fourier se aproxima a una funcion. En la figura 10.8 se compara la grafica de 
la funcion/del ejemplo 5 con las de las tres primeras sumas parciales de la ecuacion (7): 


4 

_ 4 

( sen3x\ 

_ 4 

( sen 3* 

sen5*\ 

-sen ;c, 

S 2 — 

sen* + - , 

S 3 — 

sen* + —-— 

+ —— 

77 

77 

^ 3 / 

77 

l 3 

5 / 


La figura 10. 8d) muestra la grafica de la suma parcial Sis, que tiene picos notables cerca 
de las discontinuidades en x = 0, X = 7T, X = -7T, etcetera. Este “exceso” de las sumas parciales 
Sn, respecto a los valores de la funcion cerca de un punto de discontinuidad no se empareja, 
sino que permanece bastante constante, aunque el valor de jV sea muy grande. A este compor- 
tamiento de una serie de Fourier cerca de un punto en el que f es discontinua se le llama, 
fenomeno de Gibbs. 


Desarrollos en mitad de intervalo En lo que va del capitulo hemos dado por supues- 
to que una funcion f esta definida en un intervalo con el origen en su punto medio -esto es, 
que-p < X < p —. Sin embargo, en muchos casos nos interesa representar, mediante una serie 
trigonometrica, una funcion definida solo para 0 < x < L. Lo podemos hacer de muchas formas 
distintas si dando una definition arbitraria de la funci6n en el intervalo —L <X < 0. Por brevedad 
solo describiremos los tres casos mas importantes. Si y = f ( X ) esta definida en el intervalo 0 < 
X < L, entonces 

i) Reflejar la gr&fica de la funcion respecto al eje y,en-L <X < 0; la funcion ahora 
es par en -L < x < L (Fig. 10.9) 



FIGURA 10.9 
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FIGURA 10.11 


/;) Reflejar la grafica de la funcion respecto al origen, en -L < X < 0; la funcion viene 
a ser impar en ~L< x < L (Fig. 10.10) o tam hien 
iii) Defmafen -L<x< 0 como@) —fix + L) (Fig. 10.11). 

Observese que en los coeficientes de las series (1) y (4) s61o se utiliza la definition de la 
funcion en 0 < x < p (esto es, la mitad del intervalo -p < x < p). Por esta razon, en la practica 
no hay necesidad de reflejar como se describio en /) y en if). Si se define f en 0 <x < L, tan s61o 
identificamos la mitad del periodo, o semiperiodo, como la longitud del intervalo p = L. Tanto 
las formulas (2), (3) y (5) de los coeficientes como las series correspondientes danuna extension 
periodica par o impar, de periodo 2 L como funcidn original. Las series de cosenos y senos que 
se obtienen con este metodo se llaman desarrollos en mitad de intervalo. Por ultimo, en el 
caso iii), igualamos los valores funcionales en el intervalo -L < x < 0 con los del intervalo 
0 < x < L. Como en los dos casos anteriores, no hay necesidad de hacerlo. Se puede demostrar 
que el conjunto de funciones en la ecuacion (1) de la seccion 10.2 es ortogonal en a ^ x S Cl + 

2 P para todo numero real a. Si elegimos a = -p, obtendremos los limites de integracion en las 
ecuaciones (9), (10) y (11) de esa seccion. Pero cuando a = 0, los limites de integracion son de 
X = 0 a x = 2p. Asi, si f esta definida en el intervalo 0 < x < L, podemos identificar 2 p = L O 
p = 1/2. La serie de Fourier que resulta dara la extension periodica de f, con periodo L . De esta 
manera los valores hacia los que converge la serie seran los mismos en -L < x < 0 que en 
0 <x <L. 


EJEMPLO 6 


Desarrollo en tres series 


Desarrolle / (x) = x 2 , 0 < X < L, 

a) En una serie de cosenos b) en una serie de senos c) en una serie de Fourier. 
SOLUCION En la figura 10.12 vemos la grafica de esta funcidn. 



FIGURA 10.12 
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a) Partimos de 


flo = 


j L x l dx = \L 2 
ZJ o 3 


e, integrando por partes, 

2 L 

L /■« 

a„ = — J x 2 cos^ 


Lx 2 se>n^y-x 

m 


Ut\ l * M T xdx 


xdx = — L 


1° " 

- 



-Lx cos 

H7T 

T x 

L 

. +£f 

L 7177 . 

cos —xdx 

0 L 

nn 

MT 


nn J 

4 

_ 


0 



Entonces 

b) En este caso 


_ 4L 2 (-ir 
nb 2 

L 2 4L 2 ^(-1)" nv 
/W = T cos ~*' 


n=l 


, 2 fi , ntr 

o„ = 7 - xben—xdx. 

ljo l 


L)o .L 

Despues de integrar por partes llegamos a 


_ 2^(-ir +4p. . 

" nn .V 11 O 1J - 


nn 00 

Por consiguiente f( x ) _ 

<TT 


2L 2 ^ f(-l)" +1 2 r/ nn 

1 —— +—K- 1 )-lUsen—x 


n==l 


n n 3 7r 2 


c) Hacemos p = U2\ entonces, 1/p = 2IL y = 2nidL. Entonces 


( 8 ) 


(9) 


a ° ~ Z I o x 2 ~ 3 

2 (i , 2/177 , L 2 

a = r X l COS-r—XdX = —r-: 

L Jo L nb 2 


, 2 fi , 2/177 , L 2 

b n = — x^sen-r-jcax =-. 

LJO L /177 


2/177 


13 

7177' 


Por lo que 


££{ 4 . 

3 77 £ 1/1 2 77 



2/177 

i a COS 

[n l n 

L 


1 2/177 

x —sen—— 
n L 


4 


( 10 ) 


Las series (8), (9) y (10) convergen hacia la extensi6n periodica par de perfodo 2L d tf la 
extension impar de periodo 2L de f y la extension periodica de periodo L de/, respectivamente. 
En la figura 10.13 vemos las graficas de esas extensiones. ■ 
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Y 


t\ A 

k. / , V, J \ 


~ 4L -3L -2L -L 


■. / V / 

V / '. / 

; N.i.' »— 

L 


T 


2L 3L 


4L 


a) Serie de cosenos 




FIGURA 10.13 


Fuerza de impulsion periodica En ocasiones, las series de Fourier sirven para deter- 
minar una solution particular de la ecuation diferaitial que describe a un sistema flsico en que 
la entrada, o fuerza de impulsion/(f), es periodica En el siguiente ejemplo legaremos a una 
solution particular' de la ecuation diferential 

m + kx = f(t) ( 11 ) 

representando prirnerofjx)r el desarrolo en serie de senos y en medio intervalo 

f(t) = 2 b„sen—t 

n=\ P 

para despues suponer que una solution particular' tiene la forma 


EJEMPLO 7 


MO = 2 B n sen^ t. 
n =1 P 

Solution particular de una ecuation diferential 


( 12 ) 


En un sistema no amortiguado de resale y masa en que la masa es m = ^ slug y la constante 
del resorte es k = 4 lb/ft, una fuerza externa de periodo 2,f(t). impuLsa a la masa y la grafica 
defse ve en la figura 10.14. Aunque la fuerza/(t) actua sobte el sistema cuando / > 0, si se 
prolonga la grafica de la function hatia la parte negativa del eje t para que su periodo sea 2, 
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obtenemos una funcion-impar. En la practica esto significa que basta determinar el desarrollo 
en serie de senos y en medio intervalo de f{t) = irt, 0 <t< 1. Conp = 1, entonces, de acuerdo 
con (5) e integrando por partes, llegamos a 


n 2(-l)" +1 

b n = 2 ntsenmrtdt = -^—— 

jo n 



FIGURA 10.14 


Segun la ecuacion (1 1), la ecuacion differencial del movimiento es 


1 d 2 x . v'2(-l)" +1 

— —7 + 4x = —-— sen nnt 

16 dt 2 n 


(13) 


Para llegar a una solucion particular x p (t) de la ecuacion (13), sustituimos en ella la ecuacion 
(12) e igualamos los coeficientes de sen nirt. Asi obtenemos 


+ 4/B„ = 2(-l)"/j 0 sea nffilty'n 7 )' 


Por consiguiente 


, , v 32(-l) n+1 

X p (t) = 2 j - - —2T sen «7Tf. 

" n(64 - n l n l ) 


(14) . 


Observamos que en la solucion (14) no hay un entero n > 1 para el cual el denominador 
-de B n , que es 64 - n 2 7r 2 , sea cero. En gene ral, cuando si hay un valor-de n, digamos que sea N, 
para el que Nir/p - w, donde w = 'iklm, el estado del sistema que describe la ecuacion (11) es 
de resonancia pura. En otras palabras, se presenta resonancia pura si el desarrollo de la funcion 
f(t ) de la fuerza impulsora en serie de Fourier contiene un termino sen(TV7r/i)f (o cos(TV7r/I)l) 
que tenga la misma frecuencia que la de las vibraciones libres. 

Naturalmente, si la extension de la fuerza impulsorafcon periodo 2 p sobre el eje negativo 
de t da como resultado una funcion par,/se puede desarrollar en una serie de cosenos. 


EJERCICIOS 10.3 


Las respuestas a los preblemas nones se encuentmn en el apendice de respuestas. 

En los problemas 1 a 10 determine si la funcion es par, impar o ninguno de esos tipos. 
1. f (x) = sen3jt 2. f(x) = x COS* 

3. f(x) = x 2 + x 4. f(x) = x 2 - 4x 

5. f(x) = ghl 6, f( x ) = |jc 5 | 
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7. f(x) 


f x\ -1 

l~* 2 , 0 


-\<x< 0 

0 <jc< 1 


8. f(x) 


-U 


9. f(x) = x 3 ,0sj<2 


X + 5, ~2 < X < 0 
-X +.5, 0 ^ x < 2 

10. f(x) = 2\x\ - 1 


Desarrolle cada funcion de los problemas 11 a 24 en la serie de cosenos o senos adecuada. 

[l, -2<x< -1 

12 . f(x) = 


11. f (x) 


-77 < X < 0 

0<x<n 


13. f (x) = \x \,-tt < x<n 


15. f(x) 
17. f(x) 

i9. m = 


17. f (x) = n 2 -x 2 . 


(X~ 1, ~1T 

= \x+b 0: 


21. f(x) = \ 
23. f(x) = 


<jc<1 
it < x < n 
— 77 < X < 0 

£ X < Tt 

1, -2<jc< -1 

-x -1 == jc < 0 
x, 0 < jc < 1 

1, 1<jc<2 

;Sen jc|, -77 < x < Tt 


-1 < JC < l 

[I, 1 < jc < 2 

14 . f(x) - X, -Tt < X < Tt 
16. f (x) = jc|jc|, -1 < x < 1 
18. f(x) = x\ -It < x < Tt 

fjt+1, —1 < jc < 0 

U -1, o<x<i 


20. f(x) = 


22 . f(x) 


-77, —277 < JC < —77 

= X, —7T < JC < 77 

77 , 77 ^ JC < 277 


24. f(x) = cos x, -77/2 < X < a/2 

En los problemas 25 a 34, halle los desarrollos en series de cosenos o senos, en medio intervalo, 
de la funci6n respectiva. 


25. f(x) = 


l, 0<x<£ 

[0 , < 1 
27. f(x) = cos x, 0 < jc < 77/2 


26. f(x) = 


fO, 0 < jc < i 
.1, £=sx<l 
28. f(x) = sen*, 0 < * < 77 


29. f(x) =| 

31. f(x) = | 

33. f(x) = x 2 + x, 0 < x < 1 


O < * < 77/2 


ro. 

0 < JC < 77 

*, 77/2 ^ JC c 77 

30. f(x) = 

U - TT, 

77 ^ JC < 277 

0 < JC < 1 

32. f(x) = 

1, 

0 < JC < 1 

1 <x<2 

2-x, 

1 <jc<2 


34. f(x) = x(2 - x), 0 < x < 2 


Desarrolle la funcion de ca& uno de los ejercicios 35 a 38 como serie de Fourier. 

35. f(x) = x 2 , 0 <x < 277 

36. f(x) = x, 0 <x < TT 

37. f(x) = x + 1, 0 < jc < 1 

38. f(x) = 2 - jc, 0 < jc < 2 

En los problemas 39 y 40, proceda como en el ejemplo 7 y halle una solucion particular de la 
ecuacion (11) cuando m = 1, k = 10 y la fuerza impulsora/(7) es la especificada en ambos casos. 
Suponga que cuando f{t) se prolonga hacia el eje negativo de t en forma periodica, la funcion 
que resulta es impar. 


f 5 , 0 < t < 77 

39 w = 1 - 5 . ,<«<2 i + = 

40. f(t) = 1 - t, O <t< 2; f(t + 2) = f(t) 
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Halle una solucion particular de la ecuacion (11) con m - k — 12 y la fuerza de impulsion, 
f{t) dada en los problemas 41 y 42. Suponga que cuando fft) se prolonga a valores negativos 
de t en forma periodica, la funcion que resulta es par. 

41. f(t) = 2m-t 2 ,0<t<2Tr; fft + 2ir) = f(t) 
ft, 0 <t<i 

ls,<v + = 

43. Suponga que una viga uniforme de longitud L esta simplemente apoyada en x = 0 y x = L. 
Cuando la carga por unidad de longitud es w(x) = wq xIL, 0 < x < L, la ecuacion diferencial 
de la flecha (desviacion) y(x) de esa viga es 

FT d^y = ^oX 
EI dx 4 L ' 

en que E, I y Wq son constantes. (Vea la ecuacion (4), seccion 5.2.) 

a) Desarrolle w(x) en forma de una serie de senos en medio intervalo. 

b) Emplee el mdtodo del ejemplo 7 para hallar una solucion particular-y(x) de la ecuacion 
diferencial. 

44. Siga el metodo del problema 43 para encontrar la deflexion, y(x), cuando w(x) es la que 
aparece en la figura 10.15. 


w(x) i 





Wq 

1 

1 




1/3 2L/3 

L 

X 


FIGURA 10.15 


45. Demuestre la propiedad a) en el teorema 10.2. 

46, Demuestre la propiedad c) en el teorema 10.2. 

41. Demuestre la propiedad d) en el teorema 10.2. 

48. Demuestre la propiedad f) en el teorema 10.2. 

49. Demuestre la propiedad g) en el teorema 10.2. 

50. Demuestre que cualquier funcidn/se puede expresar como una suma de una funcion par 
y una funcion impar. 


Sugerencia: aplique la identidad 


/(*)_+//(*)_ 

2 


=£t£ 

2 


f(x) = 


-TT<X<0 
0<X <77 


51. Forme la serie de Fourier de 
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empleando la identidad f(x) = (|x| + x)/2, —n < x < 7T y los resultados de bos problemas 13 
y 14. Observe que \x\/2 y x/2 son par e impar, respectivamente, en ese intervalo (vea el 
problema 50). 

52. La doble serie de senos para una funcion f(x, y), definida en una region rectangular 
0<x<b,0<y<c, es 


„ -A •A . mn rnr 

f(x,y) = Z, 2 jA mn sen-r-xsen—-y, 
m-\ n =1 0 c 

, , , 4 [c fb mn nrr 

en donde A mn = —JJ n f(x,y)sen—xsen — ydxdy. 

Halle la doble serie de senos de f(x, y)= 1, 0 < x < tt, 0 < y < 7 r, 

53. La doble serie de cosenos para una funcion f(x, y), definida en una region rectangular 

0 <x<b, 0 <y <c, es 

f(x, y) =A m + f / A m0 cos r ^x + '2A {) „cos r ^y 

m =1 0 n =1 c 


-A . m TT rnr 

+ Z Z,A mn cos—xcos — y, 
m=l n=\ D c 


donde A m = ^ /(*> y) dx dy 

Ama = Vc Jo Jo y) cos 

a on = Yc /o Jo ^ x,y) cos ~y dxd y 

. 4 fc fb ... WITT HIT , , 

Arm= fc]olof( x ’y) cos ~b~ xcos T ydxdy ' 

Forme la doble serie de senos de f(x, y) = xy, 0 < x <l,0^y < 1. 


10.4 


BL PROBLEMA DE S1URM-U01M11£ 

■ Valores propios yfunciones propias ■ Problema normal de Sturm-Liouville | Propiedades 

■ Problema singular de Sturm-Liouville ■ Forma autoadjunta de una ecuacion 
diferencial lineal de segundo orden ■ Relacion de ortogonalidad 


Repaso Por conveniencia, repasaremos aqui algunas de las ecuaciones diferenciales, y sus 
soluciones generales, que ser&n importantes para las secciones que siguen. 


/) Ecuacion lineal de primer orden: y’ + ky = 0; k es constante. 
Solucion general: y = c\e "** 

ii) Ecuacion lineal de segundo orden: y” + Ay = 0, A > 0. 

Solucion general: y = c\ COS VAx + cj sen VA x 
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iii) Ecuacion lineal de segundo orden: y" - Ay = 0, A > 0. 

La solucion general de esta ecuacidn diferencial tiene dos formas reales: 

y = Ci cosh VXx + c 2 senh V\x 
y = de“ + c 2 ^ 

Debe hacerse notar que, en la practica, con frecuencia se emplea la forma exponencial 
cuando el dominio de x es un intervalo* infinite o semiinfinito, y que se usa la forma 
hiperbolica cuando el dominio de x es un intervalo finite. 

iv) Ecuacion de Cauchy-Euler: x 2 y" + xy’ - A 2 y - 0 
Solucion general: A * 0: y = Ci* A + C 2 X~ X 

A = 0: y = ci + c 2 In x 

v) Ecuacion parametrica de Bessel: 

x 2 y" + xy' + (A 2 x 2 - n 2 )y = 0, n = 0 , 1 , 2, . . . 

Solucion general: y = c\J n (Xx) + C 2 Y„(Xx) 

Es importante que el lector reconozca el caso de la ecuacion diferencial de Bessel 
cuando n = 0: 


xy” + y’ + A 2 xy = 0. 

Solucion general: y = c\Jq(Xx) + C 2 Yq(Xx) 

Recordemos que F„(Ax) —> -oo cuando x 0 + . 

vi) Ecuacion diferencial de Legendre: 

(1 - x) 2 y" - 2xy’ + n(n + l)y = 0, n = 0, 1, 2,. . . 

Las soluciones particulares son los polinomios de Legendre y = P,(x), en donde 

Po(x ) = 1, P\(x) = X, p 2 {x) = ^ (3x 2 - 1),,,, 

Las funciones ortogonales suelen surgir al resolver ecuaciones diferenciales. Ademas, se 
puede generar un conjunto ortogonal de funciones al resolver un problema de valor de frontera 
con dos puntos, donde intervenga una ecuacion diferencial de segundo orden que contenga un 
parametro A. 

Valores propios y funciones propias (eigenvalores y eigenfunciones) En el 

ejemplo 2 de la seccion 5.2 vimos que las soluciones al problema de valor en la frontera 

y” + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 (1) 

no son triviales solo cuando el parametro A adopta ciertos valores. Los numeros A = nV/L 2 , 
n= 1,2,3,.. . y sus soluciones no triviales correspondientes, y = Cj sen(«irx/Z/), o simplemente 
y = sen(«7rx/i) se llaman, respectivamente, valores propios y funciones propias del problema. 
Por ejemplo, 


*Infinito: (-«, <*>); semiinfinito: 0], (1, <»), etcetera. 
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- valor propro 


f+( 9 4)y*° 

\ I J 


la solution es 


>'(0) = 0, y(L)= o. 

no es un valor propio 


y"[-2jy = 0 
>(0) = 0, y(L) = 0 


* '\'TT 

;=sen^t^ 


funcion propia 


. solution trivial 


la solution es y — Q. 


Para nuestros fines en este capitulo es importantereconocerque el conjunto { sen(« 7 rx/Z)}, « = 
1 , 2 , 3, ... es el conjunto ortogonal de lundones en el intervalo [0, L\ que se usa como base 
para la serie de Fourier de senbs. 


EJEMPLO 1 


Valores propios y funciones propias 


Se deja como ejercicio comprobar que los valores propios y las funciones propias del 
probleina de valor en la frontera 

y" + Ay = 0, y’(O) = 0, y’(L) = 0 ( 2 ) 


son, respectivamente, A = nV/Z 2 , n = 0, 1,2,. .. y y—C\ COS(«7rx/Z), C\ ^ 0. En contraste 
con las ecuaciones (1), A = 0 es un valor propio de este problema y y = I es la funcion 
propia correspondiente. Esto ultimo proviene de resolver y” = 0 sujeta a las mismas 
condidones en la frontera, y’(0) = 0, y'(L) ~ 0; pero se puede incorporar en y = cos(«7tx/Z) 
si pemitimos que n = 0 y que c\ = 1. El conjunto {COS(wrx/Z)}, n = 0,1, 2, 3,... es ortogonal 
en el intervalo [0, L] y se usa en el desarrollo de Fourier de cosenos para funciones 
definidas en ese intervalo. ■ 


Problema normal de Sturrn-Liouville Los problemas de valor en la frontera en las 
ecuadones (1) y (2) son casos espedales del siguiente problema general: 

Sean p, q, r y f funciones de valor real continuas en un intervalo [a, b], y sean r(x) > 0 y 
p(x) > 0 para todo x en el intervalo. El problema de valor en la frontera con dos puntos 


Resolver: — [r(x)y’] + (q(x) + A p(x))y = 0 
ax 

(3) 

Sujeta a: a x y{a) + fry’{a) = 0 

(4) 

a 2 y(b) + (i 2 y'{b) = 0 

(5) 


se llama problema normal de Sturm-Liouville. Los coefidentes en las ecuadones (4) 
y (5) se suponen males e independientes de A. Ademas, Ot[ y ft no son cero ambas ni 
0.2 v fa .son cero ambas. 

Como la ecuacion diferencial (3) es homogdnea, el problema de Sturm-Liouville tiene 
siempre la soludon trivial y = 0. Sin embaigo, esta soludon carece de inteies para nosotros. 
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Como en el ejemplo 1, al resolver uno de estos problemas tratamos de buscarnumeros A (los 
valores propios) y soluciones y no triviales que dependan de A (las funciones propias). 

Las condiciones en la frontera en las ecuaciones (4) y (5) (combinacion lineal de y y y 
igual a cero en un punto) tambien son homogeneas. Las dos condiciones en la frontera de los 
ejemplos 1 y 2 (este ultimo mas adelante), son homogeneas; una condition en la frontera como 
a\y(a) + /3]y'(a) = c, cuando la constante c es distinta de cero, es no homogenea. Naturalmente, 
se dice que un problema de valor en la frontera que consista en una ecuacion diferencial lineal 
homogenea y condiciones homogeneas en la Contera es homogeneo; de no ser asi es no homo¬ 
geneo. El problema de Sturm-Liouville expresado en las ecuaciones (3) a (5) es un problema 
homogeneo de valor en la frontera. 

Propiedades El teorema 10.3 es una selection de las propiedades mas importantes del 
problema normal de Sturm-Liouville. Solo demostraremos la ultima. 


TEOREMA 10.3 


Propiedades del problema regular de Sturm-Liouville 


a) Existe una cantidad infinita de valores propios reales que se pueden ordenar en forma 

ascendente, Ai < A 2 < A 3 < • • ■ < A„ < • • • de modo que cuando w ° 

b) A cada valor propio corresponde s61o una funcidn propia, (salvo por multiplos 
distintos de cero). 

c) Las funciones propias que corresponden a los diversos valores propios son lineal- 
mente independientes. 

d) El conjunto de funciones propias que corresponde al conjunto de los valores propios 

es ortogonal con respecto a la fimcidn peso p(x) en el intervalo [a, b]. 


DEMOSTRACION DE d) Sean y m y y„ las funciones propias que corresponden a los valores 
propios \ m y A„, respectivamente. Entonces 


£ {r(x)y'm\ + (q(x) + a m p(x))y m = o 

(6) 

£ +(q( x ) +A n p(x))y„ =o. 

(7) 


Al multiplicar la ecuacion (6) por y„ y la ecuacion (‘7) por y m y restar los resultados se obtiene 

(A m - \n)p(x)y m y n=Ym ^[r(x)y' n ]~y n -^-[r(x)y' m ]. 

Integramos por partes este resultado, desde x = a hasta x = b, y llegamos a 

(A m ” A„) j h a p(x)y„,y„ dx =r(b)[y m (b)y'„(b) - y„(b)y' m (b)] 

- r(a)[y m (a)y'„(a) - y„(a)y' m (a)}. ( 8 ) 

Ahora bien, las funciones propias y m y y„ deben satisfacer, ambas, las condiciones en la frontera 
(4) y (5). En particular, de acuerdo con (4) tenemos que 


aiy m (a) + I3]y' m (a) = 0 
aiy„(a) + /3, y'(a) = 0. 
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Para que a\ y 0\ satisfagan este sistema, no nulos simultaneamente, el determinante de los 
coeficientes debe ser igual a cero: 

ym(a)y' n (a) - y„(a)y' m (a) = 0. 

Aplicamos un argumento semejante a la ecuacion (5) y obtenemos 

y m {b)y' n (b) - y„(b)y' m (b) = 0. 

Como los dos miembros del lado derecho de (8) son cero, hemos establecido la relacion de 
ortogonalidad 


6 p (x)y m (x)y„ (x) dx = 0, A m + A„. 

a 


(9) 


EJEMPLO 2 


Un problema regular de Sturm-Liouville 


Resuelva el problema de valor en la frontera 


y” + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) + y’(l) = 0. 


( 10 ) 


S0LUCI0N El lector debe oomprobar que para A < 0 y para A = 0, el problema planteado 
por la ecuacion (10) solo posee la solucion trivial y - 0. Cuando A > 0, la solucion general 
de la ecuacion diferencial es y - c\ cos 4\x + ci sen ~{Xx, Ahora bien, la condicion y(0) — 0 
implica que en esta solucion c\ = 0. Cuandoy = C 2 sen 4\x, se satisface la segunda condicion 
en la frontera y( 1) + y{ 1) = 0, siempre que 

C 2 sen VX + c 2 VX COS VX = 0. 

Con C 2 ^ 0, tendremos que esta ultima ecuacion equivale a 

tan VA = - VA. 

Si hacemos que x = VX", entonces vemos que la figura 10.6 muestra la factibilidad de que 
exista una cantidad l'nfinita de rafces de la ecuacion tan X = -X, Los valores propios del 



FIGURA 10.16 
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problema (10) son, entonces, A„ = x„ 2 , donde x n , n = 1, 2 , 3, . . . son las ralces positivas 
consecutivas. Con ayuda de un sistema de computation (SAC) se demuestra con facilidad 
que, redondeando a cuatro decimales, X] = 2.0288, X 2 = 4.9132, x 3 = 7.9787 y X 4 = 10.0855, 
y que las soluciones correspondientes sonyq = sen 2.02SSx,y2 = sen 4.9132x,_P3 = 7.9787x y 
y 4 = sen 10.0855-. En general, las funciones propias del problema son {sen 'iX^x}, n = 1, 
2,3,... 

A1 identificar r(x) = 1, q(x) = 0, p(x) = 1, qi= 1, f3\ = 0, c *2 = 1, /% = 1, vemos que la 
ecuacion (10) es un problema regular de Sturm-Liouville. Asl, {sen '/X^x), n = 1,2, 3, . . . es 
un conjunto ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) = 1 en el intervalo [ 0 , 1 ], ■ 


En algunos casos se puede demostrar la ortogonalidad de las soluciones de (3) sin necesidad 
de especificar una condicion en la frontera en x — a y en x = b. 

Problema singular de Sturm-Liouville Si r(a ) = 0 , o r(b) = 0 o si r(a) = r(b) = 0 , 

el problema de Sturm-Liouville que consiste en ta ecuacion diferencial (3) y las condiciones 
(4) y (5) en la Contera es un problema singular. En el primer caso, x = a puede ser un punto 
singular de la ecuacion diferencial y, en consecuencia, una Solucion de la ecuacion (3) puede 
crecer sin h'mite cuando x —> a, Sin embargo, de acuerdo con (8), si r(u) = 0 no se necesita 
condicion en la frontera en x = a para demostrar la ortogonalidad de las funciones propias, 
siempre que esas soluciones sean acotadas en ese punto. Este requisito garantiza la existencia 
de las integrales que intervinieron. Suponiendo que las soluciones de la ecuacion (3) son 
acotadas en el intervalo cerrado [u, b], podemos afirmar que 

i) Si r(a) = 0, la relation (9) de ortogonalidad es valida, sin ninguna condicion en la 
frontera en X - a 

ii ) Si r(b) = 0, la relacion (9) de ortogonalidad es valida sin ninguna condicion en la 
frontera en x = b* 

in) Si r(u) = r(b) = 0, la relation (9) de ortogonalidad es valida sin ninguna condicion 
en la frontera, en x = a ni en x = b. 

De paso, observamos que un problema de Sturm-Liouville es singular cuando el intervalo que 
se considera es infinito. Veanse los problemas 11 y 12 de los ejercicios 10.4. 

Forma autoadjunta Si los coelicientes son continuos y a(x) 2 0 para todo X en algun 
intervalo, cualquier ecuacion diferencial de segundo orden 

a(x)y" + b(x)y’ + (c(x) + A d(x))y = 0 

se puede llevar a la llamada forma autoadjunta, ecuacion (3), si se multiplica por el factor 
integrante 

__i— p !(b(x)la(x))th 

a(x) (1Z) 

Para comprobarlo, observemos que la ecuacion diferencial 

gSmm v » + b iA-gimdty’ + (£(*) e Kbm + A e m/^) y = q 
y a(x) 7 \fl(*) a(x) ) 


*Las condiciones i) e ii) equivalen a elegir ct\ = 0, /3| = 0 y q 2 = 0, fii = 0, respectivamente. 
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es la misma que 


iL [ e l(bla)dxy <J + 


r(x) 


(£M e im* + e !(bla)d*) y = 0. 

\a(x) a(x) ) 

'-V-' V -V-' 

q(x) p(x) 


EJEMPLO 3 


Ecuacion parametrica de Bessel 


En la section 6.4 explicamos que la solution general de la ecuacion parametrica de Bessel 
x 2 y" + xy’ + (AV - n 2 )y = 0, n = 0. 1,2,... es y = C\J„(Xx)+ C 2 Y„(Xx). De acuerdo con 
la expresion (12) nos encontramos con que 1/x es un factor integrante. A1 multiplicar la 
ecuaci6n de Bessel por ese factor obtenemos la forma autoadjunta 


£ x hy’] + ^x-f)y= 0 , 

en que podemos identificar K*) = X, q(x) = -r?lx, a p(x) = x y A se sustituye por A 2 . Ahora 
bien, r(O) — 0 y de las dos soluciones, J n (Xx) y Y„(Xx), s61o J,(h) es acotada en x — 0. Asf, 
de acuerdo con ;), el conjunto {/„(AiX)}, /= 1 , 2 , 3,.. ,, es ortogonal con respecto a la funcion 
peso pix) = x en un intervalo [0, b]. La relacion de ortogonalidad es 

xJ n (X,x)J n (\jX) dx = 0, A, + A y , 

siempre y cuando los valores propios, A i - 1,2, 3, . . ,, se definan mediante una condition 
en la frontera en x = b, del tipo 

a 2 J n (\b) + ^mb) = 0* (13) 

Para cualquier eleccion de y fa 4 ue no sean cero a l a vez > se sa l* e 4 ue l a ecuacion (13) 
tiene una cantidad infinita de raices Xj = A /b, de donde despejamos a A* = xjb. En el siguiente 
capitulo abundaremos sobre Ids valores propios. 


EJEMPLO 4 


Ecuacion de Legendre 


Los polinomios de Legendre, Pn(x), son soluciones acotadas de la ecuacion diferencial de 
Legendre (1 - x 2 )/' - 2 xy’ + n(n + l)y = 0, n = 0,1,2,..., en el intervalo [-1,1]. Apartir 
de la forma autoadjunta 

“ [(1 - x 2 )y'\ + n(n + 1 )y-0 

vemos que r(x) = 1 - x 2 , q(x) - 0, p(x) = 1 y A = n(n + 1). A1 observar que r(-l) = r( 1) = 0, de 
acuerdo con (iii) deducimos que el conjunto (P,(x)}, n = 0, 1,2, , . . es ortogonal con respecto 
a la funcion peso p(x) = 1 en [-1, 1]. La relacion de ortogonalidad es 


j 1 ^ P m (x)P n (x) dx = 0, m±n. 


*E1 factor adicional de A se debe a la regia de la cadena: {d/dx)J„(Xx)= XJ n '(Xx). 




Seccttn 10.4 El problema de Sturm-Liouville 467 


EJERCfCIOS 10 4 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 


En los problemas 1 y 2 halle las funciones propias y la ecuacion que define los valores propios 
de cada problema de valor en la frontera. Con un sistema algebraico de computation (SAC), 
calcule el valor aproximado de los cuatro primeros valores propios, Ai, A 2 , A 3 y A 4 . Proporcione 
las funciones propias que corresponden a esas aproximaciones. 

1. y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y(l) + y’(l) = 0 

2. y" + Ay = 0, y(0) + y’(0) = 0, y(l) = 0 

3. Se tiene la ecuacion y” + Ay = 0, sujeta ay’(O) = 0, y’(L) = 0. Demuestre que las funciones 


propias son 


, 7T 2ir 
1 , cos ~r X, cos — X,. . . 
L L 


. Este conjunto, que es ortogonal en [0, L\, es la 


base de la serie de Fourier de cosenos. 


4. Se tiene la ecuacion y” + Ay = 0, sujeta a las condiciongs periodicas de frontera y(-Z) = 
y(L), y'(-L ) = y’(L). Demuestre que las funciones propias son 

, n 2n n 2 tt 3ir 

1, cos —X, cos—x,..., sen^sen— x, sen-j-x ,... 

Este conjunto, que es ortogonal en \-L, L], es la base de las series de Fourier. 

5. Encuentre la norma cuadrada de cada funcion propia en el problema 1. 

6 . Demuestre que, para las funciones propias del ejemplo 2, 

||senVA^:|| 2 = | [1 + cos 2 VXj. 


7. a) Halle los valores y funciones propios del problema de valor en la frontera 

x 2 y" + xy’ + Ay = 0, y(l) = 0, y(5) = 0. 

b) Exprese la ecuacion diferencial en la forma autoadjunta. 

c) Establezca una relacion de ortogonalidad. 

8 . a) Encuentre los valores y funciones propios del problema de valor en la frontera 

y" + y’ + Ay = 0, y(0) = 0, y(2) = 0. 

b) Exprese la ecuacion diferencial en la forma autoadjunta. 

c) Establezca una relacion de ortogonalidad. 

9. a) DB una relacion de ortogonalidad para el problema 1, de Sturm-Liouville. 

b) Con un SAC compruebe la relacion de ortogonalidad para las funciones propias como 
apoyo, y\ y y 2 , que corresponden a Ai y A 2 , los dos primeros valores propios, respecti- 
vamente. 

10. a) Establezca una relacion de ortogonalidad para el problema 2 de Sturm-Liouville. 

b) Compruebe la relacion de ortogonalidad para las funciones propias yi y y 2 que corres¬ 
ponden a Ai y A 2 , los dos primeros valores propios, respectivamente, con un SAC como 
ayuda. 
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11. La ecuacion diferencial de Laguerre, xy" + (1 - x)y' + ny = 0. n = 0, 1,2,..., tiene 

soluciones polinomiales L n {x). Escriba la ecuacion en su fomia autoadjunta y deduzca una 
relacion de ortogonalidad. 

12. La ecuacion diferencial de Hermite, y” - 2 xy' + 2ny =0, n = 0, 1,2,.. . . tiene soluciones 
polinomiales H n (x). Escriba la. ecuacion en su forma autoadjunta y deduzca una relacion 
de ortogonalidad. 

13. Se tiene el problema normal de Sturm-Liouville 

f [ 0+^ ) /]+ T ^pr=a xo)=fty(i)=a 

a) Halle los valores y funciones propios del problema de valor en la lfontera. [Sugerencia: 
pemiita que x = tan 6 y a continuation aplique la regia de la cadena.] 

b) Establezca una relacion de ortogonalidad. 

14. a) Encuentre las funciones propias y la ecuacion que define los valores propios del 

problema de valor en la frontera 

x 2 y" + xy’ + (X 2 x 2 - \)y = 0, y esta acotada en x = 0, y(3) = 0. 

b) Con la tabla 6.1 halle los valores aproximados de los cuatro primeros valores propios, 

•M, ^2) Ay YA4. 

Problema pam discusion 

15. Veamos el caso especial del problema regular de Sturm-Liouville en el intervalo [a, b]: 

f x \r(x)y'} +a P (x)y =0, y'(u) = 0 y'(b) = 0. 

X = 0 £es un valor propio del problema? Respalde su respuesta. 


10.5 


SERIES DE BESSa Y DE LEGBMDRE 

■ Conjunto ortogonal defunciones de Bessel ■ Serie de Fourier-Bessel 

■ Relaciones de recurrencia diferenciales ■ Formas de la serie de Fourier-Bessel 

■ Convergencia de una serie de Fourier-Bessel ■ Conjunto ortogonal de polinomios de Legendre 

■ Serie de Fourier-Legendre ■ Convergencia de una serie de Fourier-Legendre 


La serie de Fourier, la serie de Fourier de cosenos y la serie de Fourier de senos son tres formas 
de desarrollar una funcion en terminos de un conjunto ortogonal de funciones. Pero esos 
desarrollos de ninguna manera se-limitan a conjuntos ortogonales de funciones trigonometricas. 
En la seccion 10.1 vimos que una fimci6n/ definida en un intervalo (a, b), se puede desarrollar, 
cuando menos formalmente, en terminos de cualquier conjunto de funciones {</>„(x)} que es 
ortogonal con respecto a una funci6n peso en [a, b], Muchas de estas llamadas series genera- 
lizadas de Fourier se originan en problemas de Sturm-Liouville planteados en las aplicacio- 
nes fisicas de ecuaciones (diferenciales en derivadas parciales) lineales. Las series de Fourier 
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y las series generalizadas de Fourier, al igual que las dos series que describiremos en esta 
seccion, reaparecen en consideraciones subsecuentes de estas aplicaciones. 

10.5.1 Serie de Fourier-Bessel 

En el ejemplo 3 de la seccion 10.4 vimos que el conjunto de funciones de Bessel {^(Ap:)}, 
/’= 1,2, 3,. • • , es ortogonal con respecto a la funcion peso/i(x) =x en un intervalo [ 0 , b] cuando 
se definen los valores propios mediante una condition en la frontera 

a 2 J„(Xb) + f3 2 XJ'„(\b) = 0. (1) 

De acuerdo con (7) y ( 8 ) de la seccion 10.1, el desarrollo generalizado de Fourier de una funcion 
/ definida en ( 0 , b), en terminos de este conjunto ortogonal es 

oo 

f(x) = 2) CjJ n (\]x), (2) 

t'=l 

en donde __ f 0 xJ„(XiX)f(x) dx 

f b 0 xJ„ 2 (\iX)dx ( 3 ) 

La serie (2) con coeficientes definidos por la ecuacion (3) se llama serie de Fourier-Bessel. 

Relaciones diferenciales de recurrencia Estas relaciones, que aparecieron en (15) 
y (14) de la seccion 6.4, son 


~[x n J n {x)\=x n J M (x) ( 4 ) 

[x~%(x)] = -x~ n J nn (x), 

y se usan con frecuencia para evaluar los coeficientes con la ecuacion (3). 

Norma cuadrada El valor de la norma cuadrada ||J„(A,x )|| 2 = xJ„ 2 (Xix) dx depende de 
como se definan los valores propios A,-. Si y — J n (Xx), segun el ejempfo 3 de la seccion 10.4 
sabemos que 


Despues de multiplicarla por 2 xy', esta ecuacion se puede escribir como sigue: 


Integramos por partes esta ecuacion, en [0, b ] y obtenemos 
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En vista de que y = J n {Xx), el limite inferior es cero para n > 0, porque J„( 0) = 0. Cuando n = 
0 , la cantidad [xy'f+ XVy 2 es cero en x — 0. Entonces 

2A 2 J* xJ n \Xx) dx = \ 2 bV„(Xb)f + (A 2 fe 2 - n 2 )[J*(kb)Y, ( 6 ) 

en que hemos aplicado y’ = A J n '(Xx). 

Pasaremos a describir tres casos de la ecuacion (1). 

CASO | Si escogemos a 2 = 1 y fh = 0, la ecuacion (1) queda 

J„(kb) = 0. (7) 

Hay una cantidad infinita de raices positivas, x de (7) (Fig. 6.2), de modo que los valores 
propios son positivos, y estan definidos por A) = xjb. No se obtienen valores propios nuevos 
partiendo de las raices negativas de la ecuacion (7) porque J n (-x) - (-l)”J n (x). (Vease el 
problema 38 en los ejercicios 6.4.) El numero 0 no es un valor propio para alguna n porque 
J„(0) = 0 para n = 1, 2, 3 .. . , y Jo( 0) = 1. En otras palabras, si A = 0, llegamos a la funcion 
trivial (que nunca es funcion propia) para n = 1,2, 3, . . .. y para n = 0, A = 0 no satisface a la 
ecuacion (7). Cuando la ecuacion (5) se expresa en la forma xJ„'(x ) = nJ„(x ) - nJ„+\{x), de 
acuerdo con (6) y (7) se deduce que la nomia cuadrada de 7«(A,x) es 

||J„(A,*)|p = y Jl +l (Xib). ( 8 ) 

CASO II Si escogemos oli = h S 0, f3j - b, entonces la ecuacion (1) queda 

hJ„(Xb) + XhJ'„(\h) = 0. (9) 

Esta ecuacion tiene una cantidad infinita de raices positivas x\ para cada entero positivo n = 1, 
2, 3, ... • Como antes, los valores propios se obtienen partiendo de A; = x,/ 6 . El valor A = 0 no 
es valor propio para n = 1, 2, 3, . . . A1 sustituir A ibJ„\\ib) = -hJ„(Xib) en la ecuacion ( 6 ), 
encontramos que la norma cuadrada de J n {Xtx) es ahora 

i!AA*y-= Xrt>2 i 1,2 j„-(x r b). (io) 

CASO III Si h = 0 y n = 0 en ( 9 ), los valores propios A; se definen a partir de las raices de 

mb) = o. (id 

Aun cuando esta ecuacion es solo un caso especial de (9), es el unico para el cual A = 0 si es 

un valor propio. Para verlo, notemos que para n = 0, el resultado en (5) implica que 

Jo(Xb) = 0 equivale a J l (Xb)= 0. (12) 

Como Xi = 0 es una raiz de esta ecuacion y M0) = i no es trivial, llegamos a la conclusion de 

que A) = 0 si es un valor propio. Pero es obvio que no podemos aplicar (10) cuando h = 0, n = 0 

y A] = 0. Sin embargo, por la definicion de norma cuadrada, 



( 13 ) 
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Para A, > 0 podemos aplicar (10) con h = 0 y n ~ 0: 


||y„(A,x)|p = jj„ 2 ( A,b). 


(14) 


El resumen siguiente muestra las tres formas correspondientes de la serie (2). 



DEFINICION 10.7 


pm* 


IWSlIill 




X'XXX"'’"-7'Y ”p ' 

. / |' 

■ J l „ _ ' ' " . - ’.y : 

■ i■ E 

r'r. x", ’.x x : ,xr x 


■Mi 


TEOREMA 10.4 


en donde las A, se d( 


en donde las A ; se definen mediante J„{. 


en donde las A t se definen con Jq'{. 


promedio [f{x-) + /(; 
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EJEMPLO 1 


Desarrollo en serie de Fourier-Bessel 


Desarrolle f(x) = x, 0 < x < 3, en una serie de Fourier-Bessel aplicando funciones de Bessel 
de primer orden que satisfagan la condicion en la frontera Ji(*3A) = 0. 

S0LUCI0N Usamos la ecuacion (15), cuyos coeficientes c, estan dados por la ecuacion 
(16): 


Ci '■ 


3 2 / 2 2 (3Aj) 


q x 2 Ji(A,x) dx. 


Para evaluar esta integral hacemos que t-\{X y usamos la ecuacion (4) en su forma 
(d/dt)[t 2 J 2 (t)\ = t 2 Mt): 

d 


C ' = 9 A,77(3 A,) Jo Jt 
Por consiguiente, el desarrollo que buscamos es 

fix), it 


tIM m)]*= 




1 


1 A,J 2 (3A ( ) 


/i(A,x). 


EJEMPLO 2 


Desarrollo en serie de Fourier-Bessel 


Si se definen los valores propios Aj del ejemplo 1 como Ji(3A) + AJi'(3A) = 0, lo unico que 
cambia en el desarrollo es el valor de la norma cuadrada. A1 multiplicar por 3 la condicion 
en la frontera, obtenemos 3/i(3A)+ 3AJi'(3A) = 0, que ya coincide con la ecuacion (9) cuando 
h = 3, b = 3 y n - 1. Entonces, las ecuaciones (18) y (17) dan como resultado, respectiva- 
mente, 


Y 


18A,/ z (3A,) 

' = (9A 2 + 8)7| 2 (3A,) 


fix) = 18 2 


A,/;(3A|) 


(9A, : + 8) Ji 2 (3A l ) 


JMtx). 


10.5.2 Serie de Fourier-Legendre 

Por el ejemplo 4 de la seccion 10.4, sabemos que el conjunto de polinomios de Legendre, 
{?„(*)}," = 0,1,2,.. . es ortogonal con respecto ala funcion pesop(x) = 1 en [-1, 1], Ademas, 
se puede demostrar que 


\P„ix)\\ : 


P,rix) dx 


2 

2/7+7 


La serie generalizada de Fourier de los polinomios de Legendre se define como sigue. 
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DEFINICION 10.8 


_ Serie de Fourier-Legendre 

La serie de Fourier-Legendre de una funcion /definida en el intervalo (-1,1) es 


en donde 


d = 


A x ) = X C » P ”W 

/ = 0 

2n+ 1 J 1 ' 

-l' 


J f(x) P„(x) dx, 


( 21 ) 

( 22 ) 


Convergencia de una serie de Fourier-Legendre En el siguiente teorema se dan 
las condiciones de suficiencia para la convergencia de una serie de Fourier-Legendre. 


TEOREMA 10.5 


Condiciones de convergencia 


Si/y/'son continues por tramos en (-1,1), la serie de Fourier-Legendre, ecuacidn (21), 
converge hacia f( x ) en un punto de continuidad, y hacia [/(*+) +f(x-)]/2 en un punto de 
discontinuidad. " , 


EJEMPLO 3 


Desarrollo en serie de Fourier-Legendre 


Escriba los cuatro primeros terminos distintos de eero de la serie de Fourier-Legendre para 


ro 

/W = {j 


0 , - 1<*<0 
0 <r < 1. 


SOLUCION En la pagina 287 aparecen los primeros cinco polinomios de Legendre. Con 
ellos y la ecuacion ( 22 ) determinamos 


co = \ J 1 -, f(x)Po(x) dx = | J* 1 • 1 dx = | 

Cl = | \\f(x)Pi{x) dx = ^j l o l-xdx = ^ 

Cl= \ f-1 /MW dx= ^il 1 ’\ ( 3 * 2 " dx = 0 

C 3 = | f(x)Pfx) dx = n - f' o 1 . | (5x3 - 3x) dx = - ~ 

c 4 = | !*_, f(x)Pfx) dx = | J’ 1 • | (35x4 - 307 + 3) dx = 0 

c 5 = 7 1-! /MW dx = J f o 1 • | (637 - 707 +15*) dx = ~ 

1 3 7 11 

Por consiguiente, fix) = - Pfx) + - Pfx) - — P 3 (x) + — P 5 (x) +- ■ 
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Forma alternativa En sus aplicaciones, la serie de Fourier-Legendre se maneja en una 
forma alternativa. Si hacemos que x = cos 9, entonces dx = -sen 9 dd, y las ecuaciones (21) y 
(22) se transfonnan en 

f (0) = E L'nPniCOS 9) (23) 

n=0 

c„ = J’ F( 0) P «(cose) sen Odd , ( 24 ) 

donde/(cos 0) se ha remplazado con F(0). 


EJERCICIOS 10.5 - 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en d apendice de respuestas. 

- 10.5.1 

1. Halle los cuatro primeros valores propios A* definidos por /(3A) = 0. [Sugerencia: vea la 
tabla 6.1 en la pagina 283.1 

2. Encuentre los cuatro primeros valores propios A*, definidos por Jo'(2X) = 0. 

En los problemas 3 a 6 desarrolle a f(x) =1,0 < x < 2, en una serie de Fourier-Bessel con 
funciones de Bessel de orden cero que satisfagan la respectiva condicion en la frontera. 

3. / 0 (2A) = 0 4 . /o(2A) = 0 

5 . / 0 (2A) + 2A/;(2A) =0 6. J 0 ( 2A) + Ai^(2A) = 0 

En los problemas 7 a 10 desarrolle la funcion respectiva en una serie de Fourier-Bessel, usando 
funciones de Bessel del mismo orden que el indicado en la condicion en la frontera. 

I f(x) - 5*. 0 < x < 4 8. f(x) = x 2 , 0 < x < 1 

3/(4 A) + 4A/,'(4A) = 0 /(A) = 0 

9. f(x) = x 2 , 0 < x < 3 10. f(x) = 1 - x 2 , 0 < x < 1 

y,')(3A) = 0 [Sugerencia: ■ - t 1 < t.J /(A) = 0 


10.5.2 


El desarrollo como serie de Fourier-Legendre de una funcion polinomial definida en el intervalo 
(-1, 1) debe ser una serie finita. (qPor que?) En los problemas 11 y 1 2 halle el desarrollo de 
Fourier-Legendre de la funcion dada. 

ll./(x) = x 2 U.f(x) = x i 

En las problemas 13 y 14, escriba los primeros cuatro temiinos distintos de cero en el desarrollo 
de la funcion respectiva como serie de Fourier-Legendre. 

0, —1 < x < 0 

x, 0 < x < 1 


13. f(x) 


14. f(x) = e\ -1 < x < 1 
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15. Los tres primeros polinomios de Legendre son Pq(x) = 1, Pi(;c) = x y Pfft) = |(3x 2 - 1). 
Si x = cos 0, entonces /\)(cos 6) = I y Pi (cos 0) = COS 0. Demuestre que Pii cos 0) = 
i(3 cos 20 + 1). 

16. Con los resultados del problema 15 encuentre un desarrollo en serie de Fourier-Legendre, 
ecuacion (23), de F(9) = 1 - cos 28. 

17. Un polinomio de Legendre P„(x) es una funcion par o impar, dependiendo de si n es par o 
impar. Demuestre que sifes una funcion par en (-1,1), las ecuaciones (21) y (22) se 
transforman respectivamente, en 

oo 

fix) = 2 ClnPlnix) (25) 

n=0 

c 2 „ = ( 4 « + 1) \lf{x)P 2 n{x) dx. (26) 

18. Demuestre que sifes una funcion impar en ei intervalo (-1, 1), las ecuaciones (21) y (22) 
se transforman, respectivamente, en 

oo 

fix) = 2 C 2 nnPln±\ix) (27) 

n =0 

c 2 „+1 = (4 n + 3) ^Jix)P 2n+ i(x) dx. (28) 

Las series (25) y (27) tambien se pueden emplear cuando / solo esta definida en (0, 1). 
Ambas series representan afen (0, 1); pero la ecuacion (25) representa su extension par 
en (- 1 , 0 ) y la (27) su extension impar. En los problemas 19 y 20 escriba los primeros tres 
terminos distintos de cero en el desarrollo indicado de la funcion respectiva. (,Que funcion 
representa la serie en (-1, 1)? 

19. fix) = x, 0 < x < 1 ; (25) 20 . fix) = 1,0 < * < 1 ; (27) 

EMCIOOS DE REPAS0 - 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

Conteste los problemas 1 a 10 sin consultar el texto. Llene el espacio en bianco o conteste cierto 
0 falso, segun el caso. 

1. Las funciones f(x) = x 2 — 1 y f(x) = x 5 son ortogonales en [-7T, n], _ 

2. El producto de una funcion impar por otra funcion impar es _ 

3. Para desarrollar a f(x) = |x| + 1, -7T < x < 7T en una serie de Fourier se usa una serie de 


4. Como f{x) = x 2 , 0 < x < 2 no es una funcion par, no se puede desarrollar en una serie de 
Fourier de cosenos. 


5. La serie de Fourier 


fc/M ={ 0 3 / 


-7T < X < Q 


0<X<7t 


converge a 


en x = 0. 


6. La ecuacion y = 0 no es una funcion propia de problema alguno de Sturm-Liouville. 
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7. El valor A = 0 no es valor propio de problema alguno de Sturm-Liouville. _ 

8. Cuando A = 25, la funcion propia correspondiente del problema de valor en la frontera 

y” + Ay = 0, y’(O) = 0, y(n/2) = 0 es _ 

9. La ecuacion diferencial de Chebyshev (1 - x 2 )/' - xy’ + n 2 y = 0 tiene un polinomio 

soluciony= T„(x) para n = 0, 1,2,. . . El conjunto de los polinomios de Chebyshev {T„(x)} 
es ortogonal con respecto a la funcion peso _en el intervalo_ 

10. El conjunto (P,(x)} es ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) = 1 en [-1, 1], y 

Po(x) = 1. En consecuencia, J 1 P n (x) dx =_cuando n > 0. 

11. Demuestre que el conjunto 

I 77 377 577 

vsen-— x, sea- x, semx, . . . 


es ortogonal en el intervalo 0 < x < L. 

12. Encuentre la norma de cada una de las funciones del problema 11. Forme un conjunto 
ortonormal. 

13. Desarrolle f(x) - |x| - x, -1 < X < 1 en una serie de Fourier. 

14. Desarrolle/(x) = 2x 2 -1,-1 < x < 1 en una serie de Fourier. 

15. Desarrolle f(x) = e~ x , 0 < x < 1 en una serie decosenos. 

16. Desarrolle la funcion del problema 15 en forma de una serie de senos. 

17. Halle los valores y funciones propios del problema de valor en la frontera 

x 2 y" + xy’ + 9A.V = Q y’( 1) = 0, y(e) = 0. 

18. Formule una relacion de ortogonalidad para las funciones propias del problema 17. 

19. Desarrolle/(x) = i^ <X< ^como una serie de Fourier-Bessel y emplee funciones 

[d, 2 < X < 4 

de Bessel de orden cero que satisfagan la condicion en la frontera Jo(4A) = 0. 

20. Desarrolle/(x) = x 4 , -1 < X < 1, como una serie de Fourier-Legendre. 
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11.1 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales separables 

11.2 Ecuaciones cldsicas y problemas de valor en la frontera 

11.3 Ecuacion de transmision de calor 

11.4 Ecuacion de onda 

11.5 Ecuacion de Laplace 

11.6 Ecuaciones no homogeneas y condiciones en la frontera 

11.7 Empleo de series de Fourier generalizadas 

11.8 Problemas de valor en la frontera con series de Fourier en dos 

variables 

Ejercicios de repaso 


INTRODUCCION 


En este capitulo veremos dos procedimientos para resolver ecuaciones en derivadas 
parciales que surgen con frecuencia en problemas donde aparecen vibraciones, 
potenciales y distribuciones de temperatura. Estos problemas se llaman problemas 
de valor en la frontera y se describen mediante ecuaciones en derivadas parciales de 
segundo orden, que son relativamente simples. Lo que se hace es hallar las soluciones 
particulares de una ecuacion en derivadas parciales reduciendola a dos o mas 
ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Comenzaremos con el metodo de separation de variables para ecuaciones en 
derivadas parciales lineales. Su aplicacion nos regresa a los importantes conceptos del 
capitulo 10, de los valores y funciones propios, y del desarrollo de una funcion en una 
serie infinita de funciones ortogonales. 
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11.1 


ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES SEPARABLES 

EDP* lineal de segundo order ■ Homogenea ■ No homogenea ■ Solution 

■ Ecuaciones separables ■ Constante de separacion ■ Principio de superposition 

■ Clasificacion de las EDP lineales de segundo order 


Ecuaciones lineales La forma general de una ecuacion diferencial en derivadas par- 
dales lineal de segundo orden (EDP) con dos variables independientes, xyy.es 


A fH + B SlL 

dx- dxdy 


, ~d 2 U du d« 

+ C-r + D -h E — 

dy~ dx dy 


+ Fu — G, 


en que A, B, C, .. ., G son funciones de x y y. Cuando G(x, y) = 0, la ecuacion se llama 
homogenea; en cualquier otro caso es no homogenea. 


EJEMPLO 1 


La ecuacion 


EDP lineal homogenea 


d 2 u 

l ? 4 


d 2 u 

W U 


0 es homogenea, mientras que 


d 2 u du_ 


x 2 es no homogenea. 


Una solucion de una ecuacion en derivadas parciales con dos variables independientes x 
y y es una funcion u(x> y) que posee todas las derivadas parciales que indica la ecuacion y que 
la satisface en alguna region del piano xy. 

Como dice la introduccion a este capitulo, no pretendemos concentrarnos en los procedi- 
mientos de determination de las soluciones generales de las ecuaciones en derivadas parciales. 
Desafortunadamente, para la mayor parte de las ecuaciones lineales de segundo orden -aun 
con las que tienen coeficientes constantes —no es f&cil llegar a una solucion. Sin embargo, las 
cosas no estan tan mal como parecen porque casi siempre es posible, y bastante sencillo, hallar 
soluciones particulares de las ecuaciones lineales importantes que se originan en muchas 
aplicaciones. 


Separacion de variables Aunque hay varios metodos que pueden ensayarse para en- 
contrar soluciones particulares (vease los problemas 28 y 29 de los ejercicios 11. 1), s61o nos 
interesara uno: el m£todo de Separacion de variables. Cuando se busca una solucion particular 
en forma de un producto de una funcion de x por una funcion dey, como 

u( Xl y) = X(x)Y(y), 


a veces es posible convertir una ecuacion en derivadas parciales, lineal con dos variables en 
dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Para hacerlo notemos que 


— = X'Y, 
dx 


y que 


d 2 u 
dx 2 


X"Y, 


— = XY' 
dy 

^ = XY", 
dy 1 


donde la “prima” denota derivation ordinaria. 


*Nota del editor: “Hcuaci6n diferencial en derivadas parciales” se abreviar8 en “ecuacion en derivadas parciales” y 
ocasionalmente como EDP, 
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EJEMPLO 2 


Separacion de variables 
d 2 u 


Determine las soluciones producto de —4 

SO LUC ION Si u(x, y) = X(x)Y(y), la ecuacion se transforma en 

X"Y = 4xY’. 


( 1 ) 


Dividimos ambos lados entre 4 XY, con lo cual separamos las variables: 

4x' Y' 

Puesto que el lado izquierdo de esta ecuacion es independiente dey e igual al lado derecho, 
que es independiente de x, llegamos a la conclusidn que*ambos lados son independientes 
tanto de x como dey. En otras palabras, cada lado de la ecuacion debe ser una constante. En 
la practica se acostumbra escribir esta constante de separacion real como A 2 o -A 2 . 
Distinguimos los tres casos siguientes. 

CASO I Si A 2 > 0, las dos igualdades 


dan X"-4X 2 X=0 y Y’-A 2 Y = 0. 

Estas ecuaciones tienen las soluciones siguientes: 

v 2 

X= C] cosh 2Xx + ci senh 2A x y Y = ae y , 
respectivamente. Asf, una solucion particular de la ecuacion es 


u = XY 

= (c! cosh 2A* + c 2 senh2Ax)(c 3 e A2> ’) 

= A\e kly coshlkx + B\e xly senh 2 A jc, 

en que A\ = c\ciy B\ = cicj 

CASO II Si -A 2 < 0, las dos igualdades 

4x Y A 

equivalen a X" + 4A 2 Y = G Y Y’ + X 2 Y = 0 

En vista de que las soluciones de estas ecuaciones son 

x= C 4 COS 2Ax + C} sen 2A^ y Y = y , 


( 2 ) 
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respectivamente, otra solucion particular es 

u = A 2 e~ x2y cos 2 Ajc + B 2 e~ Kly sen2A*, (3) 

en donde Ai = C 4 C 6 y Bi~C^. 

CASO III Si A 2 = 0, entonces 

X" = 0 y Y’ = 0. 

En este caso X= Cyx + Cg y Y= Cg 

y entonces U - AjX + B 3 , (4) 

en donde A 3 = C7C9 y B$ = c$eg. ■ 

Se deja como ejercicio comprobar que las ecuaciones (2), (3) y (4) satisfacen la ecuacion 
del ejemplo. (Vease el problema 30, en los ejercicios 11. 1.) 

La separacion de variables no es un metodo general para hallar soluciones particulares; 
algunas ecuaciones diferenciales simplemente no son separables. El lector debe comprobar que 
la hipotesis u = XY no conduce a una solucion de d^u/dx 2 - duldy = x. 


Principio de superposicion El teorema siguiente es analogo al teorema 4.2 y se 

denomina principio de superposicion. 



En lo que resta del capitulo supondremos que siempre que haya un conjunto infinite 


Ml, M 2 , M 3 , . . . . 

de soluciones de una ecuacion lineal homogenea, se puede construir otra solucion, u, formando 
la serie infinita 

U = 'ZckUk 

k= 1 

en que las C/, 1 = 1,2,. • ■ , son constantes. 

Clasificacion de las ecuaciones Una ecuacion en derivadas parciales, lineal de se- 
gundo orden con dos variables independientes y con coeficientes constantes, puede pertene- 
cer a uno de tres tipos generales. Esta clasificacion solo depende de los coeficientes de las 
derivadas de segundo orden. Naturalmente, suponemos que al menos uno de los coeficientes 
A, B y C no es cero. 
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DEFINICION 11.1 


Clasificacion de las ecuaciones 


V •• ■ -Url.fd. 


La ecuacion en derivadas parciales lineal y de segundo orden 

A d 2 ii , D d 2 u d 2 ii dii du „ 

A —-x + B r V + c -r-X + Dzr- + Err- + Fu — 0, 

dx 2 BxBy dy 2 Bx By 

en donde A, B, C, D, Ey F son constantes reales, es 

hiperbolica si B 2 - 4 AC > 0, 
parabdlica si B 2 - 4AC = 0, 
elfptica si B 2 - 4 AC < 0. 


EJEMPLO 3 


Clasificacion de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 

Clasifique las siguientes ecuaciones: 

a2„ a2„ a2„ a2„ 

0 


(a) S _ Bu d 2 M d 2 u 

dx 2 dv dx 2 3v 2 dx 2 a ” 2 


dy dx 2 dy 
S0LUCI0N a) Escribimos esta ecuacion como 


dy 2 


0 d 2 U du _ n 

^ 1 w 

dj: 2 ay 


e identificamos de esta forma los coeficientes: A = 3, B = 0 y C = 0. En vista de que 
B 2 — 4AC = 0, la ecuacion es parabolica. 

b) Rearreglamos la ecuacion 

d 2 U d 2 U =n 
dx 2 dy 2 

y vemos que A = 1, B = 0, C = -1 y B 2 — 4AC = -4(1 X-l) > 0. La ecuacion es hiperbolica. 

c) Con A = 1, B = 0, C =1, entonces B 2 — 4AC = -4(1)0) <0, La ecuacion es elfptica. 


La explicacion detallada de por que se clasifican las ecuaciones de segundo orden sale del 
proposito de este libro, pero la respuesta esta en el hecho de que se desea resolver ecuaciones 
sujetas a ciertas condictones que pueden ser de frontera o iniciales. El tipo de condiciones 
adecuadas para cierta ecuacion depende de si es hiperbolica, parabolica o elfptica. 


EJERCIOOS 11.1 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

En los problemas 1 a 16 aplique la separacion de variables para hallar, si es posible, soluciones 
producto para la ecuacion diferencial respectiva. 
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du _ du 

L 3a ~ dy 

3. U X + Uy = u 

_ du du 
5. a — = y — 
dx 7 dy 

_ d 2 u d 2 u d 2 u _ _ 

7 's? + ^ + 5?“° 


2, 5H + 3 —= 0 

ax ay 

4. u x = u y + u 

, du , du - 
o. y — + a — = 0 
7 Aa fly 

8. y Q u = o 
' 3a: fly 


_ , 3 2 M du 

9. ~ u = 17’ 

Aa 2 flf 

, fl 2 M d 2 U 

u - a J?’7s 

n.^+Sa.o 

dx 2 fly 2 

15. + Uyy = U 


A: > 0 


10. A^ 

flA 2 


d 2 U du 


dt 


, A > 0 


, d 2 U d 2 U , flu , . „ 

“■ “ ^-1 P + 2 *a? * >0 
14.^^ + Si.O 

Aa 2 fly 2 

16. a 2 U xx -g = U t „ g = constante 


En los problemas 17 a 26 clasifique la respectiva ecuacion diferencial parcial como hiperbolica, 
parabolica o elfptica. 


17, 


d 2 U d 2 u d 2 U 
dx 2 dx dy dy 2 


-0 


18 .3^ + 5^ + ^ = D 
dx 2 dx dy dy 2 


‘’•rl + 6 /r + 9 Pl = 0 2 «. 

dx 2 dx dy dy 2 

2 i ^ = 

‘ Aa 2 flAfly 

23. ~ + 2-r—r- + T—-, + t- - 67 - = 0 


. d 2 U d. 2 u . 
dx 2 flAfly 


22 ^--^ + 2 

flAfly fly 2 Aa 


3^ = 0 
fly 2 

Am „ 


Aa 2 


flAfly fly 2 Aa fly 


74 d 2 u , A 2 m 

• ^ 2 ^~ a 2 ' ^ 

dx 2 dy 2 

2 d 2 u d 2 u 
25 u -r — —t 

Aa 7 ar 2 

27. Demuestre que la ecuacion 


.. , d 2 U du 

“•* 3 ? " 17 ' 


A > 0 


fl 2 M + 1 flu\ _ du 
dr 2 rflr/ dt 


tiene la solution en forma de producto 


u = e~ kK l (AJo(\r) + BY 0 (\r)). 


28. a) Demuestre que la ecuacion 


2 dhi _ fl^M 
0 dX 2 dt 2 

se puede escribir en la forma d 2 u/dr) d£ = 0 mediante las sustituciones £ = a + at, 
rj-X-at. 
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b) Demuestre que la solucion de la ecuacion es 

u = F{x + at) + G{x — at), 

en que F y G son funciones arbitrarias doblemente diferenciables, 

29. Halle las soluciones de —+ i ' 5 - 6 = 0 que tengan la forma u = e m+r, y_ 

d)r oxdy dy 

30. Compruebe que los productos en las ecuaciones (2), (3) y (4) satisfacen la ecuacion (1). 

31. La definicion 11. 1 se generaliza a las ecuaciones lineales con coelicientes funcion de x y 
y. Determine las regiones del piano xy para las cuales la ecuacion 

to + l)g + (, + 2^+*|+^.o 

es hiperbolica, parabolica o eliptica. 


11.2 


ECUACIONES CLASICAS Y PROBLEMAS DE VALOR EN LA FRON1ERA 

■ Ecuacion de transmision unidimensional de color u El laplaciano 

■ Ecuacion de Laplace con dos variables M Condi clones iniciales 

■ Tipos de condiciones en la frontera ■ Problemas de valor en la frontera 
m Ecuaciones en derivadas parciales clasicas modificados 


Durante el resto de este capitulo nos ocuparemos principalmente en hallar soluciones en forma 
de producto de las ecuaciones en derivadas parciales 


, d 2 u _ dll 


_ 7 d 2 U 
dX 2 


a~ 


k> 0 


d 2 U 

w 


d 2 U + d 2 u _ 
dx 2 dy 2 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


o pequefias variaciones de las mismas. A estas ecuaciones clasicas de la fisica matematica se 
les conoce, respectivamente, como ecuacion en una dimension del calor, ecuacion de onda 
unidimensional y ecuacion de Laplace en dos dimensiones. “En una dimension’' indica que 
X representa una dimension espacial y que l representa al tiempo. La ecuacion de Laplace se 
abrevia V 2 u = 0 , donde 


V 2 u 


d 2 U d 2 U 

dx 2 dy 2 


es el laplaciano en dos dimensiones de la funcion u. En tres dimensiones, el laplaciano de u es 


d 2 U , d 2 U , d 2 U 

V 2 u — — r + —^ + ~ri- 

dx 2 dy 2 dz 2 
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Observese que la ecuacion (1) de transmision de calor es parabolica, la ecuacion de onda (2) 
es hiperbolica y la ecuacion de Laplace (3) es eliptica. 

Ecuacion de transmision de calor La ecuacion (1) se origina en la teoria del flujo 
de calor; esto es, el calor transferido por conduccion en una varilla o alambre delgado. La 
funcion u(x, t ) es la temperatura. Los problemas de vibraciones mecanicas conducen con 
frecuencia a la ecuacion de onda (2). Para los fines que se analizan aqui, una solucion u(x, t) 
de la ecuacion (2) representa el desplazamiento de una cuerda ideal. Por ultimo, una solucion 
u(x, y ) de la ecuacion (3) de Laplace se puede interpretar como la distribucion de estado estable 
(esto es, independiente del tiempo) de la temperatura en una placa delgada y bidimensional. 

Aun cuando debamos hacer muchas hipotesis simplificadoras £0 no?, vale la pena ver como 
se originan ecuaciones como la (1) y la (2). 

Supongamos que una varilla circular delgada de longitudZ tiene una seccion transversal de 
area A y que coincide con el eje x en el intervalo [0, L] (Fig. 11. 1). Tambien supongamos que 


seccion transversal dc iirea A 


0 x x + Ax L 


X 


HGURA II. 1 


■ El flujo de calor dentro de la varilla s61o tiene la direcdon X, 

■ La superficie lateral, o' curva, de la varilla esta aislada; esto es, no escapa calor de esa 
superfide. 

■ No se genera calor dentro de la varilla 

■ La varilla es homogenea — es decir, su masa por unidad de volumen p es constants 

■ El calor especffico 7 y la conductividad termica del material de la varilla K son 

constantes. 

Para derivar la ecuadon diferencial pardal que satisface la temperatura u(x, t), necesitamos 
dos leyes empiricas de la conducdon de calor 

i) La cantidad de calor Q enun demento de masa m es 

Q = y mu, (4) 

donde uesla temperatura dd demento. 

ii) La tasa de flujo de calor Q, a traves de la seccion transversal de la figura 11.1 es 
proporcional al area A de esa seccion y a la derivada parcial de la temperatura con 
respecto a x: 


Q t = -KAu x . 


(5) 


Puesto que el calor fluye en direcdon de la temperatura decnedente se incluye el signo menos 
en la ecuacion (5) a fin de asegurar que Q t sea positivo para u x < 0 (flujo de calor hacia la 
deiecha) y negativo para U x > 0 (flujo de calor hada la izquienda). Si el corte circular de la varilla 
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(Fig. 11.1) entre x y-x + Ax es muy delgado, cabe suponer que u(x, t) es la temperatura 
aproximada en todo punto del intervalo. Ahora bien, la masa del code es m = p(A Ax), de manera 
que, segun la ecuacion ( 4 ), la cantidad de calor en el es, 

0 = ypA Ax u. (6) 

Ademas, cuando el calor lluye hacia la direccion de las x positivas, vemos que, de acuerdo con 
la ecuacion (5), ese calor se acumula en el code con la razon neta 

-KAu x (x, t ) - [~KAu x (x + Ax, t)] = KA[u x (x^+ Ax, t) - u x (x, t)]. (7) 

A1 diferenciar la ecuacion ( 6 ) con respecto a t vemos que esa razon neta tambien esta expresada 

por 


Q, = ypA Ax u,. (8) 

Igualamos (7) y ( 8 ), y de ello resulta 

K uAx + Ax, f) - u x (x, t) 

yp Ax v ’ 

Tomamos el limite de esta ecuacion cuando Ax 0, y llegamos a la ecuacion (1) en la forma* 

K 

— U xx = u t . 

YP 

Se acostumbra que k = KJyp y llamar difusividad termica a esta constante positiva. 

Ecuacion de onda Se tiene una cuerda de longitud L, -como una cuerda de guitarra-, 
estirada entre dos puntos en el eje x: por ejemplo, x = 0 y x = L. Cuando comienza a vibrar, 
supongamos que el movimiento se lleva a cabo en-el piano xy, de tal modo que cada punto de 
la cuerda se mueve en direccion perpendicular al ejex (vibraciones transversales). Como vemos 
en la figura 11 .2(a), u(x, t ) representa el desplazamiento vertical de cualquier punto de la cuerda, 
medido a partir del eje.x, cuando t > 0. Ademas se supone que: 

■ La cuerda es perfectamente flexible. 

■ La cuerda es homogdnea esto es, p, su masa por unidad de longitud, es constante. 

■ Los desplazamientos u son pequeflos en comparacion con la longitud de la cuerda. 

■ La pendiente de la curva es pequena en todos sus puntos. 

■ La tension T actua tangente a la cuerda y su magnitud T es la misma en todos los puntos. 

■ La tension es considerable en comparacion con la fuerza de gravedad. 

■ No hay otras fuerzas externas actuando subre la cuerda. 

En la figura 11 • 2 (b), las tensiones T] y T 2 son tangentes a los extremos de la curva en el 
intervalo [x, x + Ax] .-Para 8 \ y 82 pequenos, la fuerza vertical neta que actua sobre el elemento 
As correspondiente de la cuerda es, por consiguiente, 


*Recordamos, del calculo difrencial, que u a 


s lim U x jx + Ax,t)-u x (x,i) 
Ax-»o A x 
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(a) 



(b) 

RGURA II .2 

T sen 62 -T sen 6 \ « T tan 62 - T tan 0\ 

= T[u x {x + Ax, t) - u x (x, f)],* 

en donde T = |Tjj = |T 2 |. Ahora, p As = p Ax es la masa de la cueida en [x, x + Ax] y al aplicar 
la segunda ley de Newlm obtenemos 

T[u x (x + Ax, f) - u x (x, t)] = p Ax u„ 
u x (x + Ax, f) u x (x, t) p 

0 sea Ax r““' 

Si se toma el Unite cuando Ax —> 0, esta ultima ecuacion se transforma en u xx = {plT)u tt . Esto 
es la ecuadon (2) en que a 2 = Tip. 

Ecuacion de Laplace Aunque no pesentaremos su derivadon, esta ecuadon en dos o 
ties dimensiones siu'gc en problemas independientes del tieiupo que condemen potendales 
como el eledrostatico, el gravitadonal y la veloddad en mecanica de fluidos. Ademas, una 
soludon de la ecuadon de Laplaee se puede inteipietai - como la distribudon de teiuperatura 
en un estado estable. Scgiin la figura H .3, una soludon uix, t ) podna representiir la temperaura 
que vana de un punto a otro -pern no con el tiempo- en una placa lectangulai - . 

Con fiecuenda hay que hallai - las soludones de las ecuadones (1), (2) y (3) que satisfagan 
dertas condidones adidonales. 

Condiciones iniciales Puesto que las soludones de las ecuadones (1) y (2) dependen 
del tiempo t, podemos indicar que sucede cuando t = 0; esto es, podemos establecer las 


*tan 82 = + Ax, t) y tan 01 = M*(x, 0 son expresiones equivalentes para la pendiente. 
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condiciones iniciales (Cl). Si fix) representa la distribuci6n inicial de temperatura en la varilla 
de la figura 11 . 1 , entonces una solucion u(x, f) de ( 1 ) debe satisfacer la condicion inicial unica 
u(x, 0) =/(x), 0 < x < L. Por otro lado, en el caso de una cuerda vibratoria es posible especilicar 
su desplazamiento (o forma) inicial f(x) y su velocidad inicial g(x). En terminos matem&ticos, 
se busca una funcion u(x, t ) que satisfaga la ecuacion ( 2 ) y las dos condiciones iniciales: 

= g(x), 0 <x<L. (10) 

Por ejemplo, la cuerda se puede tocar como muestra la figura 11.4, soltandola del reposo 

(800 = 0 ). 


“O. ») = /«. 



FIGURA 11.4 

Condiciones en la- frontera La cuerda de la figura 11.4 esta fija en el eje x en X = 0 y 
x - L. Esto lo traducimos en las dos condiciones en la frontera (CF) siguientes: 

u( 0, t) = 0, u(L, t) = 0, t> 0. 

Notese que en este contexto la funcion /es continua en la ecuacion (10) y, en consecuencia, 
/( 0 ) = 0 y f(L) = 0. En general hay tres tipos de condiciones en la frontera relacionadas con 
ecuaciones como la ( 1 ), (2) o (3). En una frontera podemos especificar los valores de una de 
las siguientes cantidades: 


... ..Jw 

0 «. ") 3 „. 


o bien 


.... du , 
m) + nu, 
dn 


h constante. 
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Aquf duldn representa la derivada normal de u (la derivada direccional de u en la direccion 
perpendicular a la frontera). Una condicion a la frontera del primer tipo, i), se llama condi¬ 
cion de Dirichlet; del segundo tipo, ii), condicion de Neumann, y del tercer tipo, iii), 
condicion de Robin. Por ejemplo, cuando t > 0, una condicion frecuente en el extremo derecho 
de la varilla en la figura 11. 1 puede ser 

i)’ u{L, t) = mq, mo = constante, 


a)' 


ck 

dx 


x~L 


o bien 



x-L 


-h(u(L, t) - u m ), h > 0 y u m constantes. 


La condicion i)’ tan solo expresa que la frontera x = L se mantiene a una temperatura Uq 
constante en todo momenta t > 0 por algun medio. La condicion ii)' indica que la frontera x = 
L esta aislada. Segun la ley emplrica de la transmision de calor, el flujo del mismo a traves de 
una section (esto es, la cantidad de calor por unidad de area y por unidad de tiempo que es 
conducida a traves de la frontera) es proporcional al valor de la derivada normal duldn de la 
temperatura u. Asl, cuando la frontera x-L esta termicamente aislada, no entra ni sale calor 
de la varilla y 


— 0 . 

dx *=l = 

Podemos interpretar que la condicion iii)’ representa el calor que se pierde del extremo derecho 
de la varilla al estar en contacto con un medio como aire o agua, que permanece a una 
temperatura constante. Segun la ley de Newton del enfriamiento, el flujo del calor que sale de 
la varilla es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la misma u(L, t) en el extremo 
y la temperatura u m del medio que la rodea. Observamos que si se pierde calor del extremo iz- 
quierdo, la condicion en la frontera es 

^ =h(u(0,t)-u m ). 

dX i =0 


El cambio de signo algebraico concuerda con la hipotesis de que la varilla tiene una temperatura 
mayor que el medio que rodea sus extremos; de manera que, m(0, t) > u m y u(L, t) > u m . En x = 
0 y x = L, las pendientes de u x ( 0, t) y u x (L, t) deben ser positiva y negativa, respectivamente. 

Esta claro que podemos especificar condiciones distintas al mismo tiempo en los extremos 
de la varilla; por ejemplo, 


— 0 and u(L,t) = Uf). f>0. 

dx i=0 = 

Notese que la condicion en la frontera (CF) en /)' es homogenea si uq = 0; ahora bien, si 
Mo ^ 0, es no homogenea. La condicion en la frontera //)' es homogenea y en iii)’ es homogenea 
si M m = 0 y no homogenea si u m * 0. 
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Problemas de valor en la frontera Los problemas como 

Resolver: = 0 <x<L, t> 0 

dx 2 dt 2 


Sujeta a: (BC) u( 0, t) = 0, 


u(L. t) = 0, t > 0 


(IC) u{x,0) = f(x), — =g(x), 0 <x<L 

at (=o 


Resolver: 


Sujeta a: 


d 2 u d 2 u „ , A , , , 

—I + = 0 <•*<«, 0 <y<b 

dx 1 by L 

— =0, — 0, 0 <y<b 

(BC) dx i=o bX = ’ 7 

u(x, 0) = 0, u(x,b)=f(x), 0 <x<a 


se Daman problemas de valor en la frontera. 

Modificaciones Las ecuadones diferEneiales parciales (1), (2) y (3) se deben modificar 
para tener en cuenta los lactates intemos o extemos que actiian sobte el sistema fisico. Fonnas 
mas generates de las ecuadones de transmLsion de calor y de onda en una dimension son, 
respectivamente, 

, d 2 U , , _du 

k dx 2 + G ( x ’ ( ’ u ) dt (13) 

Y fl2 ^ + Fb't, U,u t ) = (14) 

Por ejemplo, si hay flujo de calor de la superfide lateral de una variDa hada el medio que la 
rodea, y este se mantiene a una temperatura constante u m , L ecuadon (13) de transmision de 
calor es 

, d 2 u , , , du 

k —- - h(u - u m ) = —. 
dx 2 v ’ dt 

En la ecuadon (14), la lundon F puede representar las fiiazas que actuan sobte la cueida; por 
ejemplo, cuando se consideran las luerzas extemas de fiiccion y de restauradon elastica, la 
ecuadon (14) adopta la forma 

2 , r/ \ 9 U 9u I /. 

" a? /(M) = ¥ 9( k 

T t t 

fuerza fuerza de fuerza de 

externa amortiguamiento restauracion 


Observation 


En el analisis de una gran variedad de fenomenos flsicos se llega a ecuaciones como la (1 ), (2) 
o (3), o sus generalizaciones donde interviene una mayor cantidad de variables espaciales; 
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por ejemplo, en ocasiones la ecuacion ( 1) se denomina ecuacion de difusion porque la dhusion 
de sustancias disueltas en una solucion es analogs al flu jo de calor en un soliclo. En este caso, 
la funcion u(x, t ) que satisface la ecuacion dHeiencial, repiesenta la concentiacion de la 
suslancia disuelta. De igual forma, la ecuacion ( 1) surge en el estudio del fiujo de la elec trie idad 
por un cable largo o li'nea de transmlsion. En este cpntexto, la ecuacion ( 1) se llama ecuacion 
del telegrafo. Se puede demosbarque, bajo ciertdS hipotesis, la conientB y el voltaje en el 
conductor son fonciones que Sdtisfacen dos ecuaciones de forma identica a la de ( 1), La ecuacion 
de onda (2) tambien apaiece en la teoria de las h'neas de tiansmision con alta fhecuencia, en 
mecanica de fluidos, acusdca y elasbcidad. La ecuacion (3) de Laplace, se maneja en problemas 
tecnicos de desplazamientos esta tic os de membranas. 


EJERCICIOS 112- 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

En los problemas 1 a 4, una varilla de longitud L coincide con el eje x en el intervalo [0, LJ. 

Plantee el problema de valor en la frontera. para la temperatura u(x, t). 

1. El extremo izquierdo £e mantiene a la temperatura cero y el derecho esta aislado. La 
temperatura inicial en toda la varilla es f(x). 

2. El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura up y el derecho, a u\. La temperatura 
inicial es cero en toda la varilla,. 

3. El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura 100 y hay transmision de calor desde 
el extremo derecho hacia el ambiente, que se encuentra a la temperatura cero. La tempe¬ 
ratura inicial en toda la varilla es f{x). 

4. Los extremos estan aislados y hay flujo de calor de la superficie lateral hacia el medio que 
la rodea, el cual esta a la temperatura 50. La temperatura inicial en toda la varilla es 100. 

En los problemas 5 a 8, una cuerda de longitud L coincide con el eje x en el intervalo [0, LJ. 

Plantee el problema de valor en la frontera para el desplazamiento u(x, t). 

5. Los extremos estan fijos en el eje x. La cuerda parte del reposo desde el desplazamiento 

inicial x(L —x). 

6. Los extremos estan fijos en el eje x, Al principio, la cuerda no esta desplazada, pero tiene 
la velocidad inicial sen(7rx/L). 

7. El extremo izquierdo esta fijo en el eje x, pero el derecho se mueve transversalmente de 
acuerdo con sen irt. La cuerda parte del reposo desde un desplazamiento inicial/(x). Para 
t > 0, las vibraciones transversales se amortiguan con una fuerza proporcional a la 
velocidad instantanea. 

8. Los extremos estan fijos en el eje x y la cuerda esta inicialmente en reposo en ese eje. Una 
fuerza vertical externa, proporcional a la distancia horizontal al extremo izquierdo, actiia 
sobre la cuerda cuando t > 0. 

En los problemas 9 y 10, plantee el problema de valor en la frontera para la temperatura u(x, y) 

de estado estable. 

9. Los lados de una placa rectangular delgada coinciden con los de la region definida por 
0 < X S 4,0 < y < 2. El lado izquierdo y la cara inferior de la placa estan aislados. La cara 
superior se mantiene a la temperatura de cero y el lado derecho a la temp.,/^). 
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10. Los lados de una placa semiinfimta coinciden con los de la region definida por 0 ^ x ^ 7T, 
y > 0. El lado izquierdo se mantiene a la temperatura e~ y , y el derecho a la temperatura 1 00 
cuando 0 < y ^ 1 y a cero cuando y > 1. La cara inferior permanece a la temperatura f(x). 


11.3 


ECUACION DE TRANSMISION DE CALOR 

■ Solution de un problema de valor en la frontera por separation de variables 

■ Valores propios | Funtiones propias 


Una varilla delgada de longitud L tiene una temperatura inicial/(x) y sus extremos se mantienen 
ala temperatura cero en todo momento t > 0. Si la varilla de la figura 11.5 satisface las hipotesis 
de la pagina 484, el problema de valor en la frontera establece su temperatura u(x, t ) 


. d 2 U du „ 

k —; = —, 0<x<L, f>0 
dx 2 dt 

(1) 

u(0, t) = 0 , u{L,t)~ 0, r>0 

(2) 

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L. 

(3) 


M=0 M = 0 



0 L x 


FIGURA II ,5 


Con el producto u = X(x)T(t) y la constante de separation -A 2 , llegamos a 



T'_ 

X kT A 

(4) 

ya 

X" + \ 2 X = 0 
r + fcA 2 r = o 

(5) 


X = C\ cos Ax + c-i sen Ax 
r=c 3 e-* A \ 

(6) 


u(0, t) = X(O) T(t) = 0 
u(L, t) = X(L)T(t) = 0, 

(7) 

Ahora bien, como 

o 

II 

O 

II 

O 



o 

II 

^ - s 

II 

a 



debemos tener X(O) = 0 y X(L) = 0. Estas condiciones homogeneas en la frontera, junto con la 
ecuacion homogenea ( 5 ), son un problema normal de Sturm-Liouville. A1 aplicar la primera de 
estas condiciones a la ecuacion (6) obtenemos c\ = 0, de inmediato. En consecuencia 
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X = C 2 sen Xx. 

La segunda condition en la frontera implica que 

X(L) = C 2 sen XL = 0. 

Si C 2 = 0, entonces X = 0, de modo que u - 0. Para obtener una solucion u no trivial, se debe 
cumplir Ci + 0, y de este modo la ultima ecuacion se satisface cuando 

sen XL = 0. 

Esto implica que XL = 1TK, o sea X = nirlL, donde n - 1, 2, 3, . . . . Los valores 

A = — n = 1,2,3,... (8) 


y las soluciones correspondientes 

X = c 2 sen^x, n = 1,2,3,.-• ( 9 ) 

son los valores propios (0 eigenvalores ) y las funciones propias (0 eigenfunci ones) respecti- 
vamente, del problcma. 

Segun la ecuadon (7),- T = cie~ k( - n 11 IL por consiguiente 

u n = XT = A n e~ k (" 2 ’ 2lL2) ' sen^-x, (10) 

en donde hemos reemplazado la constante C 2 C 3 por A n . Los productos u„(x, t) satisfacen la 
ecuadon en derivadas pandales ( 1 ) y las condidones en la fnintcra ( 2 ) para todo valor del 
entero positivo n.* Sin embargo, para que las funciones que aparecen en la ecuacion (1) 
satisfagan la condidon inidal (3), tendnamos que definir el coefidente A n de tal forma que 

n 77 

u n (x , 0) = f(x) = A„ sen— x. (11) 

L/ 

En general, no esperamos que la condidon (11) se satisfaga con una elecdon aibitraira, aunque 
razonable, de f en consecuencia, tenemos que admitir que u„(x, t) no es una solucion del 
problems dado. Ahora bien, por el principio de superposidon, la lundon 

CO 00 

u(x, t) = 2 u„ = ^ A n e~ k{nVlLl) ' sen^fx (12) 

«=i «=t L 

tambien debe satisfacer, aunque formalmente, la ecuacion (1) y las condiciones (2). La 
sustitudon de t = 0 en la ecuadon ( 12 ) implica 


u(x, 0) - f(x) = ^ A„ sen— x. 

n=l L 


^El lector debe comprobar que si la constante de separation se define como A 2 = 0, 0 como A 2 > 0, la unica solucion de 
(1) que satisface las condiciones (2) es u = 0. 
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Se advierte que esta ultima expresion es el desarrollo de / en una serie de senos de mitad de 
intervalo. A1 identificar A„ = b„, n = 1,2,3, entonces, de acuerdo con la ecuacion (5) de la 
section 10.3, 

A n = ~ Jq f(x) seny^ x dx. 


Concluimos que una solucion del problema de valor en la frontera descrito en (1), (2) y (3) esta 
dada por la serie infinita 


«(*, t) = y Jj ( J o L f(x) sen ~x dx 


, ntr 
sen—x. 

i-j 


En el caso especial en que u(x, 0) = 100, L — 7T y k = 1, el lector debe comprobar que los 
coeficientes A n estan dados por 

„ _ 200 ri - c-d-“ 

A n 

- n 


de modo que 


, , 200A 

U{X, t) =- 2j 

V n =1 


1 - ("I)"' 


e " 2, sen nx. 


(13) 


con ayuda de un sistema algebraico de computacion (SAC), en la figura 11.6 mostramos 
las graficas de la solucion u{x, t) en el intervalo [0,7r] para varios valores del tiempo t, La 
grafica confirma lo que es evidente en la ecuacion (13), principalmente que u(x, t) —» 0 cuando 

t —> 


u 



FIGURA II .6 


EJBRCIOOS 11.3 


Las respuestas a Josproblemas nones se encuentran en el apendice de respuestas 


En los problemas 1 y 2 resuelva la ecuacion de transmision de calor (1) sujeta a las condiciones 
respectivas. Suponga una varilla de longitud L, 


1. «(0, t) = 0, u{L, t) = 0 


u(x, 0) 


1 , 0 < x < LI2 
0, LI2<x< L 


2 . u{ 0, t) = 0, u(L, t) = 0 
u(x, 0) = x(L - x) 


3. Halle la temperatura u(x, t) en una varilla de longitud L cuando la temperatura inicial en 
ella es f(x) y los extremos, x - 0 y x - L, estan aislados. 
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4. Resuelva el problema 3 para 


L = 2 y f(x) = 



0<x<l 

1 <x<2' 


5. Suponga que se pierde cal or a travds de la superficie lateral de una varilla delgada de 
longitud L, el cual pasa al medio ambiente que esta a la temperatura cero. Si se aplica la 
ley lineal de transferencia de calor, la ecuacion adopta la forma ktfu/dx 2 - hu= du/dt, 0 < 
x < L, { > 0, donde h es una constante. Halle la temperatura u(x, si la temperatura inicial 
en toda la varilla es f{x) y los extremos x = 0 y x = £ estan aislados (Fig. 11 .7). 

6. Resuelva el problema 5 cuando los extremos x = 0 y x = I se mantienen a la temperatu¬ 
ra cero. i" 


aislado 


0 ” 

—f- 1-1 t—W 


aislado 


transmision de calor 
de la superficie 

lateral de la varilla 


HGURA II .7 


11.4 


ECUACION, DE ONDA 


I Solution de un problema de valor en lafrontera por separacion de variables 
I Ondas estacionarias ■ Modos normales ■ Primer modo normal 
I Frecuencia fundamental ■ Armonicas 


Ya podemos resolver el problema (11) de valor en la fientera de la secrion 11 -2, El desplaza- 
miento vertical u(x, t ) de la cucitla vibratoria de longitud L se muestra en la figura 1 1 .2a), y se 
detennina a paitir de 


1 d 2 u ._ d 2 u 
dx 2 dl 2 ’ 
u{ 0, t) = 0, 

u(x, 0) = f(x), 


0 <x<L, t> 0 


u(L,t)=0, t>0 


du 

dt 


1=0 


= g(x). 


0 < x < L. 


Separamos variables en (1) para obtener 

K = IL-- X 2 

X a 7 T 

de modo que X" + \ 2 X= 0 y T" + \ 2 a 2 T = 0, 

en consecuencia 

X = C\ cos Ax + C2 senhx 
T = c 3 cos hat + c 4 senAat. 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 
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Como antes, las condiciones (2) en la frontera se traducen en2f(0) = 0 yX(L) — 0. As! vemos que 

Ci = 0 y Ci sen XL = 0. 

Esta ultima ecuacion define los valores propios A= wr/L, donde n = 1,2,3, ■ • • • Las funciones 
propias respectivas son 


tin 


X= c 2 sen— x, n = l, 2 , 3 ,.... 

Zv 


Las soluciones de la ecuacion (1) que satisfacen las condiciones en la frontera (2) son 

( a , n • n7Ta n7T 

u n = I A„ cos -j-t + B n sin —j— 1 1 sen— x 


/ , v< 1 a nn a , n - n “ u 1 

u(x,t) = 2 j \ A„cos-j~t + B„sen-j-t js en - x 


rna 


(4) 

(5) 


Con t = 0 en (5) obtenemos 


u(x, 0) = f(x) = sen— jc. 


n=l 


que es un desarrollo de f en forma de serie de senos, de m/tad de intervalo. Igual que cuando 
describimos la ecuacion de transmision de calor, podemos definir A n = b„'. 


A„ = y\ L f( x ) sen^- x dx. 

Z-/ J 0 Jj 


( 6 ) 


Para determinar B„, derivamos la ecuacion (5) con respecto a te hacemos I = 0: 


du 




n =1 


nna nna 
-sen—— 


t + B„ 


nna 


-cos 


nna \ nn 

7r' / ) sen T J 


du 

dt 


1=0 


, s f/„ nna) nn 
= g(x) = Z( 5 « — J sen—x 


n=1 


Para que la ultima serie sea desarrollo de g en senos de m/tad de intervalo en el intervalo, el 
coeficiente total, B n mra(L debe estar en la forma de la ecuacion (5) de la seccion 10.3, 0 sea 


nna Zcl nn , 

5 "T = iJo g(x) s ™r xdx ’ 


de donde obtenemos 


B„ = 


2 (l nn , 

- g(x) sen —x dx. 

nna Jo 0 L 


(7) 


La solucion del problema esta formada por la serie (5), con A„ y B„ definidos por (6) y (7), 
respectivamente. 

Observese que cuando la cuerda se suelta partiendo del reposo, g(x) - 0 para toda x en 
0 < x ^ 1 y> en consecuencia, B n = 0. 
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Ondas estacionarias De la obtencion de la ecuacion de onda, en la seccion 11.2, 
recordamos que la const ante a que aparece en la solucion del problema de valor en la frontera 
(1), (2) y (3), es V Tip , donde p es la masa por unidad de longitud y T la magnitud de la tension 
de la cuerda. Cuando T es sulicientemente grande, la cuerda vibratoria-produce un sonido 
musical, originado por ondas estacionarias. La solucion (5) es una superposition de soluciones 
producto, llamadas ondas estacionarias o modos normales: 

u(x, t ) = Ui(x, t) + u 2 (x, t) + u 2 (x, t) + ••. . 

De,acuerdo con las ecuaciones (6) y (7) de la seccion 5.1, las soluciones producto (4) se pueden 
escribir en la forma 

u n (x, t) = C„ sen I — t + <f> n 

en donde C„ = V A„ 2 + B n 2 y (p'n esta definido por sen <p n = A„IC n y cos 4> n = Para n = 1, 
2,3, ...las ondas estacionarias son, en esencia, las graficas de sen(w7rx/Z,) con amplitud variable 
en el tiempo, 

„ (mra , . \ 

C„sen( — f + 4> n j. 



En forma alternativa, de acuerdo con la ecuacion (8), vemos que en un valor fijo de x, cada 
funcion producto u„{x, i), representa un movimiento armonico simple, cuya amplitud es 
C„|sen(«7rx/Z,)| y ciiya frecuencia es/, = na/2L. En otras palabras, cada punto en una onda 
estacionaria vibra con distinta amplitud, pero con la misma frecuencia. Cuando n ~ 1, 


na 


Ui{x, t) = Ci sen I — t + (frjsen—x 


y se llama primera onda estacionaria, primer modo normal o modo fundamental de 
vibracion. En la figura 11.8 se presentan las primeras tres ondas estacionarias o modos 
normales. Las graficas punteadas representan las ondas estacionarias on distintos valores del 



(a) Primera onda estacionaria 

nodo 



2 - 

(b) Segunda onda estacionaria 

nodos 



3 3 

(c) Tercera onda estacionaria 


HGURA II .8 
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tiempo. Los puntos del intervalo (0, L ) para los que sen(« 7 rx/Z) = 0, corresponden a puntos de 
una onda estacionaria en los que no hay movimiento. Estos puntos se denominan nodos; por 
ejemplo, en las figuras 11 ,8b) y c) se ve que la segunda onda estacionaria tiene un nodo en LI2 
y que la tercera tiene dos nodos, en LI3 y en 2Z/3. En general, el «-esimo modo normal de 
vibration tiene n - 1 nodos. 

La frecuencia 

f= j. = ± li 

n 2 L 2Lyp 

del primer modo normal se llama frecuencia fundamental o primera armonica y se relaciona 
directamente con la altura del sonido que produce un instrumento de cuerda. Mientras mayor 
es la tension de la cuerda, mas alto (agudo) sera el sonido que produce. Las’ frecuencias f n de 
los demas modos normales, que son multiplos enteros de la frecuencia fundamental, se llaman 
armonicas o sobretonos. La segunda armonica es el primer sobretono y asi sucesivamente. 


EJERCICIOS 11.4 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

Resuelva la ecuacion de onda (1), sujeta a las condiciones citadas en los problemas 1 a 

1. u(0,f) = 0, u(L, f) = 0 2. m(0, t) = 0, u(L, t) = 0 


u(x, 0) - ~x{L — x), — =0 

' 4 v ’at i=o 

3. u(0, t) = 0, u(L, t) = 0 
u(x, 0), como se especifica en 

latigurall.9 — =0 

dt i=o 

5. m(0, t) = 0, u(ir, t) = 0 

u(x, 0) = 0, ^ = senx 

8t =o 


u(x, 0) = 0, ^ = x(L - x) 

dt i=0 

4. u(0, t) = 0, u(n, t) = 0 
u(x, 0) = jx(rr 2 x 1 ), 

du „ 

dt r=0 : 

6. m(0, t ) = 0, u(l't) = 0 

u(x, 0) = 0.01 sen 3ttx, 

du 0 

dt (=0 = 


7. u( 0, t ) = 0, u(L , t) = 0 
( 2 hx 
L ’ 


u(x. 0) 


0<a:< 


L 


2h 1 - 


x< L 


du 

dt (=0 



FIGURA 11.9 
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La constante h es positiva pero pequena, en comparac!6n con L\ esto se llama “problema 
de la cuerda rasgada”. 


8 . 


— = o — 

dx i=0 ’ dx\ r-L 

u(x, 0) =X, — 

u t 


= 0 
= 0 


Este problema podria describir el desplazamiento longitudinal u(x, t ) de una barra elastica 
vibratoria. Las condiciones en la frontera, para x = 0 y x = L, se llaman condiciones del 
extremo libre (Fig. 11. 10). 


—| u(x, I) 




2^ 


-I-H-H-*-—I- 

- ---v _L ^ _L » —i 

\t % r -v 


FIGURA 11.10 


9. Una cuerda se tensa y se asegura en el eje x en x = 0 y en x = 7r para ( > 0. Si las vibraciones 
transversales se presentan en un medio con una resistencia proporcional al movimiento a 
la velocidad instantanea, la ecuacion de onda toma la forma 


d 1 U d 2 « , „ n du 


0 < /3 < 1, 


f > 0, 


Halle el desplazamiento u(x, t) si la cuerda parte del reposo desde un desplazamiento inicial 

fix). 

10. Demuestre que una solucitin del problema de valor en la frontera 


+ U, 0 < X < IT, (>0 


dx 2 dt 
u( 0, t) = 0, 

u(x, 0) = { ’ 

in - x 


u(n,t) = 0, t> 0 
0 < x < nl2 
, nl2^x<n 


=0, 0<x<n 

dt i=o 


es 


A 00 f-lU+l 

u(x, /) = - V \ > 2 , sen(2A: - l)x cos V(2k -1) 2 + I t. 

n k={ {Ik — 1) 


11. El desplazamiento transversal u{x, t) de una viga vibratoria de longitud L esta determinado 
por una ecuacion diferencial parcial de cuarto orden 
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Si la viga esta simplemente apoyada (Fig, 11. 1 1), las condiciones en la frontera (CF) y 
condiciones iniciales (Cl) son 


u{ 0 , t ) = 0, 


d 2 U 

dx 2 x=0 


l>, 


u(L,t) = 0, 
d 2 u 


dx 2 x=L 


= 0 , 


f>0 
t> 0 


u(x , 0) -f{x). 


du 

dt <=o 


= g(*)> 


0 <x < L. 


Determine u(x, t). [Sugerencia: por comodidad, use A 4 en lugar de A 2 a l separar variables.] 



FIGURAII.il Viga simplemente apoyada 


12. ^Cudles son las condiciones en la frontera cuando los extremos de la viga del problema 11 
estan empotrados en x = 0 y x = LI 

13. En el problema de valor en la frontera expresado en las ecuaciones (1), (2) y (3) de esta 
seccion, si g(x) = 0 en 0 <x < L, demuestre que la solucion del'problema se puede expresar 
en la forma 


u(x, t) = - [/(* + at) + f(x - at)]. 


[Sugerencia: aplique la identidad 2 sen 6 \ cos 62 = sen(0j + 62 ) + sen(<?i “ df).] 

14. El desplazamiento vertical «(x, /) de una cuerda infinitamente larga estd determinado por 
el problema de valor inicial 


2 d 2 U _ d 2 U 

' dx 2 dt 2 ' 


-00 < X < 00 , t > 0 


u{x, 0) = fix), 


du 

dt 1=0 


= *(*)• 


el cual se puede resolver sin separar las variables. 

a) De acuerdo con el problema 28 de los ejercicios 11.1, la ecuacion de onda se puede 
expresar en la forma dPu/drjdt; = 0 con las sustituciones £ = x + at y T] = x - at. S t 
integramos la ultima ecuacion diferencial parcial con respecto a rj y despuds con 
respecto a £, veremos que w(x, /) = Fix + at) + G(x * at) es una solucion de la ecuacion 
de onda, donde F y G son funciones arbitrarias dos veces derivables. Emplee esta 
solucion y las condiciones iniciales dadas para demostrar que 

Fix) = l, f(x) + Y a f* o g( s ) ds + c 

Gix) = ~f(x) ~ j- a /^( s ) ds ~ 


Y 
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en que xo es arbitraria y c es una constante de integration, 
b) Aplique los resultados de la parte a) para demostrar que 

u(x, t) = | [fix + at) + f{x - at)] + ~ g(s ) ds. ( 10 ) 

Observe que cuando la velocidad initial g(x) = 0, se obtiene 

1 

u(x,t) = - [f{x + at) + fix - at)], -oo < x < oo. 


Esta ultima solucion se puede interpretar como superposition de dos ondas viajeras, 
una que se mueve hacia la derecha (esto es, 4/(x - at)) y una hacia la izquierda (l/(x + 
at)). Ambas viajan con velocidad a y tienen la misma forma basica que la del despla- 
zamiento inicial f(x). Xa forma de u(x, t) de la ecuacion (10) se llama solucion de 
d’Alembert. 


En los problemas 15 a 17 emplee la solucion de d’Alembert, ecuacion (10), para resolver el 
mismo problema de valor inicial, pero sujeto a lasrespectivas condiciones iniciales. 


15. f(x) = sen*, g(x)=l 

16. f (x) = sen x, g(x) = cos x 

17. f(x) = 0, g(x) =sen2* 

18. Suponga que fix) = 1/(1 + x 2 ), g(x) = 0 y a - 1 en el problema de valor inicial planteado 
como problema 14. Grafique la solucion de d’Alembert para este caso, cuando el tiempo 

es t = 0, t = 1 y t = 3. 

19. Un modelo de una cuerda infinitamente larga que inicialmente se sujeta en tres puntos 
(-1, 0), (1, 0) y (0, 1) y a continuation se suelta simultaneamente de esos puntos cuando 
t = 0, es la ecuacion (9) en que 


fix) = 



> 1 


Y g(x) = 0. 


a) Grafique la position inicial de la cuerda en el intervalo [-6, 6]. 

b) Con un sistema algebraico de computation grafique la solucion de d’Alembert, ecua¬ 
cion (10), en [-6, 6] cuando t = 0.2k, k - 0, 1, 2, . . . .,25. 

c) Con la funcion de animation del SAC tome una pelicula de la selucion. Describa el 
movimiento de la cuerda a traves del tiempo. 


20. Una cuerda infinitamente larga, que coincide con el eje x , es golpeada con un martinete en 
el origen; la bola del martillo tiene 0.2 pulgadas de diametro. Un modelo del movimiento 
de la cuerda es la ecuacion (9) en que 


fix) ='0 


y 



|x|<0.1 
|*| > 0 . 1 . 


a) Con un SAC grafique la solucion de d’ Alembert, ecuacion (10), en [-6,6] para t= 0.2 k, 

k = 0, 1,2.. 25. 

b) Emplee la funcion de animacion del dicho sistema para tomar una pelicula de la 
solucion. Describa el movimiento de la cuerda a traves del tiempo. 



Seccion 11 .5 Ecuacion de Laplace 5 01 


11.5 


ECUACION DE LAPLACE 

■ Solution de un problema de valor en la frontera por separation de variables 

■ Problema de DirichletM Principio de superposition 


Supongamos que se trata de hallar la temperatura de estado estable u(x, y) en una placa 
rectangular con hordes aislados (Fig. 11. 12). Cuando no escapa calor de los lados de la placa, 
se resuelve la ecuacion de Laplace 


sujeta a 


— 2 + — = 0, 0 <x<a, 0 <y<b 
dx 2 dy 2 7 


= 0, 0 <y <b 


du du 

dx jt =0 = dx x=a 

ii(x, 0) = 0, u(x. b) = fix), 0 <x <3. 


y * 

K 

II 



/ 

(a, b) 

5 

aislado ; 

J 


% aislado 

I 


M = 0 

X 


FIGURA II. 12 


La separation de variables lleva a 



( 1 ) 

X" + A 2 Z = 0 

F'-A 2 Y = 0 W 

X = Ci cos A* + C 2 sen Ax. . 

y como 0 < y < b es intervalo finito, aplicamos la solucion 

Y = 0 } cosh Ay + c 4 senh Ay. / 4 ) 

Las tres primeras condiciones en la frontera se traducen en X’(O) = 0, X'faJ = 0 y Y( 0 ) =0. A1 
derivar X y establecer x = 0, se hace que C 2 = 0 y en consecuencia, X= c\ COS Ax. Derivamos 
esta ultima expresion y con x = a, obtenemos -ciA sen A a = 0. Esta condicion se satisface 
cuando A = 0 o cuando Xa = wr o A = ml a, n= 1,2,... Observese que A = 0 significa que la 
ecuacion (1) es X” = 0-. La solucion general de esta ecuacion es la funcion lineal dada por X= 
C\ + C 2 X, y no p la ecuacion (3). En este caso, las condiciones en la frontera X’(O) = 0, M 
= 0 exigen que X= c\. En este ejemplo, a diferencia de los dos anteriores, nos vemos forzados 
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a concluir que A = 0 si es un valor propio. Mediante la correspondencia A = 0 con n = 0, se 
obtienen las funciones propias 

x= Ci, n=0, v X — C\ cos — x.n = 1,2,.... 

a * 

Por ultimo, la condition Y(O) = 0 obliga a que C 3 = 0 en la ecuacion (4) cuaudo A > 0. Sin 
embargo, cuando A = 0, la ecuacion (2) se transforma en Y” = 0, y en consecuencia la solucion 
tiene la forma Y= C 3 + c^y, y no la de la ecuacion (4). Pero Y(O) = 0 significa nuevamente que 
C 3 = 0, de modo que Y = c$y. Asf, las soluciones producto de la ecuacion que satisface las tres 
primeras condiciones en la frontera son 


A 0 y, n = 0, 


. , nn nn , _ 

>i„senh — ycos — x, n = 1,2,.... 
a a 


Con el principio de superposicion se obtiene otra solucion: 


u(x,y) = A a y + ^ A „senh — y cos — x. 

3 3 


(5) 


A1 sustituir y - b en esta ecuacion se obtiene 


u(x, b) = f(x) = A 0 b + y (y4„senh— b J cos — x, 

^ V a ! a 

que en este caso es un dessrrollo de f en serie de cosenos de mitad de intervalo. A1 aplicar las 
definiciones A^b = ao/2 y A„ = senh(«7rfe/a) = a», n = 1, 2, 3, . . . se obtiene, de acuerdo con las 
ecuaciones (2) y (3) de la seccion 10.3, 

2A ° b = a fo^ dX 

A, = “/>Mdx (6) 


Y 


. tlTT V fa Mir 

A n sznh-~b = - f(x) cos —xdx 
u aJ 0 a 



1 w 1 . 
a senh — b 

a 


f(x) cos — x dx. 

B 


(7) 


La solucion de este problema consiste en la serie de la ecuacion (5), en que Aq y A„ se 
definen con las igualdades ( 6 ) y ( 7 ), respectivamente. 


Problema de Dirichlet Un problema de valor en la frontera en que se busca una 
solucion de una ecuacion en derivadas parciales de tipo eliptico, como la ecuacion de Laplace, 
V 2 « = 0 , dentro de una region tal que u adopte valores prescritos en el contorno total de esa 
region, se llama problema de Dirichlet. 


Principio de superposicion Un problema de Dirichlet para un rectangulo se puede 
resolver con facilidad separando variables cuando se especifican condiciones homogeneas para 
dos fronteras para/elas; sin embargo, el metodo de separacion de variables no se aplica a un 
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problema de Dirichlet cuando las condiciones en la frontera en los cuatro lados del rectangulo 
son no homogeneas. Para salvar esta dificultad se descompone el problema 

d 2 u d 2 u n . . , 

—? + = 0, 0 <x<a, 0 <y<b 

dx 1 dy 2 

u(0,y) =F(y), u(a,y) = G(y), 0 <y<b (8) 

u(x, 0) =/(*), u(x,b) = g(x), 0 <x<a 

en dos problemas, cada uno con condiciones homogeneas en la frontera, en lados paralelos: 


d 2 Mi . d 2 Uj 
dx 2 dy 2 ~ ’ 

«i(0, y) = 0, 

Ui(x, 0) = f(x), 


Problema 1 

-*-s 

0 <x<a, 0 <y <b 

Ui(a, y) = 0, 0 <y <b 

U\(x, b) = g(x), 0 <x<a 


d 2 U z d 2 U 2 = n 

dx 2 dy 2 ’ 
u 2 (0, y) = F(y), 
u 2 {x, 0) = 0, 


Problema 2 

-*-s 

0 <* < a, 0 <y<b 

u 2 (a,y) = G(y), 0<y<b 
u 2 (x, b) = 0, 0 < x < a 


Supongamos que u\ y «2 son las soluciones de los problemas 1 y 2, respectivamente. Si 
definimos. u{x, y) = u\{x, y) + U 2 (x, y), veremos que u satisface todas las condiciones en la 
frontera en el problema original ( 8 ); por ejemplo, 

u(0, y) = m^O, y) + m 2 (0, y) = 0 + F(y) = F(y) 

u(x, b) = ui(x, b) + u 2 (x, b) = g(x) + 0 = g(x) 

y asi sucesivamente. Ademas, u es una solucion de la ecuacion de Laplace, segun el teorema 
11 .1 . En otras palabras, al resolver los problemas 1 y 2 y sumar las soluciones, ya resolvimos 
el problema original. Esta propiedad aditiva de las soluciones se llama principio de superposi- 
cion (Fig. 11.13). 


y 

g(x) 

y 

(a,b) 

g{x) 

(a, b) 

0 

(a, b) 

F{y) 

< 

II 

o 

G(y) = 0 

< 

li 

o 

0 + F(y) 

V 2 «2 = 0 

G(y) 


fix) 

X 

fix) 

X 

0 

X 


FIGURA II. 13 Solucion u a Solucion U] del problema 1 + Solucion u 2 del problema 2 


Dejaremos como ejercicio (vease los problemas 11 y 12 de los ejercicios 11 .5) demostrar 
que una solucion del problema 1 es 


U\(x, y) 


2 


. ,MI D ,tl7T | 

A„cosh — y + B„senh—y i 


tnr 

sen— x, 
a 



mi 

sen —x dx 

a 



.rut , 
senh — b 


(- \“ g(x ) sen —x dx - A„ cosh — b 
\aJ 0 a a 


en donde 
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y que una solucion del problema 2 es 


en donde 


, x . , nn _ . nn • nn 

u 2 (x,y) = 2 j jAcosh — x + B„senh—xjsen-^-y. 


A « = \ /„ F (y) senyydy 

_ 1 12 fb nn , . ,nn 

B„ -=- - Gtylsen—yay - A,cosh —a 

, nn \b Jn b b 


, nn 

senh—-a 

b 


EJERCICIOS 11.5 - - 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en ef apendice de respuestas 

En los ejercicios 1 a 8 encuentre la temperatura de estado estable en una placa rectangular con 
las condiciones en la frontera dadas. 


1. u(0, y) = 0, fia, y) = 0 
u(x, 0) = 0, u(x, b) = fix) 


3. u(0, y) = 0, u{a, y) = 0 

fix, 0) = f(x), fix, V) = 0 


2. fiO, y) = 0, fia, y) = 0 

TT . 0, fix, b) = fix) 
°y y=0 ■ 


u(x, 0) = x, fix, b) = 0 


5. u(0, y) = 0, fil, y) = 1 - y 6. fiO, y) = g(y), ^ =x = 0 


™ = 0 , ^ = 0 

dy )d dy y=| 

7.^ = m(0, y), fin,y) = l 
dx i=o 

u(x, 0) = 0, fix, n) = 0 


— |, ^ =0 
dy ,= o = y = v 

m( 0, y) = 0, fil,y)=0 
= fix, 0), fix, 1) = fix) 


En los problemas 9 y 10 halle la temperatura de estado estable en la placa semiinfinita que se 
pnolonga hada la direcdon de las y positivas. En cada caso suponga que fix, y) es acotada 
cuando y —> 



0 j n 
u=f(x) 


aislado 


0 j n 

u =f(x) 


FIGURA 11.14 


RGURA II .15 
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Encuentre la temperatura de estado estable en una placa rectangular cuyas condiciones en la 
frontera se especifican en los problemas 11 y 12 . 

II. m(0, y) = o, u(a, y) = 0 12. w(0,y) = F(y), u(a,y ) = G(y) 

u(x, 0) = f(x), u(x, b ) = g(x) u(x, 0) = 0, u(x, b) - 0 

En los problemas 13 y 14 aplique el principio de superposition para hallar la temperatura de 
estado estable en una placa cuadrada cuyas condiciones en la frontera se mencionan. 


13. u( 0, y) = 1, u(tt, y) = 1 
u(x, 0 ) = 0 , u(x, n) = 1 


14. u(0, y) = 0, u(2, y) = _y(2 - y) 
u(x, 0) = 0 , u(x, 2) = j*’_ 


0 <x < 1 
1<*<2 


11.6 


ECUACIONES NO HOMOGENEAS Y CONDICIONES EN LA FRDN1ERA 

■ Empleo de un cambio de variable dependiente | Solucion de estado estable ■ Solucion transitoria 


Puede suceder que el metodo de separacion de variables no sea aplicables a un problema de 
valor en la frontera, cuando la ecuacion diferencial en derivadas parciales o las condiciones en 
la frontera sean no homogeneas; por ejemplo, cuando se genera calor a una tasa constante r en 
una varilla de longitud finita, la forma de la ecuacion de transmision de calor es 


k 


d 2 U 

■Bx 1 



( 1 ) 


Esta ecuacion es no homogenea, y se advierte con facilidad que no es separable. Por otro lado, 
supongamos que se desea resolver la ecuacion acostumbrada de conduccion de calor ku ^ = U(, 

cuando las fronteras x = 0 y x = L se mantienen a las temperaturas k\ y &2 distintas de cero. Aun 

cuando la hipotesis u(x, t ) = X(x ) T(t) separa ‘la ecuacion diferencial, llegamos rapidamente a 
un obstaculo en la determinacion de los valores y las funciones propias porque no se pueden 
obtener conclusiones de h(0, 0 = X(0)T(t) =ki y u(L, t) = X(L)T(f) = k 2 . 

Es posible resolver algunos problemas en que intervienen ecuaciones o condiciones en la 

Contera no homogeneas mediante un cambio de la variable dependiente: 

U = V + ^}. 

La idea basica es determinar tjj, una funcion de una variable, de tal modo que v , funcion de 
dos variables, pueda satisfacer una ecuacion en derivadas parciales homogenea y condiciones 
homogeneas en la frontera. En el siguiente ejemplo exponemos el procedimiento. 


EJEMPLO 1 


Condition 


no homogenea en la frontera 


Resuelva la ecuacion (1) sujeta a 

u{0 ,t)=0 , u(l, t) = Mg, t> 0 
u(x , 0) = f(x), 0 < jc < 1 . 
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SO LUC ION Tanto la ecuacion como la condition en la frontera son no homogeneas en 
x = 1. Si u(x, t) - v (x, t) + i>{t) entonces, 


dhl _ 

dx 2 “ fa 2 + V 


<>U = dV 
dt dt 


A1 sustituir estos resultados en la ecuacion (1) se obtiene 


A +kr + r = d s. ! 

dx 2 Y dt 


( 2 ) 


Esta se reduce a una ecuacion homogenea si hacemos que ij> satisfaga a 


kf + r = 0 osea <P"= ~l- 

Integranios dos veces la ultima ecuacion y llegamos a 
lp( x ) = - + c \ x + C 2 . 


( 3 ) 


Ademas 


«(0, t ) = v(Q, t) + ip(Q) = 0 
m(1 ,0= v(l,t)+ (/<!)= m 0 . 


Tenemos que v(0, t) = 0, y que v( 1, t) = 0 siempre que 


V'(O) = 0 Y V’(1) = «0' 


A1 aplicar estas dos condiciones a la ecuacion (3) obtenemos, c 2 = 0 y C\ = rllk + Uo> asi que 


Por ultimo, la condition inicial u(x, 0) = v(x, 0) + ip(x ) entrana que v(x, 0) = u(x, 0) - ip(x) 
=f(x) - i>{x). Entonces, para determinar v(x, t), resolvemos el nuevo problema de valor en 
la frontera 


dhi _ dv 
dx 2 ~ dt' 

v(0, o = o, 


0 <jc<l, t> 0 
u(l,0 = 0, r>0 


v(x, 0) = f(x) + 




x 


por separation de variables. En la forma acostumbrada llegamos a 

v(x, 0=2 A„e- kn2 ^‘sennirx, 

n=\ 


en donde 




sen «7r x dx. 


(4) 
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Para terminar, obtenemos una solution al problema original sumando ip(x) y v(x, t ): 

u(x, 0 = _ ^ 7- x2 +(^7 + m o)^ + 2 A„e~ tnV ‘ s&arnix, (5) 

en donde las A„ se definen en (4). ■ 

Observese que u(x , t) —» ip{x) cuando t -» oo en la ecuacion (5). En el contexto de solucion 
de la ecuacion de transmision de calor, ip se llama solution de estado estable. Como v(x, t) 
—> 0 cuando t °°,v se denomina solucion trnsitoria. 

La sustitucion u = V + ip tambien es aplicable en problemas donde intervengan formas de 
la ecuacion de onda, asi como de la ecuacion de Laplace. 


EJEROOOS 116 - 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respueslas. 

Resuelva la ecuacion de transmision de calor kiixx = W(, 0 < x < 1, t > 0, sujeta a las condiciones 
descritas en 1 y 2. 

1. u(0, t) = 100, u( 1, t) = 100 2 . «(0, t) = Up, u( 1, t) = 0 

u(x, 0) = 0 u(x^0)=f(x) 

Resuelva la ecuacion en derivadas parciales (1) sujeta a las condiciones dadas en 3 y 4. 

3. u( 0, t) = Up, u{ 1, t) - Up 4. u(0, t) = Up, m(1, t) - «i 

u(x, 0) = 0 u(x, 0) - f{x) 

5. Resuelva el problema de valor en la frontera 

k + Ae~& - 
dx 2 

m(0, t) = 0, 

u(x,0)=f(x), 

La ecuacion differencial es una forma de la ecuacion de conduccion de calor cuando se 
genera calor dentro de una varilla delgada, por ejemplo, por decaimiento radiactivo del 
material. 

6. Resuelva el problema de valor en la frontera 

, d 2 U , dU ^ ^ _ 

k-i-hu = —, 0 <x<ti, t> 0 
oX ot 

u( 0, t) = 0, u(tt, t) = u 0 , t> 0 
u(x, 0) = 0, 0 < X < 77. 


= v> j8> 0 , 0 <jc< 1 , f>0 

ot 

u(l, t) - 0, t > 0 
0 < x < 1 . 


7. Halle una solution de estado estable ip{x) del problema de valor en la frontera 
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, d 2 u ... du 
k—-h{u-u l) ) = — 0 < x < 1, t> 0 

dx 2 dt 

u(0,t)-UQ, w(l,f) = 0, t> 0 

u(x,0)-f(x), 0<x<l. 

8. Encuentre una solution de estado estable ij)(x) si la varilla del problema 7 es semiinfinita, 
se prolonga hacia la direccion positiva de las x e irradia de su superlicie lateral hacia un 
medio de temperatura cero y si 


w(0, t) = Mo) lfm u(x, t) = 0, t> 0 
u(x, 0) = f(x), x > 0. 


9. A1 someter una cuerda vibratoria a una fuerza vertical externa, que varia en funcion de la 
distancia horizontal al extremo izquierdo, la ecuacion de onda tiene la forma 


, d 2 U 


d 2 u 


O KK i 1/ 

r—r +Ax = —t. 

dx 2 dt 2 


Resuelva esta ecuacion differencial sujeta a 


u(0 ,f)=0 , m(1 , t) — 0 t> 0 

m(x,0) = 0, ^ =0 0<x<l, 

at i=o 


10. Una cuerda esta inicialmente en reposo sobre el eje x, asegurada en x = 0 y x = 1; se deja 
caer bajo su propio peso cuando / > 0 y el desplazamiento u(x, t ) satisface la ecuacion 


, d 2 u 
dx 2 


8 = TF’ 0<x<1 ’ 


t> o, 


en que g es la aceleracion de la gravedad. Obtenga u(x, t). 

11. Halle la temperatura de estado estable u{x, y) en la placa semiinfinita de la figura 11,6. 
Suponga que la temperatura esta acotada para x -> <*>. [Sugerencia: pruebe con u(x, y) = 
v(x, y)+ip(y).] 


Y ; 

u = 0 

0 


u = u 0 


U = U\ 


X 


FIGURA 11.16 


12. La ecuacion de Poisson 
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se presenta en muchos problemas donde intervienen potenciales electricos. Resuelvala 
sujeta a las condiciones 


u(0, y)=0, u(TT,y) = l, y > 0 
u(x, 0) = 0, 0 < x < 77. 


11.7 


EMPLEO DE SERIES DE FOURIER GBMBVUiZ^DAS 

■ Problemas de valor en lafrontera que no conducen a series de Fourier 

■ Uso de las series de Fourier generalizadas 


Para ciertos tipos de condiciones en la frontera, el metodo de separacion de variables y el 
principio de superposicion conducen al desarrollo de una funcion en forma de serie trigono- 
metrica que no es serie de Fourier. Para resolver los problemas de esta seccion utilizaremos el 
concepto de serie de Fourier generalizada (Sec. 10.1). 


EJEMPLO 1 


Empleo de la serie de Fourier generalizada 


La temperatura en una varilla de longitud unitaria en que la transmision de calor es de su 
extremo derecho hacia un ambiente a la temperatura constante cero, se determina a partir de 


, d 2 u _ du 
dx 2 dt’ 


0<X< 1, f>0 


m ( 0 , t) = 0, 


du 

dx ,4 




u(x, 0) = 1, 0 < jc < 1 . 


h > 0, t > 0 


Determine u(x, t). 


SO LUC ION Con el metodo de separacion de variables se obtiene 

X" + \ 2 X=Q, T' +k\ 2 T = 0 (1) 

X(x) = C| cos \x + C2 sen Xx y T(t) = C}e~ kX 

Puesto que u = XT, las condiciones en la frontera son 

X(0)=0 y X’(l) = -W(l) (2) 

La primera condicion en (2) da como resultado inmediato C] = 0. Al aplicar la segunda a 
X(x) = C2 sen \x se obtiene 

A cos A = -h senA o sea tanA = -~ 

h 


V) 
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De acuerdo con el analisis del ejemplo 2 de la seccion 10.4, sabemos que la ultima de las 
ecuaciones (3) tiene una cantidad infinita de raices. Las raices positivas consecutivas A„, 
n - 1, 2, 3, . . . , son los valores propios del problema y sus funciones propias correspon- 
dientes son A^x) = C 2 sen A „x, n= 1, 2, 3, . . . Por consiguiente 


u„ = XT = A n e a » 2 'senA„* 


u(x, t) = A„e a » 2 'senA„*. 


n =1 


Ahora bien, cuando t = 0, u(x, 0) = 1, 0 < X < 1, asf que 


1 = 2 A n senA„x. 

n =1 


(4) 


La serie (4) no es de senos de Fourier, sino un desarrollo en terminos de las funciones 
ortogonales que se producen en el problema normal de Sturm-Liouville que consiste en la 
primera ecuacion diferencial en (1) y las condiciones (2) en la frontera. Por consiguiente, el 
conjunto de las funciones propias {sen A„x}, n = 1,2,3, >, en que las A se definen mediante 
tan A = -X/h, es ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) — 1 en el intervalo [0, 1], Con 
f(x) = 1 en la ecuacion (8), seccion 10 . 1 , podemos escribir 


An 


sen \ n x dx 
j!sen 2 A„^ dx 


(5) 


Para evaluar la norma cuadrada de cada funcion propia recurrimos a una identidad trigono¬ 
metrical 


J‘ g sen 2 A„x dx = | J* [1 - cos 2 A„jc] dx 


i[l-^ S en 2 l 


( 6 ) 


Con sen 2A„ = 2 sen A„ cos X„ y X„ cos A„ = -h sen A„, simplificamos la ecuacion ( 6 ) a la forma 
J g sen 2 X„x dx = ^ [h + cos 2 A„], 

1^1 

Tambien P senA„x dx = - — cos X n X = — [1 - COS A„]. 

J 0 0 An 


En consecuencia, la ecuacion (5) se transforma en 

A - 2h(l - cos An) 

An K{h + cos 2 A„) 

Por ultimo, una solud6n del problema de valor en la frontera es 


u(x, t) = 2 h 


■srr 1 COS A„ 
h K(h + cos 2 A„) 


e a » 2 'senA„x. 


EJEMPLO 2 


Empleo de la serie de Fourier generalizada 


El angulo de torcimiento 9(x, t) de un eje de longitud unitaria que vibra torsionalmente se 
determina a partir de 



Seccion 11 J Emplea de series de Fourier generalizadas 511 


, d 2 d d 2 d 


= 0 <x< 1 , f >0 

= 0 , t> 0 


0(0,0 = o, f x 


e(x, o) = jc, j t 


= 0, 0<;e<1. 


r=0 


La condition en la frontera, en x = 1, se llama condition de extremo libre. Determine 6 (x, t). 


A 




10 ' 1 
eje sometido a torsidn 


FIGURA 11,17 


SO LUC ION Con $ = XT tenemos que 

X" + X 2 X = 0, T" + a 2 X 2 T = 0 , entonces 

X(x) = c\ COS Xx + C 2 sen Ax y T(t) = c 3 cos aXt + C 4 sen aXt. 

Las condiciones en la fronteraA^O) = 0 y X\ 1) = 0 dan C\ ~ 0 y C 2 cos X — 0, respectivamente. 
Como la funcion coseno es cero en multiplos impares de •nil, los valores propios del 
problema son A = (2n - l)( 7 r/ 2 ), n = 1, 2, 3,. . . . La condition inicial V (0) da C 4 = 0, de 
modo que 

6 n = XT = A n cosa\ —-—1 7 Tf sen|—r—I nx. 


Para satisfacer la condition inicial restante, formamos 

^ ^ , ( 2 n-l\ . 

9(x, t) = „ cosa |^—-—J TTt sen^—-— | nx. 


(7) 


Cuando t = 0 se debe tener, para 0 < x < 1, 


6 (x, 0 )=x = ^A n sen r n 2 1 | nx. 


A1 igual que en el ejemplo 1, el conjunto de funciones propias 1 sen- 


2 n - 1 


( 8 ) 


nx\,n = 1,2, 


3,. . . , es ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) = 1 en el intervalo [0, 1]. La serie 


sen 


2 « - 1 


7 DC no es una serie de Fourier de senos porque el argumento del seno no 


n = \ 

es multiplo entero de ftxIL (L = 1, en este caso). De nuevo, la serie es una serie de Fourier 
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generalizada; por consiguiente, de acuerdo con ( 8 ) de la section 10 . 11 , los coeficientes de 
la ecuacion (7) son 


fl x sen 


2n - 1 


nx dx 


/l sen2 ( 2n 2 dx 


A1 realizar las dos integraciones llegamos a 


A n = 


8 ('-iy +1 
, 2-2 


" = (2 n- 1)V 


Entonces, el angulo de torcimiento es 


. , 8 ^ (- 1)" +1 (in - l\ (in - 1 N 


EJERCICIOS 11.7 


Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

1. En el ejemplo 1, indique-la temperatura u(x, t) cuando se aisla el extremo izquierdo de la 
varilla. 

2. Resuelva el problema de valor en la frontera 


, d 2 U du 

0< * <1 ' ,>0 

u(o,rj - o, = -hUifi.t)- II,,). h> o, i >o 

dx xd 

u(x,0)=f(x), 0<x<l. 


3. Proporcione la temperatura de estado estable en una placa rectangular cuyas condiciones 
en la frontera son 


4. 


«(0, y) = 0 , 
u(x, 0) = 0, 


Resuelva el problema de valor en 

5=0, 

M 0 , 


d 2 U d 2 U 

dX 2 <dy 2 

M (o, y) 


= -hu(a, y ), 


du 

u{x, b ) = fix) 


la frontera 


0 <y < 1, x>0 
lmi u(x, y) = 0 , 

X-+CO 


dU 

dy 


= 0 , 


y=o 


dU 

dy j-i 


-hu(x, 1), 


0 < y < b 
0 < x < a. 


0 < y < 1 

h > 0, x >0. 
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5. Encuentre la temperatura u(x, t ) en una varilla de longitud L si la temperatura inicial es f, 
el extremo x = 0 se mantiene a la temperatura 0 y el extremo x = L esta aislado. 

6 . Resuelva el problema de valor en la frontera 


, d 2 u d 2 u _ ^ r „ . n 

a dx 2 ~ dt 2 ’ 0<X<L ’ t>0 

u(0, t) = 0, Ey- - F 0 , t> 0 
ox X=L 

u(x,o) = o, ^r=o, o <x<L. 

ot (=0 


La solucion u(x, t ) representa el desplazamiento longitudinal de una barra elastica vibra- 
toria anclada en su extremo izquierdo y sometida a una fuerza constante de magnitud Fq 
en su extremo derecho (Fig. 11. 10). E es una constante que se llama modulo de elasticidad. 

7. Resuelva el problema de valor en la frontera 


S + fl = 0, 0<*<1, 0 < y < 1 

dx 2 dy 2 

f .0, u(l,y) = Uo, 0<y< 1 

OJC x=0 - 


u(x, 0) = 0, 


du' 

By 


= 0 , 


0 < JC <1. 


8. La temperatura inicial en una varilla de longitudiuiitaria es fix). Hay flujo de calor en sus 
dos extremos, x = 0 y x = 1 , que pasa al ambiente mSltenido a la temperatura constante 
cero Demuestre que 

oo 

u(x, 0 = 2, A„e~ kA - 2 '( A„ cos k„x + h sen k n x), 

n -1 

en que A„ = ^ 2 + ^ + f o /(x)(A„ cos A„x + h senA„x) dx 

y las A«, n = 1, 2, 3,... son las raices positivas consecutivas de tan A = 2Ah/(A 2 - h 2 ). 

9. Una viga en voladizo (cantiliver) esta empotrada en su extremo izquierdo (x = 0) y libre 
en su extremo derecho (x = 1), que vibra (Fig. 11. 18). El desplazamiento transversal u(x, t) 
de la viga se define con el problema de valor en la frontera 



HGURA 11.18 
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3 4 u cPu _ _ 

dx 4 at 2 _ ’ 


0 < jc < 1, f > 0 


«(0, t)= 0, 


d 2 u 
dx 2 



du 

9a: 


0 , 


d 3 u 

dx 3 x ^i 


= 0 , 


1>0 

1>0 


w(x, 0 ) = /(*), 


du 

at (=o 


= g(jr), x > 0. 


a) Con la constante de separacion A 4 demuestre que los valores propios del problema se 
determinan mediante la ecuacion cos A cosh A = —1. 

b) Con una calculadora o computadora de aproximaciones a los dos primeros valores 

propios positivos. 

10. a) Deduzca una ecuacion que defina los valores propios cuando los extremos de la viga 
del problema 9 estan empotrados en x = 0 y X ~ 1. 
b) Con una calculadora o computadora de aproximaciones a los dos primeros valores 

propios positivos. 


7 7.8 


PROBUEMAS de VA1DR BM LA ffiONTBW CON SERIES DE FOURIER 
CON DOS VARIABLES 


■ Ecuacion de transmision de calor en dos dimensiones ■ Ecuacion de onda en dos dimensiones 
m Serie de senos con dos variables 


Supongase que la region rectangular en la figura 11. 19 es una placa delgada en que la 
temperatura u es funcion del tiempo t y de la posicion (x, y). Entonces, en las condiciones 
adecuadas, se puede demostrar que u(x, y, t) satisface la ecuacion en dos dimensiones del calor 


/Shi cEm\ _ du 
\dx 2 8y 2 J dt' 


( 1 ) 



FIGURA 11.19 


Por otro lado, la figura 11 ,20 representa un marco rectangular sobre el cual se ha estirado una 
membrana delgada y flexible (un tambor rectangular). Si la membrana se pone en movimiento, 
su desplazamiento u, medido a partir del piano xy (vibraciones transversales), tambien es 
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FIGURA I I .20 


funcion del tiempo / y de la posicion {x, y). Cuando las vibraciones son pequeflas, libres y no 
amortiguadas, u(x, y, t ) satisface la ecuacion en dos dimensiones de onda 


( d 2u + d 2 u \ _ bhi 
\dx 2 by 2 ) bt 2 ' 


( 2 ) 


Como se vera en el proximo ejemplo, las soluciones de problemas de valor en la frontera 
donde intervienen ecuaciones como la (1) y (2), con el metodo de separacion de variables, 
conducen a la nocion de series de Fourier con dos variables. 


EJEMPLO 1 


Ecuacion del calor en dos dimensiones 


De la temperatura u(pc, y, t ) de la placa que muestra la ligura 11. 19, si la temperatura inicial 
es f(x, y) en toda ella y si los bordes se mantienen a la temperatura cero. 

SO LUC ION Debemosresolver 


sujeta a 


k 


(dhi d 2 u \ 
Va* 5 by 1 ) 


—, 0 <x<b, 0<y <c, t> 0 
dt 


u(0,y,t) = 0, u(b,y, t) = 0, 0 <y<c, i> 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, c, t) = 0, 0 <x<b, t>0 

u{x,y,0)=f(x,y), Q<x<b, 0<y<c. 


Para separar las variables en la ecuacion en derivadas parciales contra variables inde- 
pendientes trataremos de hallar una solucion producto, u(x, y ; t) = X(x)Y(y)T(t). A1 sustituir 
esta hipotesis se obtiene 

k(X"YT + XY"T) = XYT’ 

0 sea X " Y + kT (3) 

Dado que el lado izquierdo de la-ecuacion (3) solo depende de x, y el derecho nada mas de 
y y t, debemos igualar ambos lados a una constante: -A 2 , 
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y asi X" + \ 2 X = 0 

r rr 

Y = kf +X2 ' (5) 

Por las mismas razones, si ensayamos otra constante de separation —fj? en la ecuacion (5), 
entonces 


Y" 2 

Y=~Y 


T 

kT 


+ A 2 = -/x 2 


Y" + fi 2 Y = 0 

y T + k{ A 2 + n 2 )T = 0. 

(6) 

las ecuaciones en 

(4) y en (6) son, respectivamente, 


X(x) 

= Cl cos Kx + c 2 sen Kx 

(7) 

Y(y) 

= c 3 cos fiy + c 4 sen/xy 

(8) 

T(t) 

= C5C _t ^ 2+/ ' 2 l'. 

(9) 


Pero las condiciones en la frontera 


w( 0 , y, t) — 0 , u(b,y,t) = 0 


J ( 


Af(0) =0, X (b) = 0 


u(x, 0, t) = 0, u(x, c, t) = 0 implican 7(0) = 0, Y(c) = 0. 

A1 aplicar esas,condiciones a las ecuaciones (7) y ( 8 ) se obtiene c\ = 0, Cj = 0 y ci sen A b = 0, 
C 4 sen /ic = 0. Estas ultimas implican a su vez 


. mu . , _ nu 

A = —, m = 1,2,3 ,...; /jl = —, n=l, 2,3,. 
b c 


Asi, una solution producto de la ecuacion del calor en dos dimensiones que satisface las 
condiciones en la frontera, es 


Umn(x, y,t) = A mn e- k ^ mM)h{mlc)2]t sen'Y- x sen^y, 

en que A mn es una constante arbitraria. Puesto que tenemos dos conjuntos independientes de 
valores propios, ensayaremos el principio de superposition en forma de una suma doble 

u(x, l t) = J) X A mne -kHnaibfHn*lcf]t s j n HE xsen — (10) 

m=1 n=l be 

Ahora bien, en t = 0 se debe cumplir 

, „ r., x ^ ^ . mu nu 

u(x,y, 0 ) = f(x,y) ^XZ^sen—xsea—y. ( 11 ) 

m =1 n =1 u c 

Los coeficientes A mn se pueden hallar multiplicando la suma doble (11) por el producto sen 
( muxlb)sva{mrylc) e integrando en el rectanculo 0 <x<b, 0 < y < c. Entonces 

. 4 f c f h \ m7T m , , 

Amn = be J 0 J 0 K x ' y) sen ~y xsen ~ y dx d y- 


( 12 ) 
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Por lo tanto, la solution del problema de valor en la frontera consiste en la ecuacion (1), en 
que A mn se define con la ecuacion (12). ■ 

La serie (11) con los coeficientes (12) se llama serie de senos con dos variables o doble 
serie de senos (vease el problema 52 de los ejercicios 10.3). 


EJERCICIOS 11.8 


L as respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 


Resuelva la ecuacion del calor (1) sujeta a las condiciones que se mencionan en los problemas 


1 y2. 

1 . «(0, y, t ) = 0, u(n, y, t) = 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, 7T,t) = 0 
u(x, y, 0) = u 0 


du 

dx 

du 

dy 




= 0 , 


du 

1 dx [x=i a 

dU 


l y=o 


dy 


u(x,y, 0) = xy 


r i 


= 0 


[Sugerencia: Vea el problema 53, 
ejercicios 10.3.] 


En los problemas 3 y 4 resuelva la ecuacion de onda (2) sujeta a las condiciones respectivas. 


u( 0, y, t ) = 0, u(n, y,t) = 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, it , t) = 0 
u(x, y, 0) = xy(x - n)(y - n) 
du\ 


dt 


0 


r=0 


4 . m(0, y, t) = 0, u(b, y, t) = 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, c, t) = 0 
u(x, y , 0) = f(x, y) 
d«l , s 


dt 


r=0 


La temperatura u(x, y, z) de estado estable del paralelepipedo rectangular de la figura 11.21 
satisface la ecuacibn de Laplace en tres dimensiones: 


d 2 u dhi dht 
dx 2 dy 2 dz 2 


( 13 ) 


5. Resuelva la ecuacion (13) de Laplace. La cara superior (z = c) del paralelepipedo se 
mantiene a la temperatura f(x, y) y las caras restaiites a la temperatura cero. 

6 . Resuelva la ecuacion (13) de Laplace. La cara inferior (z = 0) del paralelepipedo se 
mantiene a la temperatura fix, y) y las caras restantes, a la temperatura cero. 



FIGURA II .21 
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EJERCICIOS DE REPASO - 

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apendice de respuestas. 

1. Mediante la separation de variables encuentre soluciones producto de 


d 2 U 

dx dy 


= u, 


2. Use la separation de variables para hallar soluciones producto de 


+ + 2 —+ 2 —= 0 . 

dx 2 dy 2 dx dy 


^Es posible elegir una constante de separation tal que X y Y sean, a la vez, funciones 
oscilatorias? 

3. De una solution de estado estable i(ix) del problema de valor en la frontera 


k 


d 2 U 

dx 2 


—, 0 < JC < 77, L> 0 
dt 


. dU 

u(0,t) = u 0 , - — 

dX x= 

u(x, 0) = 0, 0 < JC < 7T. 


W(7T, r) 


u u t> 0 


4. Proporcione una interpretation fisica de las condiciones en la frontera del problema 3. 

5. Cuando t = 0, una cuerda de longitud unitaria se encuentra tensa sobre el eje de las x 
positivas. Sus extremos estan asegurados en r = 0 y x = 1 cuando / > 0. Halle el 
desplazamiento u(x, t ) si la velocidad initial es la que muestra la figura 11 .22. 


h- 


6 . La ecuacion en derivadas parciales 

d 2 u , , d 2 u 

-r + JC= —r 

dX 2 dt 2 

es una forma de la ecuacion de onda cuando se aplica a una cuerda una fuerza vertical ex¬ 
terna, proporcional al cuadrado de la distancia horizontal al extremo izquierdo. La cuerda 
esta asegurada en x = 0 , una unidad arriba del eje x, y en x = 1 , en el eje x, cuando t > 0 . 
Halle el desplazamiento u(x, t) si la cuerda parte del reposo desde un desplazamiento/(x). 
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y> 

u = 0 

(n , it) 

u = 0 


u = 50 


u = 0 

X 


FIGURA 1 1.23 

7. De la temperatura u(x, y ) de estado estable en la placa cuadrada de la figura 11 ,23. 

8 . Indique la temperatura de estado estable u(x, y ) en la placa semiinfinita de la figura 11.24. 



aislado 


FIGURA II .24 


9. Resuelva el problema 8 cuando las fronteras y = 0yy = 7 rse mantienen siempre a la 
temperatura cero. 

10. Halle la temperatura u(x, t) en la placa infinita cuyo ancho es 2 L (Fig. 11.25). La 
temperatura inicial en toda la placa es u$. [Sugerencia: u(x, 0) = uq, -L < X < L es funcion 
par de x.] 

11. Resuelva el problema de valor en la frontera 


B 2 u 

r)jf- 


-f. 0 <X < 7f, t> 0 
at 


u(Qj) - 0, u(irj) =0, f>0 
u(x , 0) = senx. 0 < x < n. 



RGURA II .25 
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12. Resuelva el problema de valor en la frontera 

+ sen2jrx = 0< jc< 1, E>0 

dx 2 dt 

u(0,t) = O, u(l,t) = 0, t> 0 

u(x, 0) = sen tit, 0 < jc < 1. 


13. Halle una solucion formal en serie para el problema 


— + 2~ -d 2l ? u 

dx 2 dx dt 2 



0 < X < IT, 


u(0, t) = (), u(n,t) = 0, t>0 

^ - 0 , 0 < x < 7T. 

dt (=o 


t> 0 


No trate de evaluar los coeficientes de la serie. 

14. La concentracion c(x, t ) de una sustancia que se difunde y a la vez es arrastrada por 
corrientes de convecci6n en el seno de un medio satisface la ecuacion diferencial 

, d 2 c dc dc 

k „ , n . constante. 

dx 2 dx at 

Resuelva esta ecuacion, sujeta a 


c(0, t) = 0 , c(l, t) -0, f > 0 
c(x, 0) = c 0 , 0 < x < 1 , 


en donde Cq es una constante. 



EMSISi 


APENDICE 



FUNCION GAMMA 


La definition de Euler de la funcion gamma, es 

, r(x) = f t x - l e~‘ dt (1) 

J o 

Para que la integral converja se requiere que x - 1 > -1, o x > 0. La relation de recurrencia 

r(jc + i) = *r(x), (2) 

f 00 t 

(Sec. 6.4), se puede obtener de (1) con integracion por partes. Cuando x = 1, T( 1) = e dt = 

1 y la ecuacion (2) da 


r( 2 )= ir(i)= i 
r(3) = 2r(2) = 2 • i 
r(4) = 3r(3) = 3-2-1 

etcetera. As! pues, cuando n es un entero positivo, 


r(« + 1) = n\. 


Por este motivo, la funcion gamma suele denominarse funcion factorial generalizada. 

Aunque la forma integral (1) no converge cuando x < 0, es posible demostrar, con defini- 
ciones alternativas, que la funcion gamma esta definida para todos los numeros reales y 
complejos, excepto x = -«,« = 0,1 ,2, ...; en consecuencia, la ecuacion (2) solo es valida, 
cuando x * -n. A1 considerarla como funcion de una variable real, x, la grafica de I’(x) 
corresponde a la figura 1.1. Observese que los enteros no positivos corresponden a asintotas 
verticales de la grafica. 

En los problemas 27 a 33 de los ejercicios 6.4 hemos aprovechado que r(d) = VtF. Este 
resultado se puede obtener partiendo de (1) e igualando x = i; 


r ~ = f f m e-‘ dt 

& J o 


( 3 ) 


- f o° 2 

Cuando se define t - ur, la ecuacion (3) se puede expresar en la forma TQ) = 2 J q e~ u du. Pero 


I, 



dv, 


AP-1 
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fl] 

I2y 


2 ( r~ 2 \( r°° 2 \ 

y entonces 



= 21 e ~ u du 2 f dv 




V J o A J o ) 


= 4 f~ j du dv. 

J 0 


A1 cambiar a coordenadas polares, u = r COS 0, v = r sen $ permiten evaluar la integral doble: 

. °o .00 2 2 7T/2 /• 00 2 

4 J e- (u +v) <to*;=4 [ J e - r rdrd9 = ■ 

J n n J n ,/ n 


: 7T. 


Por consiguiente, 


\ fl 1 


r i- 


L l 2 J 



/'i A 


= 7r 0 sea r 


v 2 / 


= VtT. 


EJEMPLO 1 


Valor de r(- 1) 


Evalue T(- i). 

SOLUCION De acuerdo con las ecuaciones (2) y (4), para x = - 


Por lo tanto 


r 


fO 


f 1) 

UJ 

1 2 r 1 

l 2 J 


v 


- 2 r 


v 2 , 


= -2 'fir. 
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EJERCICIOS DEL APENDICE I 


Las respuestas a los proSlemas de numero impar comienzan en la pagirn R-24. 

1. Evalue 

a) r(5) b) r(7) c) r(-1) d>r(-f) 

J. 00 5 

2. Aplique (1) y el hecho de que r(|) = 0.92 para evaluar I x 5 e~ x dx. 

s o 

[Sugerencia: sea t = jr.] 

3 

3. Aplique (1) y el hecho de que r(|) = 0.89 para evaluar I x 4 e~ x dx, 

f 1 r ( lV 

4. Evalue J x I In — dx. [Sugerencia: sea t = —In x.] 

5. Use el hecho de que T(x) > e~‘ dt para demostrar que T(x) no es acotada cuando x —> 0 + 

J f\ 


6 . Aplique (1) para deducir (2) cuando x > 0. 




APENDICE 


DEFINICION II. 1 


'.Sjy iSj S p K jHSsdwgSl 


DEFINICION 11.2 


DEFINICION 11.3 


INTRODUCCION A LAS MATRICES 


II.l Definiciones y teoria basicas 


Una matriz A es un ordenamiento rectangular i 


Si una matriz tiene m renglones y n columnas, su tarnano es de m por n (se escribe m in). 
Una matriz de n x n se llama matriz cuadrada de orden n. 

El termino Oy representa el elemento del i-esimo renglon y la j-esima columna de una 
matriz A de m x n\ con ello, una matriz A de m x n se escribe en la forma A = (ay) m xn>° 
simplemente A = (ay). Una matriz de 1 x 1 es solo una constante o funcion. 


■ Igualdad de matrices 

Dos matrices AyBdemXn son iguales si a l} = b t] para toda i y j 


Matriz columna 


Una matriz columna X cs cualquier matiz can n renglones y una columna: 



AP-4 










Apendice lllntroduccion a las matrices AP-5 


Una matriz columna se llama tambien vector columna o simplemente vector. 



Multiplos de matrices 


Un multiplo de la matriz A se define: 


en donde k es una constante o una funi 





A1 respecto es de notar que para toda matriz A, el producto kA es igual al producto A£; 
por ejemplo, 




DEFINICION 11.5 


EJEMPLO 2 


5uma de matrices 






En otras palabras, para sumar dos matrices del mismo tamano, se suman los elementos 
correspondientes. 


Suma de matrices 


La suma de 


A + B 


(4 

7 

-8 s 

y B = 9 

3 

5 

1 

V 

-1 

2 
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EJEMPLO 


Matriz expresada en forma de suma de matrices columna 


'~it 2 - 2 e''| 

La matriz unica t 2 + lt se puede expresar como la suma de tres vectores columna: 


3t 2 - 2e'\ T3r 2N ) (o') f-2e‘) / r 3'] (O') (-2') 

t 2 + lt = t 2 + It + 0 = 1 t 2 + 1 t+ 0 e‘. 

5 1 0 5t 0 0 5 0 


La diferencia de dos matrices de m x n se define en la forma acostumbrada: A - B = A + 
(-B), en donde -B = (-l)B. 



DEFINICION 11.6 






Sea A una matriz con m renglones y n columnas, y B una con n renglones y p columnas, 


Observese con detenimiento la definici6n 11.6, en donde s61o se define el producto AB = 
C cuando el numero de columnas en la matriz A es igual al numero de renglones en B. El 
tamano del producto se puede determinar con 



El lector tambien reconocera que los elementos de, por ejemplo, el i-esimo renglon de la matriz 
producto AB se forman aplicando la definicion en componentes del producto interior, o 
producto punto, del i-esimo renglon de A por cada una de las columnas de B. 
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EJEMPLO 4 


a) Si A 


Multiplicacion de matrices 


(4 

7^ 

y » = 

'9 

-2^ 

3 

5 

6 

8 

V 

y 


's 

y 


AB = 


' 4.9 + 7 .6 4 • (-2) + 7-8 
3 -9 + 5 6 3 • (-2) + 5-8 


78 48 
57 34 


b) Si A 


y b = 


f -4 -3 a 


V 

) 




r, 

\ 


AB = 

1 ■(-4) + 0 • 2 

1 ■ (-3) + 0-0 

= 


2 (-44 + 1-2 

■ (4) + 8 ■ 2 

2 • (-3) + 7-0 

3 ■ t-oj - 1-0 -K)J 

V 


-3 

-15 


En general, la multiplication de matrices no es conmutativa; esto es, AB #BA. En la parte 

f30 531 

a) del ejemplo 4 observese que BA = , mientras que en la parte b) el producto BA no 

o2 J 

esta definido porque en la definition II.6 se pide que la primera matriz, en este caso B, tenga 
el mismo numero de columnas que renglones tenga la segunda. 

Nos interesa mucho el producto de una matriz cuadrada por un vector columna. 


EJEMPLO 5 


Multiplicacion de matrices 



'2 

-1 

3' 

(-3) 


2 • (-3) + (-1) -64-3 4' 


( 0 ^ 

a) 

0 

4 

5 

6 

= 

O '(-3)+ 4 -6 + 5-4 

= 

44 


1 

V 

-7 

9 

y 

4 

V 7 


1 ■ (-3) + (-7) -6 + 9-4 


-9 

V y 


b) 


'-4 2' 



'-4x + 2/ 

3 8 

V y 

[ y J 


3x4- 8,y 

^ ) 


Identidad multiplicativa Para un entero positivo n, la matriz de n x n 


yo 1111 111 ... "i 

/ 

es la matriz identidad multiplicativa. Segun la Definicion 11.6, para toda matriz A de n x n, 


AI=IA=A. 


Tambien se comprueba con facilidad que si X es una matriz columna de n x 1, entonces IX = X. 
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f 


Matriz cero Una matriz formada solo por elementos cero se llama matriz cero y se 
representa con 0; por ejemplo, 


(0) 

, 0 = 

(o 

0" 

0 

0 

0 

V J 



J 


o N 

0 

0 


y as! sucesivamente. Si A y 0 son matrices de m x n, entonces 


A+0=0+A=A. 


Propiedad asociativa Aunque no lo demostraremos, la multiplicacion matricial es 
asociativa. Si A es una matriz de m xp, B una matriz dep x r y C una matriz de r x n, entonces 

A(BC) = (AB)C 


es una matriz de m x n 

Propiedad distributiva Si todos los productos estan definidos, la multiplicacion es 
distributiva respecto a la suma: 

A(B + C) = AB + AC y (B + C)A = BA + CA. 


Determinante de una matriz Con toda matriz cuadrada A de constantes, hay un 
numero asociado llamado determinante de la matriz que se representa mediante det A. 


EJEMPLO 6 


Determinante de una matriz cuadrada 


Si A = 


f 3 
2 
-1 


6 

5 

2 


2 s 

1 

4 


se desarrolla det A por cofactores del primer renglon: 


det A = 


3 6 2 
2 5 1 
-12 4 


5 1 
2 4 


-6 


2 1 
-1 4 


+ 2 


2 5 
-1 2 


= 3(20-2)-6(8+1)+ 2(4 + 5)= 18 


Es posible demostrar que un determinante, det A, se puede desarrollar por cofactores usan- 
do cualquier renglon o columna. Si det A tiene un renglon (o columna) con muchos elemen¬ 
tos cero, por nuestra comodidad debemos desarrollar ese determinante por ese renglon (o 
columna). 
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DEFINICION 11.7 


Transpuesta de una matriz 
La transpuesta de la matriz (1) de m x n es la matriz A r de n x m representada por 


A - 


a\\ a 2 i 
012 «22 


0 ( 7)1 

0/7(2 


Oln Cl2n 


En otras palabras, los renglones de una matriz A se convierten en las columnas de su 
transpuesta, A r . 


EJEMPLO 7 


Transpuesta de una matriz 

a) La transpuesta de A = 

f5) 

0 

3 r 

V i, entonces X r = (5 0 3). 

3 


b) Si X = 


' 3 

6 

2^1 


'3 

2 

-n 

2 

5 

1 

es A r = 

6 

5 

2 

-1 

2 

4 


2 

1 

4 

V 


) 


S 


/ 


DEFINICION 11.8 


Inverse multiplicative] de una matrix 

Sea A una matriz de n x n. Si exists una matriz B denxnul que 

AB = BA = I, 

en donde I es la identidad multiplicativa, B es la inversa multiplicativa de A y se represents 
conB = A _1 . 


DEFINICION 11.9 


Matrices no singulares y singulares 


Sea A una matriz de n x n. Si det A ^ 0, SC dice que A es no singular. Si det A = 0. entonces 

A es singnlar. 


El siguiente teorema especifica una condicion necesaria y suficiente para que una matriz 
cuadrada tenga inversa multiplicativa. 


TEOREMA II. 1 


La no singularidad implica que A Hene una inversa 


Una matriz A de n x n tiene la inversa multiplicativa A -1 si y s61o si A es no singular. 



TEOREMA 11.2 



-4 S"'^:?v*f yf. 


Cada C,y en el teorema II.2 es tan solo el cofactor (o menor con signo), del elemento a,j 
correspondiente en A. Observese que en la formula (2) se utiliza la transpuesta. 

En lo que sigue, observese que en el caso de una matriz no singular de 2 x 2 


an tii 2 
021 #22 


Cl! - 022 , Cj 2 — & 2 U C 21 —an y C 22 = a\\. Entonces 

022 - 02 lY, 1 f a 2 2 -an 
detA^-an a\\ detA -021 ail 

Para una matriz no singular de 3 x 3, 


r _ 022 023 

Eli ~ 

032 033 


etcetera. Trasponemos y llegamos a 


"on 

012 

Ol3 N 

A = 021 

022 

023 

031 

V 

032 

O 33 

/ 

C 12 = _ 

021 

023 


031 

033 


021 022 
«31 032 ’ 


Cll C 21 C 3 1 N 
'C12 Cvi C32 • 
03 Cl 3 C 3 3 


EJEMPLO 8 


Inverso de una matriz de 2 x 2 


Determine la inversa multiplicativa de A = ^ jqJ- 

SO LUC ION Como det A = 10 - 8 = 2 ^ 0, A es no singular.; por el teorema II. 1, A -1 existe. 
De acuerdo con (3), 


A -i = I(10 -4 ]_ 1 5 -2 
2-21 -1 i 
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f 


No toda matriz cuadrada tiene inversa multiplicativa. La matriz A = 
porque det A = 0; por consiguiente, A -1 no existe: 


es singular 



SOLUCION Puesto que det A = 12 0, la matriz dada es no singular. Los cofactores co- 

rrespondientes a los elementos de cada renglon de det A son 


Cn = 

11 

*- i f-H 

^ O 

c 12 = - " 2 

! -> 

C13 = 

-2 

3 

T 

11 

O 

C21 = - 

- 2 0 =-2 

0 1 

r _ 2 0 
C 22 - 3 j 

= 2 

c 23 = ■ 

2 

3 

O tO 

II 

0 

C31 = 

2 0 =2 

1 1 

c 32 = - _ 2 2 


C33 = 

2 

-2 

1 = 6 - 


De acuerdo con (4), 



Pedimos al lector que compruebe que A *A = AA -1 = 1. ■ 


La formula (2) presenta dificultades obvias cuando las matrices no singulares son mayo- 
res de 3 x 3; por ejemplo, para aplicarla auna matriz de 4 x 4, necesitariamos calcular (Seases 
determinates de 3 x 3.* Cuando una matriz es grande, hay metodos mas eficientes para hallar 
A -1 . El interesado puede consul tar cualquier libro de algebra lineal. 

Como nuestra meta es aplicar el concepto de una .matriz a sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales de primer orden, necesitaremos estas definiciones: 



DEFINICION 11.10 


iatriz cuyos elementos 








AP-12 APENDICE II INTR 0 DUCCI 6 N A LAS MATRICES 


DEFINICION 11.11 


Integral de una matriz de funciones 



Si A(f) = ( ciij(t)) m x n es una matriz cuyos elementos son funciones continuas en un intervalo 
que contiene a t y a to, entonces 



s 

Jmxn 


Para derivar 0 integrar una matriz de funciones, tan s61o se deriva 0 Integra cada uno de 
sus elementos. La derivada de una matriz tambien se representa con A’(t). 


EJEMPLO 10 


Derivada o integral de una matriz 


Si 


Y 


x(0 


'sen2f' 

:: e 3 ' , 

8/-1 

Y 


entonces 


x'(t) = 


d „ 

— sen 2t 

at 


dt 

I' 8 '-') 


cos 2C 
3e 3 ‘ 

8 

Y / 



f sen 2 s ds 

J o 

e 3s ds 


-icos2f + -l 

2 2 

V-i 

J o 

J 0 '( 8 s- 1 )& 


3 3 

4 t 2 -t 

K / 


II.2 Eliminaciones de Gauss y de Gauss-Jordan 

Las matrices son una ayuda insustituible para resolver sistemas algebraicos de n ecuaciones 
lineales con n incognitas 


<*11*1+ 012*2+ ■ • • + 01 nX n = 6] 
021*1 + 022*2 + ' • • + 02 «*« = b 2 


(5) 


0«1*1 + 0«2*2 + ■ ■ • + 0««*« = b n . 

Si A representa la matriz de los coeficientes en (5), sabemos que se puede usar la regia de 
Cramer para resolver el sistema, siempre que det A A 0. Sin embargo, para seguir esta regia se 
necesita un trabajo herculeo si A es mayor de 3 x 3. El procedimiento que describiremos tiene 
la ventaja de no s61o ser un nietodo eficiente para manejar sistemas grandes, sino tambi&l 
un metodo para resolver sistemas consistentes como las ecuaciones (5) en que det A = 0 y un 
metodo para resolver m ecuaciones lineales con n incognitas. 
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DEFINICION 11.12 


Matriz aumentada 

La matriz aumentada del sistema (S) es la matriz de n x (n + 1) 






m 

- . IV 

' 1 1 * \ ».; • - 


Wm 



■ 

V-C ^ \ --- 

‘ il ”... ^^ 

H 



m 


Si B es la matriz columna de las b „ i — 1,2,..., n, La matriz aumentada de (5) se expresa 
como (A | B). 

Operaciones elementales de renglon Se sabe que podemos transformar un sistema 
algebraico de ecuaciones en un sistema equivalente (es decir, un sistema que tiene la misma 
solution) multiplicando una ecuacion por una constante distinta de cero, intercambiando el 
orden de dos ecuaciones cualesquiera del sistema y sumando un multiplo constante de una 
ecuacion a otra de las ecuaciones. A su vez, estas operaciones sobre un sistema de ecuaciones 
son equivalentes a las operaciones elementales de renglon en una matriz aumentada: 

i) Multiplication de un renglon por una constante distinta de cero 
if) Intercambio de dos renglones cualesquiera 

Hi) Suma de un multiplo constante, distinto de cero, de un renglon a cualquier otro renglon 

Metodos de elimination Para resolver un sistema como el (5) con una matriz aumen¬ 
tada, se emplea la eliminacion de Gauss o bien el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan. 
Con el primero se efectua una sucesion de operaciones elementales de renglon hasta llegar a 
una matriz aumentada que tenga la forma de renglon-escalon: 

i) El primer elemento distinto de cero en un renglon no cero es 1 
if) En los renglones consecutivos distintos de cero, el primer elemento 1 en el rengldn 
inferior aparece a la derecha del primer 1 en el renglon superior 

iii) Los renglones formados unicamente por ceros estan en la parte inferior de la matriz 

En el metodo de Gauss-Jordan, se continua con las operaciones de renglon hasta obtener una 
matriz aumentada que este en la forma reducida de renglon-escalon. Una matriz reducida de 
renglon-escalon tiene las mismas tres propiedades de arriba, ademas de la siguiente: 

iv) Una columna que contiene un primer elemento 1 tiene ceros en todos sus demas lugares 


EJEMPLO 11 


Forma de renglon-escalon y reducida 


de renglon-escalon 


a) Las matrices aumentadas 

(l 5 0 
0 1 0 
0 0 0 


\ 

r, 

i 

2 1 

y 

001-62 

4 y 


o Y 0 0 0 0 1 4 
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estan en su forma renglon-escalon. El lector debe comprobar que se satisfacen los tres 
criterios. 

b) Las matrices aumentadas 


"10 0 
0 1 0 

0 0 0 

V 

estan en su forma reducida de renglon-escalon. Observese que los elementos restantes son 
cero en las columnas que tienen un 1 como primer elemento. 


7' 
-1 
0 


0 0 1-60 
0 0 0 0 1 


-6 

4 


En la eliminacibn de Gauss nos detenemos una vez obtenida una matriz aumentada en su 
forma rengon-escalon. En otras palabras, al emplear operaciones de renglon en distintos 
ordenes podemos llegar a formas distintas de renglon-escalon; por consiguiente, para este 
mdtodo se requiere restituir. En la eliminacion de Gauss-Jordan uno se detiene cuando ha 
llegado a la matriz aumentada en su forma reducida de renglon-escalon. Cualquier orden de 
operaciones de renglon conduce a la misma matriz aumentada en su forma reducida de ren¬ 
glon-escalon. Para este metodo no se necesita restitucion; la solucion del sistema se conocera 
por inspection de la matriz final. En terminos de las ecuaciones del sistema original, nuestra 
meta en ambos mdtodos es igualar a 1 el coeficiente de en la primera ecuacidn,* para luego 

emplear multiplos de esa ecuacion y eliminar a x\ de las demas. El proceso se repite con las 
demas variables. 

Para mantener el registro de las operaciones de renglon que realizaron a cabo en una matriz 
aumentada, se utilizara la siguiente notation: 


Sunbolo Significado 

Ry Intercambio de los renglones j yj 

cR t Multiplicacion del i-6simo renglon por la constante c, distinta de cero 

cRi + Rj Multiplicacion del i-^simo renglon por c y suma del resultado al j-i simo renglon 


EJEMPLO 12 


Solucion por eliminacion 


Resuelva 2 x\ + 6x2+ X3 = 7 

Xl + 2X2 " *3 =-l 

5xi + lx 2 - 4*3 = 9 

empleando a) elirrrinadai de Gauss y b) eliminaci6ll de Gauss-Jondan 

SOLUCI6N a) Efectuamos operaciones de renglon en la matriz aumentada del sistema 
para obtener 


*Siempre se pueden intercambiar ecuaciones, de tal modo que la primera ecuacion contenga a la variable 
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2 6 1 
1 2 -1 
5 7-4 


1 2 -1 
2 6 1 
5 7-4 


2 

-1 -n 

3i? 2 +y ? 3 f 1 

2 

-1 

1 

3 9 

2 2 

0 

1 

3 

2 

-3 

1 14 

y 

0 

V 

0 

U 

2 


~2R l+ R 2 

-0 ~5R x + R 3 fl 2-1 
7 - 0 2 3 

9 0-3 1 

y V 

-1) i R3 fl 2 -l 

i 0 1 1 

f 0 0 1 


La ultima matriz esta en su forma renglon-escalon y representa al sistema 

*1 + 2x2 - *3 = -1 


3 9 

*2 + ” Xj = - 
2 0 2 


*3=5. 

Al sustituir x$ = 5 en la segunda ecuacion se obtiene X2 - -3. Al sustituir ambos valores en 
la primera ecuacion se obtiene X\ = 10 . 

b) Comenzamos con la ultima de las matrices anteriores. Puesto que los primeros elementos 
en el segundo y tercer renglon son 1 , debemos hacer que los elementos restantes en las 
columnas dos y tres sean cero: 


1 2 -1 

0 1 1 

0 0 1 


-n 

9 

-2R 2 + R, 

2 


5 

/ 



10-4 
0 1 § 
0 0 1 


4R 3 + Ri 

-10^ ~ir 3 +r 2 fl 0 0 

f —-- 0 1 0 

<5 0 0 1 


La ultima matriz ya se encuentra en su forma reducida de renglon-escalon. Por el significado 
de esta matriz en terminos de las ecuaciones que representa, se ve que la solucion del sistema 
es x\ = 10, *2 = - 3 y X 3 = 5 


EJEMPLO 13 


Eliminacion de Gauss-Jordan 


Resuelva 


x + 3y-2z = ~l 
4x+ y + 3z = 5 
2 x - 5y + 7z = 19. 


solucion Resolveremos este sistema con la eliminacion de Gauss-Jordan: 

fl 3 2 -7^ -2/? 1 + * 3 fl 3 -2 —7^ 

4 13 5 - 0 -11 11 33 

2 -5 7 19 0 -11 11 33 


fl 

3 

-2 -7 j -r 2 + « 3 

fi 

0 

1 

0 

1 

_1 -3 -• 

0 

1 

-1 

0 

V 

1 

-1 -3 

/ 


0 

0 
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En este caso, la ultima matriz en su fomia reducida de renglon-escalon implica que el sistema 
original de tres ecuaciones con tres incognitas equivale a uno de dos ecuaciones con tres 
incognitas. Dado que solo z es comiin a ambas ecuaciones (los renglones no cero), podremos 
asignarle valores arbitrarios. Si hacemos que z = t, donde t representa cualquier niimero real, 
vemos que el sistema tiene una cantidad infinita de soluciones: x = 2 - t, y = -3 + t, z- t. 
Geomdtricamente, estas son las ecuaciones parametricas de la linea de intersection de los 
pianos x + 0y + z = 2y0x+y-z = -3. 


II.3 El problema de los valores propios 

La elimination de Gauss-Jordan sirve para hallar los vectores propios (eigenvectores) de una 
matriz cuadrada. 


DEFINICION 11.13 


Valores propios y vectores propios 


Sea A una matriz de tl X n. Se dice que un numero A es un valor propio de A si existe un, 
vector solution K, no cero, del sistema lineal 


AK = AK. (6) 

El vector solucidn K es un vector propio que corresponde al valor propio A. 


El termino hfbrido eigenvalor se usa como traduccion de la palabra alemana eigenwert 
que significa “valor propio.” A los valores propios y vectores propios se les llama tambien 
valores caracteristicos y vectores caracteristicos, respectivamente. 


EJEMPLO 14 


k 

Vector propio de una matriz 


Compruebe que K = 


-1 

1 


\ 

es un vector propio de la matriz 


V J 


SOLUCION 


A = 


' 0 

2 

-2 


-1 

3 

1 



Al multiplicar AK 


AK= 


' o -1 -3" 

f ^ 


-2" 


f l) 

2 3 3 

-l 

= 

2 

= (-2) 

-1 

-2 1 1 

l 


-2 


1 

V y 

V / 


\ y 


l y 


valor propio 

i 

= (-2)K. 


De acuerdo con la defmicion II. 3 y lo que acabamos de decir, A ~ -2 es un valor propio 
de A. 
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Si aplicamos las propiedades del algebra de matrices, podemos expresar la ecuacion ( 6 ) 
en la forma alternativa 


(A - AI)K = 0, 

en que 1 es la identidad multiplicativa. Si definimos 

(ki 

K- k ? , 
k„ 

V 7 

la ecuacion (7) equivale a 

(an — A)&i + 012*2 + ■ ■ ■ + 


021*1 + (022 - X)k 2 + ■. . + 


a\ n kn = o 


a 2n k„ = 0 


(7) 


( 8 ) 


Oni*i + o n 2*2 + ■ ■ + (a„„ — X)k n — 0 . 

Aunque una solucion obvia de (8) es k\ = 0, k 2 = 0, . . k„ = 0, s61o nos interesan las soluciones 
no-triviales. Se sabe que un sistema homog&ieo de « ecuaciones lineales con n incognitas [esto 
es,bi = 0, z = l,2,.. ., n en (5)] tiene una solucion no trivial si y solo si, el determinante de la 
matriz de coeficientes es igual a cero. Asf, para hallar una solucion K distinta de cero de 
la ecuacion (7) se debe cumplir 


det(A - XI) = 0. (9) 

A1 examinar ( 8 ) se ve que el desarrollo del det(A - XI) por cofactores da un polinomio de grado 
n en A, La ecuacion (9) se llama ecuacion caracteristica de A. Asf, /os valors propios de A 
son las rales de la ecuacion caracteristica. Para hallar un vector propio que corresponda al 
valor propio A, se resuelve el sistema de ecuaciones (A - XI) K = 0, aplicando la eliminacion 
de Gauss-Jordan a la matriz aumentada (A - XI | 0). 


EJEMPLO 15 


Valores propios y 

Determine los valores y vectores propios de A 


vectores propios 

f 1 


0 

-1 


V ) 

SOLUCION Para desarrollar el determinante y formar la ecuacion caracteristica usamos 
los cofactores del segundo renglon: 


det(A - XI) = 


1 - A 

6 

-1 


2 1 

-1 - A 0 
-2 -1 -A 


= - A 3 - A 2 + 12A = 0. 


Puesto que -A 3 - A 2 + 12A = -X(X + 4)(A - 3) = 0, los valores propios son Aj =0, A 2 = -4 
y A 3 = 3. Para hallar los vectores propios debemos reducir tres veces (A - XI | 0), lo cual 
corresponde a los tres valores propios distintos. 
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Para Aj = 0, 

(A - 0I|0) ^ 


f 1 

2 

1 

O' 

— 6R\ + R-2 
R\ + R 3 

fl 

2 

1 

O' 

6 

-1 

0 

0 


0 

-13 

-6 

0 

-1 

-2 

-1 

0 


0 

0 

0 

0 

V 



J 


V 



y 


-T& 

fl 

2 

1 

0^ 

—IR 2 + R\ 

n 

0 

_1_ 

13 

o' 

0 

1 

6 

0 


0 

1 

6^ 

0 


13 


13 


0 

V 

0 

0 

0 

2 



0 

0 

0 

y 


Entonces, k\ = - —£3 y ki = ~ —i 3 . Si k 3 es -13, obtenemos el vector propio* 


Ki = 


6 

-13 


Si A 2 = 4, 


(A + 4I|0) = 


f 5 

2 

1 

O' 

-r 3 

*31 

fl 

2 

-3 

o' 

6 

3 

0 

0 

6 

3 

0 

0 

-1 

V 

-2 

-3 

0 

J 


5 

V 

2 

1 

0 

y 


— 6 R 1 + R2 
-5R l +R 3 


fl 

2 

-3 

O' 

- ifl. 

fl 

2 

-3 

o s 

0 

-9 

18 

0 

8 3 

0 

1 

-2 

0 

0 

-8 

16 

0 


0 

1 

-2 

0 


'2/?2 + -^1 

—i?2 "t* ^3 


1 0 1 
0 1 -2 
0 0 0 


esto es, = —£3 y ki — 2ki. Con la opcion £3 = 1 se obtiene el segundo vector propio 


K 2 = 


2 

1 

v J 


Por ultimo, cuando A 3 = 3, la eliminacion de Gauss-Jordan da 

(A — 3I|0) = 


-2 

2 

1 

°] 

operaciones 
de rengldn 

fi 

0 

1 

o' 

6 

-4 

0 

o; 


0 

1 

2 

0 

-1 

V 

-2 

-4 

°j 


0 

k 

0 

0 

0 

y 


y asf k\ = —ki y k 2 = — -£ 3 . La opcion £3 = -2 conduce al tercer vector propio: 


K 3 = 


( 

3 

-2 

V J 


*Naturalmente. k 3 pudo ser cualquier numero distinto de cero; en otras palabras, un multiplo constante distinto de cero 
de un vector propio tambi6n es un vector propio. 
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Cuando una matriz A de n x n tiene n valores propios distintos, A], A 2 ,. . . , A„, se demuestra 
que se puede determinar un conjunto de n vectores propios independientes* Kp K 2 , . . K„; 

sin embargo, cuando la ecuacion caracteristica tiene raices repetidas, quiza no sea posible hallar 
« vectores propios de A linealmente independientes. 


EJEMPLO 16 


Valores propios y vectores proptar 


Determine los valores y vectores propios de A = ^ ^ 

V ) 

SO LUC ION Partimos de la ecuacion caracteristica 


det(A-XI) = 


3 - A 4 
-1 7-A 


= ( A-5 ) 2 = 0 


y vemos que Aj = A 2 = 5 es un valor propio de multiplicidad dos. En el caso de una matriz 
de 2 x 2, no se necesita la eliminacion de Gauss-Jordan. Para determinar el 0 los vectores 
propios que corresponden a X\ = 5, recurriremos al sistema (A - 5I|0), en su forma 
equivalente 


—2k\ +4 k 2 = 0 


—k\ + 2k 2 - 0. 


De aqui se deduce que k\ = 2k 2 . Asi, si escogemos k 2 = 1, llegamos a un solo vector propio: 


K,= 


f 2 l 

1 

V / 


EJEMPLO 17 


Valores propios y vectores propios 


Halle los valores y vectores propios de A = 


9 1 n 
1 9 1 
1 1 9 

J 


v 


SO LUC ION La ecuacion caracteristica 
det(A - XI) = 


9-A 1 1 

-1 9-A 1 

1 1 9-A 


=( A - 11 )(A — 8) 2 = 0 


indica que Ai = 11 y que A 2 = A 3 = 8 es un valor propio de multiplicidad dos. 
Si Aj = 11 , la eliminacion de Gauss-Jordan da 


(A - 11I|0) = 


-2 1 1 

1 -2 1 

1 1 -2 


0 N 

operaciones 

fi 

0 

-1 

A A 

de renglon 

0 

0 


0 

1 

-1 

0 

0 

J 


0 

V 

0 

0 

0 

y 


*La independence lineal de los vectores columna se define igual que la de las funciones. 
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Por consiguiente, fa = fa y fa = fa. Si fa = 1, 


Cuando A 2 = 8, 


Ki = 


f1) 

1 

1 

V 


(A - 8I|0) = 


(1 

1 

1 


operaciones 
de renglon 

fi 

1 

1 

o' 

1 

1 

1 

0 


0 

0 

0 

0 

1 

V 

1 

1 

0 

j 


0 

V 

0 

0 

0 

y 


En la ecuacion k\ + fa + fa = 0 podemos dar valores arbitrarios a dos de las variables. Si por 
una parte op tamos por £2 = 1 y fa = 0 y, por otra kj = 0 y fa = 1, obtenemos dos vectores 
propios linealmente independientes: 



r-n 

1 

f-l) 

k 2 = 

1 

v: 

X 

u> 

11 

0 


0 

1 

1 


^ j 

V / 


EJERCICIOS DEL APENDICE II - 

Las respuestas a los problemas de numero impar comienzan en la pagina R-24. 


1. Si A = 

a) A + B 

2. Si A = 


( 4 5\ 
v ~ 6 9 j 


yB = 
b ) B - A 


-2 


8 -10 
c) 2A + 3B 


determine 


-2 

O' 


' 3 

-n 

4 

1 

y b = 

0 

2 

7 

3 


-4 

-2 

V 

y 



y 


, determine 


a ) A - B b ) B - A 


c) 2(A + B) 


3. Si A = 

a) AB 

4. Si A = 

a) AB 

5. Si A = 

a) BC 


2 -3 
-5 4 


V 


y b = 


b) BA 


-1 6 

3 2 

V J 
2 


, determine 


c) A = AA d) B 2 = B B 


fi 

4^ 

\ ( 

5 

10 

11 

BQ 

8 

12 

| l 

V 

) 



-4 6-3 

1 -3 2 


b) BA 


f 1 

-2' 


f 6 

3^ 


fo 2) 

-2 

4 

|> B - 

2 

1 , 

yC = 

3 4 

\ 

y 


S 

J 


l y 


b) A(BC) c) C(BA) 


, determine 

, determine 

d) A (B +C) 
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6. Si A = (5 
a) AB 
7. Si A =1 


f 3) 


"l 2 4^| 

4 

y c = 

0 1 -1 

-1 


3 2 1 

V 7 




( 4 b 


6 7),B = 

b) BA c) (BA)C d) (AB)C 

|y B = (2 4 5), determine 


, determine 


10 

V 7 

a) A r A b) B r B c) A + B r 
( \ 2 


8. Si A = 


2 4 


9. Si A = 
a) (AB) r 
10. Si A = 
a) A t + B 


8 1 


\ 

y b = 

-2 3 

5 7 

7 

V 7 

b) 2A r -B 7 ' 

\ 

f 5 10 

yB = 

-2 -5 

7 


b) B r A 

T 


(^ ( e i /\\ 


f 5 

9^ 

y b = 

-3 

n ) 

-4 

6 

-7 

2 

\ 

7 


V 

7 


determine 


, determine 


, determine 


b) (A +B) t 


En los problemas 11 a 14 exprese la suma en forma de una sola matriz columna. 


11 . 4 


f-\' 

\ 2 7 


~ 2| 8 I+3 


-2 



f 2) 


r-n 


f 3 0 

12. 3 1 

t 

C 1 j 

+ (/-!) 

-/ 

s 3 z 

-2 

4 

-5f 

7 



-1 6V-7 
-2 3 



fl 

-3 

4' 



(-t) 


( 2" 

14. 

2 

5 

-1 

2/ — 1 

+ 

1 

- 

8 


0 

-4 

-2 

-t 


4 


-6 




7 

\ 7 


v 7 


V 7 


En los problemas 15 a 22 sefiale si la matriz dada es singular o no singular. Si es no 
determine A -1 . 


15. A = 


-3 6 
-2 4 


,17. A = 


19. A = 


-3 -5 

V 

( 2 1 0 ^ 
-1 2 1 

1 2 1 

V 


16. A = 

18. A = 

20. A = 


( 2 5^ 

V 1 4 y 
^ 10^ 


V 


J 


(32 r 

4 1 0 

-2 5 -1 


singular, 
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^2 

1 

A 


f 4 

1 

-1 

21. A = 

1 

-2 

-3 

22. A = 

6 

2 

-3 


3 

2 

4 


-2 

-1 

2 


X 


) 


V 




En los problemas 23 y 24 demuestre que la matriz dada es no singular para todo valor real de 
/. Encuentre A~'(f). 


23. A(0 = 


24. A(t) = 


fie- 1 e 4l> 

4e~‘ 3e 4 ' 

v J 

"2e'sen/ -2e'cosA 
^e'cos t e'sen/ 


En los problemas 25 a 28 determine dXJdt. 


25. X = 


'Se-*' 

2e~‘ 


27. X - 2 

f 0 

e 2 ' + 4 

f 2 l 


-1 


1 


x 7 


X / 


,~3‘ 


26. X = 


28. x 


' |sen2/-4cos2A 
^-3 sen 2/ + 5 cos 25 J 

( 5/e 2 ' A 
t sen 3 1 


X 


29. Sea A(t) 


_ f 1 e 4 ' COS 7T/ 'j 

2/ 3/ 2 - 1 J" 

2 


Determine 


f i-)Ja(-)* of' 


dt 

30. Sea A(/) = 
. dA 

a) ^r 

e ) A(/)B(/) 


A(s) ds 


f 1 

8 

3/ 

uza f 6/ 2) 
yB<,) - l/( 4, 

/ 2 +l 

9 

r 

X 

/ 

z 

X J 


dB 

b) T 


. Determine 

I 

c)J'a (t)dt d) f 2 B (0 dt 

J o 

f) A(t)B(t) g) J A(.f)B(s) ds 


En los problemas 3 1 a 38 resuelva el sistema correspondiente de ecuaciones por eliminaci6n 

de Gauss 0 por elimination de Gauss-Jordan. 


31 . x+ y-lz- 14 

2x - y+ z = o 

6x+ 3y+ 4z = 1 

33. y+ z = -5 

5x + 4y-16z = -10 
x - y - 5z = 7 

35. 2x + y + z = 4 

IOjc - 2y + 2z = -1 
6x - 2y + 4z = 8 


32. 5x - 2y + 4z = 10 
x+ y + z = 9 
4x - 3y + 3z = 1 

34. 3x + y + z = 4 
4x + 2y~ z = 7 
x + >> - 3z = 6 

36. x + 2z = 8 
x + 2y> - 2z = 4 
2x + 5y - 6z = 6 
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3 7 . X\ + X2 ~ X3 “ *4 = “I 
X] + x2 + X3 + X 4 = 3 

X\ - X 2 + X3 - *4 = 3 
4*1 + *2 - 2x3 + *4 = 0 


38. 2xi + X2 + x3 = 0 
+ 3^2 + *3 = 0 

7x1 + xi + 3x3 = 0 


En los problemas 39 y 40 aplique la elimination de Gauss-Jordan para demostrar que el sistema 
dado de ecuaciones no tiene solucion. 


39. x + 2y + 4z = 2 
2x + Ay + 3z = 1 
x+ 2y - z = l 


40. x\ + X 2 - *3 + 3x4 = 1 
x2 - x3 - 4x4 = 0 
x\ + 2^2 - 2x3 - x 4 = 6 

4x1 + 7x2 - 7x3 =9 


11.3 


En los problemas 41 a 48 determine los valores propios y los vectores propios de la matriz 
respectiva. 


41. 


43. 


45. 


47. 


f- 1 

2 ^ 




42. | 

f 2 

1 ] 


-7 

8 




2 

1 


V 






\ 

J 


-8 





44. 

( 1 

0 


16 

0 



y 

A 

1 , 


V 


) 





) 


(5 

-1 

ol 



"3 

0 

O' 

0 

-5 


9 


46. 

0 

2 

0 

5 

-1 

0 



4 

0 

1 

V 



J 



V 


/ 

' 0 

4 



0 ^ 


fl 

6 

O' 

-1 

-4 


0 

48. 

0 

2 

1 

0 

0 

- 

■2 


0 

1 

2 


En los problemas 49 y 50 demuestre que cada matriz tiene valores propios complejos. 
Determine los vectores propios respectivos. 


49. 


51. Si A(t) es una matriz de 2 x 2 de funciones diferenciables y X(r) es una matriz columna de 
2 x 1 de funciones diferenciables, demuestre la regia de la derivada de un producto 


f-l 

2^ 


f 2 -1 O' 

-5 

\ 

1 

J 

50. 

5 2 4 

0 1 2 

v. 7 


f ( [A(t)X(t)]= A(7)X'(0 + A'(7)X<7). 

(h h 

52. Demuestre la formula (3). [Sugerencia: determine una matriz B = 11 12 

021 022 

AB = 1. Despeje b\\ , 612 , bi\ y 622 - A continuation demuestre que BA = I.] 

53. Si A es no singular y AB = AC, demuestre que B = C. 

54. Si A y B son no singulares, demuestre que (AB) -1 = B -1 A -1 , 

55. Sean A y B matrices de n x n. En general, ^es (A + B)" = A /; + 2AB + B 2 ? 


para la cual 
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La AZT ylasupervivencia con SIDA 

Ivon Kramer Univeisidad de Maryland, Baltimore County 

El autor obtuvo su licenciatura en fisico y matematicas en el City College of New Yoik, en 1961, y un 
doctorado en la Univeisidad de Caliibmia, en Beikeley, en 1969. En la actualidad es profesor aso- 
ciado de fisica en la Univeisidad de Maiyland, condado de Baltimore. El Dr. Kramer file Director de 
ProyecI d en las Proyecciones de Casos SIDA/VIH por Maiyland, por lo que tecibio una beca de la 
Administracion SIDA del Departamento de Salud e Higiene de Maiyland en 1990. A parbrde 1987 
ha publicado muchos arti'culos acerca del sindrome y ha sido oiador invite do sobie el tema de 
modelado ma tema tic o de la epidemia de SIDA en variasconfeienciasy univeisidades. 

En este ensayo describiremos el impacto de la cidovudina (que antes se llamaba acidotimidina 
o azt, del ingles azidothymidine) sobre la supervivencia de quienes desarrollan el sindrome de 
imnunodeficiencia adquirida (sida) por infeccion con el vims de la imnunodeficiencia humana 
(vih o hiv. por human immunodeficiency virus). 

Como los demas virus, el vih no es una celula, no tiene metabolismo ni se puede reproducir 
fuera de una celula viva. Su information genetica esta en dos cadenas identicas de arn (acido 
ribonucleico). Para reproducirse, debe emplear el aparato reproductor de la cdlula que invade 
a fin de producir copias exactas ARN. Lo que hace el vih es transcribir su ARN pasandolo a adn 
(acido desoxirribonucleico) con una enzima, la transcriptasa inversa, que esta presente en el 
virus. El adn viral, de doble cadena, emigra al nucleo de la celula invadida y se intercala en 
el genoma de 6sta, con ayuda de otra enzima viral, la integrasa. Quedan asi integrados el adn 
viral y el adn celular. Cuando la celula invadida recibe un estimulo para reproducirse, el 
adn proviral se transcribe y forma ARN viral y se sintetizan nuevas partlculas virales. Puesto 
que la cidovudina inhibe ala transcriptasa inversa del virus e interrumpe la smtesis de la cadena 
de adn en el laboratorio, se esperaba que sirviera para desacelerar o detener el avance de la 
infeccion con vih en los humanos. 

La causa de que el vih sea tan peligroso es que, ademas de ser un virus rapidamente 
mutante, ataca en forma selectiva a los linfocitos ayudantes T (vitales en el sistema inmunolo- 
gico del anfitrion) porque se enlaza a la mol&ula CD4 de la superficie celular. Los linfocitos 
T (celulas CD4 T o celulas T4) son fundamentales en la organization de una defensa contra 
cualquier infeccion. Aunque los pardmetros inmunologicos del sistema inmunitario en un 
anfitrion infectado con vih cambian cuasi estaticamente tras la etapa aguda de la infeccion, 
miles de millones de linfocitos T4 y VIH son destruidos y reemplazados cada d(a durante un 
periodo de incubation que puede durar dos decadas o mas. 

En un 95% de las personas infectadas con vih, el sistema inmunitario pierde, gradualmente, 
su larga batalla contra el virus. La densidad de linfocitos T4 en la sangre periferica de esos 
pacientes comienza a disminuir desde los niveles normales entre 250 y 2500 celulas por 
millmetro cubico hacia cero hasta un punto decisivo en la infeccidn. El sujeto termina 
por desarrollar una de las veinte infecciones oportunistas que caracterizan clinicamente al sida. 
En este punto la infeccion por vih alcanza su etapa potencialmente fatal. La densidad de 
linfocitos T4 es un marcador muy comun para evaluar el avance de la enfermedad porque, por 
alguna razon que no se comprende, su disminucion es paralela al deterioro del sistema 
inmunitario infectado por vih. Es notable que en un 5% de los infectados por el virus, no se 
muestre signo de deterioro del sistema inmunitario durante los diez primeros afiOS de la infec¬ 
cion; a esas personas se les llama “no progresores a largo plazo” y pueden ser, de hecho, 
imnunes al desarrollo del sida por infeccion de vih. En la actualidad se les estudia de 
manera intensiva. 
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Para modelar la supervivencia con sida, t representa el tiempo transcurrido hasta la 
aparicion del sida clinico en un grupo de personas infectadas. Sea S(t) la fraction del grupo 
que sigue viva en el momento t, Uno de los modelos de supervivencia postula que el sidA no 
es una condition fatal para cierta fraction de este grupo -representada por 5,— y que 
llamaremos “fraccion inmortal”. Para el resto del grupo, la probabilidad de morir, por unidad 
de tiempo en el momento t, se supondra constante, igual a k. Con lo anterior, la fraccion de 
sobrevivientes S(t) para este modelo es una solucion de la ecuacion diferencial de primer orden 

^& = -k(S(t)-S i ), (1) 


en que k debe ser positiva. 

Si aplicamos la tecnica de separacion de variables descrita en el capitulo 2, veremos que 
la solucion de la ecuacion (1) para la fraccion sobreviviente es 

S(t) = St + (1 - (2) 

Definimos T = & -1 ln 2 y podremos escribir la ecuacion (2) en su forma equivalente 

S(t)=S i + ( \ - Si)2~‘ /T , (3) 

en que, en forma analoga a la desintegracion radiactiva, T es el tiempo necesario para que muera 
la mitad de la parte mortal del grupo; esto es, se trata del periodo medio de supervivencia. V6ase 
el problema 8, en los ejercicios 3.1. 

A1 emplear un programa de cuadrados minimos para ajustar la funcion de fraccion de 
supervivencia en la ecuacion (3) a los datos reales de supervivencia de 159 habitantes 
de Maryland que desarrollaron el sida en 1985, se obtiene un valor de la fraccion inmortal S, = 
0.0665, y un valor de periodo medio de supervivencia de T = 0.666 afios. De este modo, s61o 
un 10% de estas personas sobrevivieron tres afios con sida clinico. 1 La curva de supervivencia 
con sida para 1985 en Maryland es casi identica a las de 1983 y 1984. Como en 1985 no se 
sabia que la cidovudina afecta la infeccion con YTH y casi no se usaba trapeuticamente antes 
de 1987, se puede suponer que la supervivencia de los pacientes de sida en Maryland en 1985 
no fue influida de una manera apreciable por el uso terapeutico del farmaco. 

El valor pequefi'o pero distinto de cero de la ffaccidn inmortal Sj obtenido con datos de 
Maryland, quiza sea una manipulacion que usan este y ottos estados de la Union Americana 
para determinar la supervivencia de sus habitantes. Los residentes con sida que cambiaron de 
nombre y murieron despues o fallecieron en el extranjero, cuentan como vivos para el 
Departamento de Salud e Higiene Mental de Maryland. Por lo anterior, esta claro que el valor 
de la fraccion inmortal S, = 0.0665 (6.65%) es un limite superior del valor real. 

Los detalles acerca de la superviencia de 1415 personas infectadas por VIH y tratadas con 
cidovudina, cuyas densidades linfocitarias T4 eran menores que los valores normales, fueron 
publicados por Easterbrook et al, en 1 993. 2 A1 tender hacia cero las densidades de sus linfocitos 
T4, estas personas desarrollan sida clinico y comienzan a morir. Los supervivientes a mas largo 
plazo viven cuando la densidad de sus linfocitos T4 es menor de 10 por milimetro cubico. Si 
se redefine el tiempo / = 0 como el momento en que la densidad de linfocitos T4 en una persona 
infectada con VIH baja de 10 por milimetro cubico, la supervivencia, S(t), de las personas 
estudiadas por Easterbrook fue 0.470,0.316 y 0.178, luego de pasado 1 ano, 1.5 afios y 2 af&OS, 
respectivamente. 
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Un ajuste de mmirnos cuadrados (3) de la funcion de fraccion de supervivencia, a los datos 
de Easterbrook de individuos con densidades entre 0 y 10 linfocitos T4 por millmetro cubico, 
produce un valor de la fraccion inmortal Si = 0 y un periodo medio de vida T = 0.878 afios [3], 
Estos resultados demuestran con claridad que la cidovudina no es eficaz para suspender la 
replicacion en todas las cepas de HIV, porque quienes la reciben terminan por fallecer casi tan 
pronto como quienes no la tomaron. De hecho, la pequena diferencia de 2.5 meses entre el 
periodo de supervivencia de los infectados en 1993 con densidades menores que 10 linfocitos 
T4/mm 3 , tratados con cidovudina (T= 0.878 ano) y de los infectados en 1985 que no la tomaron 
(T = 0.666 ano), se pudo deber por completo a mejor hospitalizacion y a mejoras en el 
tratamiento de las infecciones oportunistas asociadas con el sida durante esos anos. Por 
consiguiente, la capacidad inicial de la cidovudina para prolongar la supervivencia con vih 
desaparece en ultimo termino y la infeccion retorna su avance. Se estima que la farmacoterapia 
con cidovudina extiende la supervivencia de un paciente infectado con vih cinco o seis meses 
en promedio. 3 Sin embargo, como al final la medicina pierde su eficacia, es cara y produce 
efectos colaterales adversos, es dificil justificar el uso terapeutico prolongado de este unico 
producto. 

Por ultimo, al comparar los resultados del modelado de ambos conjuntos de datos, vemos 
que el valor de la fraccion inmortal esta dentro de los limites 0 < S ( - < 0.0665. El porcentaje de 
personas para las que el sida no es fatal es menor que 6.65% y podria ser 0. 

Referencias 
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Dinamica de una poblacion de lobos 

C. J. Knickerbocker St. Lawrence University 

El autor recibio su doctorado en matematicas en la Universidad Clarkson, en 1984. Actualmente es 
profesor de matematicas en la St. Lawrence University, donde tambien es Rector Asociado de Asuntos 
de Facultad. El Dr. Knickerbocker es autor de muchos artlculos, como (con T, Greene) Computer 
analysis of Aesthetic Districts (Analisis en computadora de distritos esteticos) para la Asociacion 
Psicologica Americana, en 1 9 9 0, Contribuyo a este libro, en su quinta edicion, y a Differential 
Equations with Boundary-Value Problems, 3a. edicion, ambos por Dennis G. Zill, y tambien ha sido 
consultor di editores, empresas de software y agendas oficiales. 

A principios de 1995, despues de grandes controversias, debates publicos y una ausencia de 70 
afios, volvieron los lobos grises al Parque Nacional Yellowstone y a la parte central de Idaho. 
Desde su exterminacion en la decada de 1920, se han notado cambios importantes en las 
poblaciones de ottos animales residentes del parque; por ejemplo, la poblacibn de coyotes y 
ottos depredadores crecio por no tener la competencia del lobo gris, bestia mayor. En conse- 
cuencia, con su reintroduccion se esperan cambios en las poblaciones de depredadores y presas 
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en el ecosistema del Parque de Yellowstone; el exito del lobo dependera de como influya y sea 
influido por las demas especies. 

Como modelo simplificado de la interaccion entre alces (A), coyotes (C) y lobos (L) en el 
ecosistema Yellowstone, se proponen las siguientes ecuaciones: 

,u 

= OMA - 0.003 AC - 0.85 AL 
at 

= -0.06C + O.OOl^C 

^ = -0.121 + 0.005^1 
at 

A(0)= 60.0 , C(0)= 2.0, L(t)= 0.015, 

en que Aft) es la poblacion de alces, C(t) es la de coyotes y L(t) la de lobos. Todas se expresan en 
miles de cabezas. La variable t representa al tiempo, en afiOS, a partir de 1995. Como condicio- 
nes iniciales tenemos 60 000 alces, 2000 coyotes y 15 lobos en 1995. 

Antes de dar una solucion, el analisis cualitativo del sistema puede proporcionar varias 
propiedades interesantes de las soluciones; por ejemplo, en la ecuacion dC/dt = -0.06C + 
0.001.4C, vemos que la poblacion de coyotes tiene un efecto negativo sobre su propio 
crecimiento, porque mas coyotes significan mas competencia alimenticia. Pero la interaccion 
entre alces y coyotes tiene un impacto positivo, porque asi los coyotes encuentran mas alimento. 

Dado que no se puede tener una solucion explicita para este problema de valor inicial, 
necesitamos recurrir a la tecnologfa para hallar soluciones aproximadas; por ejemplo, a 
continuation mostramos un listado para determinar soluciones numericas con MAPLE: 

al :=diff(a(t),t)-0.04*a(t)+0.003*a(t)+c(t)+0.85*a(t)*l(t); 
a2:=diff(c(t),t)+0.06*c(t)-0.001*a(t)*c(t); 
a3:=diff(l(t),t)+0.12*l(t)-0.005*a(t)*i(t); 
sys:={al,a2,a3}; 

ic:={a(0)=60.0,c(0)=2.0,l(0)=0.015}; 
ivp:=sys union ic; 

H:=dsolve(ivp, { a(t),c(t),l(t)} .numeric); 

En este ejemplo vemos que podemos comprender como afectan los lobos las poblaciones 
animales pero, ^siempre es negativo el impacto? Detengamonos en un an&lisis mds detallado 
de los cambios en la poblacion de alces. 

Entre 1985 y 1995, dicha poblacion aumento 40% en Yellowstone y muchos estudios 
indican que al introducir los lobos, podrfa decrecer hasta en 25%; pero los animales que 
aquellos cazan son muy jovenes, muy viejos o con mala salud, lo cual, potencialmente, deja 
mas alimento para los miembros mas robustos de la comunidad, lo cual fortalece su poblacion. 
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El modelo clasico de depredador y presa -descrito en la section 3.3— es 


dL 

dt 


= -qqL + a\AL 


dA 

dt 


= boA " b\AL, 


en donde L(t ) es la poblacion de lobos y A(t) la de alces. Todas las constantes son positivas y 

Aq indica la tasa de mortalidad de los lobos, bo la tasa de natalidad de los alces y a\, b\ las 

interacciones entre las dos especies. 

De acuerdo con este modelo, la probabilidad de captura por lobos es igual para cada alee. 
Entonces, con la hipotesis de que los animales mas debiles son los cazados, el sistema clasico 

de depredador y presa no es adecuado como modelo. 

Para mejorarlo, definiremos la poblacion total de alces con A(t) = AJd) + donde AJJ) 

y 4p(t) son los alces dfJbileS y fuertes, respectivamente. La nueva ecuacion que describe el 
cambio de poblacion de lobos sera muy parecida a la ecuacion clasica. El unico cambio es 
reemplazar a A(t) con Aj(t) porque los lobos s61o cazan los animales mas debiles. Asi, se obtiene 

= ~&o L + Ot\AdL. 


La nueva ecuacion para los cambios demograficos de los alces debiles se determina observando 
que Ad(f) no s61o depende de si misma, sino tambi6n de la poblacion de los alces fuertes, Ap(t ), 
porque ambas poblaciones compiten en la obtencion de alimento. Tambi^n se debe tener en 
cuenta la interaction entre los alces debiles y los lobos. Esto da como resultado 

dAj 

— = poAd - p\AdL + fcAp. 

La siguiente ecuacion para los cambios en la poblacion de los alces robustos, se parece a la 
de los cambios para los alces d^biles, excepto que no hay contribution por parte de L(t) porque 
los lobos no cazan alces robustos: 


dAp 

~dt 


= 7o Ap + 71 A d . 


De este modo se puede formar con facilidad un sistema autonomo de ecuaciones diferenciales 
ordinarias para esta aplicacion. 


~ = —aoL + (X\ApL 
dt 


dAd 

dt 


- fi)Ad " /?t AdL + foAp 


— = 70 A d + JiAp. 
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En Internet se pueden obtener infonnes acerca de la reintroduccion de lobos en el Parque 
Yellowstone y en Idaho central; por ejemplo, tenemos al boletln del 23 de noviembre de 1994, 
del U. S. Fish and Wildlife Sendee. Se puede llegar a este informe con cualquier mecanismo 
de busqueda en la World Wide Web. 

Referencias 

1. Ferris, Robert M. Return of a natuve. Defenders (Winter 1994/95). 

2. Fischer, Hank. Wolves for Yellowstone. Defenders (Summer 1993). 

3. U.S. Fish and Wildlife Service. Final rules clear the way for wolf reintroduction in 
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Degeneracion de las oibitas de los satelites 

John Ellison Grove City College 

El autor necibio su lieenciaturn en el V\*irtman College, su maestria en la Univeisidad de Colorado y 
su doctorado en matematicas en la Univeisidad de Pittsbuigh. Fue piofesor de matematicas en el 
Grove City College durante los ultimos 25 anosy en la actualidad es director del depaitamento. 

Desde que el primer Sputnik fue lanzado al espacio, los satelites artificiales circulan en tomo 
a la Tierra. Van desde pequenos trozos de chatarra espacial hasta objetos de gran tamano, como 
el telescopio espacial Hubble y las estaciones espaciales tripuladas. Durante la mayor parte de 

su existencia, la fuerza principal que actua sobre ellos es el campo gravitacional terrestre; sin 

embargo, la resistencia causada por la atmosfera hace que su orbita degenere lentamente y, si 
se dejan abandonados, al final caeran a tierra. 

Los objetos pequenos se queman en la atmosfera sin llegar al suelo; los grandes cuentan 
con sistemas internos de propulsion para conservar sus orbitas. No obstante, en 1979 fallo el 

sistema propulsor de un objeto grande, el Skylab, y entro en la atmosfera terrestre. El Skylab 
tenia el tamano suficiente para que algunas de sus partes resistieran el calor y aterrizaran. 
Estaban ardiendo. 

Es difi'cil y complicado obtener un modelo matematico de las pocas revoluciones finales 
de la orbita degenerada de un satelite. Para llegar a una aproximacion que podamos resolver, 
se deben plantear muchas hipotesis simplificadoras. Dos de las mas comunes son que la Tierra 

es una esfera perfecta y que el movimiento del objeto es bidimensional en esencia. Tambien se 
precisa una estimation de como afecta la resistencia atmosferica la trayectoria del objeto. 

Una de las hipotesis mas importantes se refiere al modelado de la densidad de la atmosfera. 
Esta densidad varia mucho en la superficie terrestre y depende de la hora del dla, de la epoca 
del ano, de las condiciones meteorologicas y hasta de la actividad de las manchas solares. Las 
causas de las variaciones de la densidad todavla no se comprenden por completo y para nuestro 
modelo sencillo supondremos que la densidad atmosferica depende solo de la altitud. Aun asl, 
no es facil contar con una formula para la densidad. Un metodo comun es medirla a diferentes 
alturas experimentalmente y despues calcular una curva (como la llamada spline) que se ajuste 
a los datos. Los meteorologos tambien cuentan con formulas que modelan esta densidad. 
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Las ecuaciones del movimiento de un satelite se pueden deducir en forma semejante a la 
que se empleo en el capltulo 5. En dos dimensiones, y suponiendo que el origen esta en el centra 
de la Tierra, son 


x"(t) = - - kvx' 


m egy , , 

y V) = - — j- - kvy 


en donde (x(t), y(t )) es la position del objeto. 

En el primer termino del lado derecho de cada ecuacion, m e es la masa de la Tierra, g es 

la aceleracion de gravedad y r = (x 2 + y 2 )' 12 es la distancia del satelite al centra de la Tierra. 

Observese que en este termino la fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de r. 

En el segundo termino del lado derecho, k tiene la forma CAp/m, donde C es una constante 
de proporcionalidad, A es el area del objeto que mira hacia la atmosfera, p la densidad de la 

atmosfera y m la masa del satelite; n = [(V) 2 + (y') 2 ] l/2 es la velocidad del objeto; por 

consiguiente, en este termino la fuerza de resistencia es proporcional al cuadrado de la 
velocidad. Es una buena aproximacion pero no perfecta. 

Este sistema de ecuaciones diferenciales resulta demasiado no lineal y no se puede resolver 
en forma analitica. Se requieren metodos numtiicos y una computadora, y se obtiene una 
solucion numerica. La figura 1 muestra la vuelta y media final de una orbita degenerada de 
satelite muy similar al Skylab. En nuestro caso usamos las mtinas num^ricas del programa 
Mathematica, que se parecen -pero son mucho mas complicadas- a las que se describen en 
la section 9.5. La trayectoria del satelite se rastreo desde una altura de 100 km, con una 
velocidad ligeramente inferior a 8 km/s. Vemos que el satelite sigue una trayectoria eliptica y 
que pasa la mayor parte de la primera revolution a mayor altura de 100 km. Al final de la 
primera revolucion, la altura aproximada es 97 lun. Entonces aumenta la razon de degeneration 
y al final de la media vuelta siguiente la altura es un poco mayor de 80 km. A partir de ahl, el 
satelite (o lo que queda de el) cae a Tierra rapidamente. Esto es de esperarse, porque la densidad 
de la atmosfera aumenta con mucha rapidez a medida que disminuye la altitud. 

Repetimos que este analisis se basa en una buena cantidadde hipotesis y simplificaciones. 
Para obtener una trayectoria exacta debemos mejorar las hipotesis, con lo cual se dificulta la 
solucion. Por estos motivos es dificil predecir el punto de impacto de un satelite que cae a 
Tierra; solo podemos esperar que sea en el oceano o en tierras deshabitadas. 



en la atmosfera terrestre. 
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Derrumbe del puente colgante de Tacoma Narrows 

Gilbert n. Lewis, Michigan Technological University 

El autor es profesor asociado de matematicas en la Univeisidad Tec nologic a de Michigan, donde ha 
dado clases desde 1977. Obtuvo su licenciatura en matematicas aplicadas en la Univeisidad Brown, 
en 1969 y el doc to ra do, tambien en matematicas aplicadas, en la Univeisidad de Wisconsin-Milwau¬ 
kee en 1976. Ademas, el doctor lewis es profesor visitarite en la Univeisidad de Wisconsin-I^ikside 
y se ha dedicado a la investigacion en las areas de ecuaciones difeienciales oidinarias, analisis 
asintbtico, teona de las peituifoaciones y cosmologia. Asimismo, contribuyo con un ensayo en la 
quinta edicion de este libro. 

En el verano de 1940, el puente colgante Tacoma Narrows, estado de Washington, EUA, se 
termino y abrio al ‘trafico. Casi de inmediato se observo que cuando el viento soplaba en 
direccion transversal a la de la carretera, originaba grandes oscilaciones verticales en la 
plataforma o “tablero.” La obra se transformo en atraccion turistica porque las personas 
llegaban a observar — y quiza cruzar — el puente ondulante. Por fin, el 7 de noviembre de ese 
afio durante una racha intensa, las oscilaciones aumentaron hasta niveles nunca vistos y el 
puente fire evacuado. Pronto las oscilaciones se tornaron giratorias, vistas desde el extremo del 
tablero. Finalmente, las grandes oscilaciones desarmaron el tablero y el puente se derrumbo. 
En la primera referencia consultese una introduction a la description anterior y en la segunda, 

una serie de an&dotas interesantes -e incluso cdmicas — relacionadas con el puente. 

Se pidio a Theodor von Karman, conocido ingeniero, que determinara la causa del 
derrumbe. El y sus colaboradores 3 dictaminaron que el viento, al soplar perpendicularmente a 

la carretera, se separaba formando vortices alternos arriba y abajo del tablero y con ello 
establecfa una fuerza vertical que actuaba sobre el puente y causo las oscilaciones. Otras 
personas supusieron que la frecuencia de esa funcion forzada periodica coincidia exactamente 

con la frecuencia natural del puente, llegando a la resonancia, a las grandes oscilaciones y a la 
destruction, como se describe en la ecuacion (3 1) de la seccion 5.1. Casi durante cincuenta 
anos se supuso que la resonancia fue la causa del derrumbe del puente, aunque el gmpo de von 
Karman lo rechazo diciendo que “es muy improbable que la resonancia con vortices alternos 

desempefie una funcion importante en las oscilaciones de los puentes colgantes”. 3 

Como se puede ver en la ecuacion (3 1), seccion 5.1, la resonancia es un fenomeno lineal. 

Ademas, para que se presente debe haber una coincidencia exacta entre la frecuencia de la 
funcion forzada y la frecuencia natural del puente. Ademas, no debe haber amortiguamiento 

alguno en el sistema; por lo tanto, no nos debe sorprender que la resonancia no sea la culpable 
del derrumbe. 

Si la resonancia no lo origino, ^cual fue la causa? Las investigaciones recientes ofrecen 
una explication alternativa. Lazer y McKenna 4 sostienen que fueron los efectos no lineales, y 
no la resonancia lineal, los factores principales que provocaron las grandes oscilaciones en el 
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puente (vease un buen articulo de compendio en Peterson, I., Rock and roll bridge '). En su 
teoria intervienen ecuaciones diferenciales parciales; sin embargo, se puede establecer un 
modelo simplificado que conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. 

Examinemos lo que pasa con un cable vertical aislado del puente colgante, que funciona 
como un resorte lineal sin amortiguamiento. Sea y(t) la desviacion vertical (direction positiva 
hacia abajo) de la rebanada de tablero fija a ese cable, donde t es el tiempo y y = 0 representa 
la posicion de equilibrio. Cuando el tablero esta oscilando, el cable imparte una fuerza lineal 
de restauracion, hacia arriba (ley de Hooke), mientras la desviacion es hacia abajo; esto es, en 
tanto el cable este estirado. Sin embargo, cuando el tablero sube con respecto a su posicion de 
equilibrio, el cable ya no trabaja a tension y no ejerce fuerza alguna sobre el tablero. En este 
momenta, las unicas fuerzas que actuan sobre el son la fuerza vertical debida a los vortices de 
von Karman y la gravedad, que se considera minima. Esta transition discontinua, desde una 
fuerza lineal de restitucion ky cuando y > 0 , hasta la fuerza de restitucion cero, para y < 0 , 
produce una no linealidad en la ecuacion del modelo. Entonces nos vemos obligados a plantear 
la ecuacion diferencial 


y"+f(y)=g(t). 


donde f(y) es la funcion no lineal expresada por 


f(y)= 


\ky, >>>0 
| 0 , y < 0 . 


Aqui, k es la constante de la ley de Hooke y g(t) es una funcion forzada (pequena) periodica. 
Si usamos el modelado mas general con ecuaciones diferenciales parciales, llegamos a la 
ecuacion diferencial ordinaria un poco mas general 


Y" +f(y)=c+g(0, 


donde f\ y esta definida por 


/i(y) = 



Y > 0 
y< 0. 


Aqui b = EI(n/L) A + k, a = EI(nlL) 4 , EZ es una constante que representa ciertas propiedades de 
los materiales del puente, L es su longitud y c es un parametro relacionado con las interacciones 
entre el puente y la funcion forzada. Las condiciones en la frontera asociadas con la naturaleza 
periodica de las oscilaciones son 


y($)=y{2ir), y’(O) = /(2tt). 


Observese que el problema es lineal en cualquier intervalo en que y no cambie de signo y que la 
ecuacion se puede resolver, en esos intervalos, mediante los procedimientos normales que se 
describen en el libro. 

Los detalles tecnicos de la deduction se encuentran en la publication original de Lazer y 
McKenna. 4 Comprueban que existen soluciones multiples cuando k es suficientemente grande. 
Tambien parecen indicar la siguiente interpretation de la solution: una fuerza grande, c, que 
actua junto con una funcion periodica pequena, g(t ), produce un desplazamiento c/b mas una 
oscilacion pequefia respecto a un equilibrio nuevo. Ademas, si k es grande, existen otras 
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soluciones oscilatorias. Asimismo, las soluciones de gran amplitud pueden persistir, aun en 
presencia de amortiguamiento. Es posible inferir mas conclusiones interesantes a partir de las 
ecuaciones diferenciales parciales implicitas. 

Como la investigacion en que se basa la explication de Lazer y McKenna no se ha 
terminado, es imposible decir con exactitud a que se parecera el modelo final de los puentes 
colgantes. Sin embargo, parece obvio que no se incluira el fenomeno de la resonancia lineal. 
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Modelado de una carrera armamentista 

Michael Olinick Middlebury College 

El autor esprofesorde matematicas y ciencias de computacion en el Middlebuiy College en Veimont; 
desde que recibio su doctoiado en la Univeisidad de VtAsconsin. El doctor Olinick tambien ha sido 
ptofesor visits rite en el Colegio Univeisitario de Nairobi, la Univeisidad de CalHbmia en Beikeley, la 
Univei5idad Estate I en San Diego, la Univeisidad VUesleyana y en la Universidad de Lancaster, 
Inglatena. Es autor de un texto sobie modelado matematico, publicado por Addison-Vtfesley y es 
coautorde Calculus 6/e, de H/t/S Publishing Company. 

El siglo xx ha sido testigo de varias carreras armamentistas peligrosas, desestabilizadoras y 
costosas. El estallido de la Primera Guerra Mundial (1914-1918) fue el climax de una rapida 
acumulacion de armamentos entre las potencias europeas rivales. Hubo otra acumulacion de 
armas convencionales justo antes de la Segunda Guerra Mundial (1939- 1945). Estados Unidos 
y la Union Sovietica se enfrascaron en una costosa carrera de armas nucleares durante los 
cuarenta anos de la Guerra Fria. Actualmente y en muchas partes del mundo se ha vuelto 
costumbre la acumulacion de armas mas y mas mortiferas, como en el Medio Oriente y en los 
Balcanes. 

Lewis F. Richardson, meteorologo y educador ingles (188 1- 1953), invento varios modelos 
matematicos para tratar de analizar la dinamica de las carreras amiamentistas. Su modelo 
primario se baso en el temor mutuo: una nacion se ve acuciada a aumentar su arsenal con una 
razon proporcional al nivel de gastos de su rival en armamentos. El modelo de Richardson tiene 
en cuenta restricciones internas en un pais que desaceleran la acumulacion de armamento: 
mientras mas gasta en armamentos, mas se le dificulta aumentar sus gastos porque cada vez es 
mas dificil desviar los recursos sociales para necesidades basicas (como comida y vivienda) 
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hacia armamentos. En su modelo, Richardson tambien incluyo otros factores que impulsan o 
detienen una carrera armamentista, independientes del dinero invertido en armas. 

La estructura matematica de este modelo es un sistema interrelacionado de dos ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Si x y y representan la fraction del poderio invertida en armas 
por parte de dos paises cuando el tiempo es t, el modelo tiene la forma 

(k _ 

—r-ay-mx + r 
dt ' 

&=bx-ny +s, 
dt ’ 

en donde a, b, m y n son constantes positivas y r y s son constantes que pueden ser positivas o 
negativas. Las constantes ay b representan el temor mutuo; m y n, factores de proporcionalidad 
para los “frenos internos” al aumento en armamentos. Los valores positivos de r y s correspon- 
den a factores intrinsecos de mala voluntad o desconfianza que persistirfan aun cuando los 
presupuestos para armamento bajaran a cero. Los valores negativos de ry s indican una 
contribution basada en buena voluntad. 

El comportamiento dinamico de este sistema de ecuaciones diferenciales depende de los 
tamafios relativos de ab y mn, asi como de los signos de r y s. Aunque el modelo es bastante 
sencillo, permite tener en cuenta varios resultados a largo plazo. Es posible que dos naciones 
evolucionen simultaneamente al desarme cuando x y y tienden, cada uno, a cero. Otro escenario 
posible es un circulo vicioso de aumentos sin b'mite en j y y. Un tercer caso es que los gastos 
en armamento tiendan de manera asintotica a un punto estable (x*, y*) independiente de los 
gastos iniciales. En ottos casos el resultado final depende mucho del punto de partida. La 
figura 2 muestra un caso posible con cuatto puntos de partida distintos y en cada uno se llega 
al “resultado estable. ” 
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TABLA DE INTEG RALES 



1 . J udv = uv-J vdu 

3. = In |u| + C 

5. | a u du = r^— a u + C 
‘ In a 

7. J cos u du = sen u + C 
9. j csc 2 u du = -cot« + C 
11. |esc ucot udu = -esc u+C 
13. J cot u du = lnjsen u| + C 
15. J esc udu = ln|«c u - cot u| + C 
17. tan- 1 2 + C 

19. [*.±l *±4 +c 

■a 2 -a 2 ’ 2 a" “ K-< r 

21 . J sen 2 u du = |u - i sen 2 m + C 

23. J tan 2 udu = tanu-u + C 

25. J sen 3 u du = - j (2 + sen 2 u) cos u + C 

27. | tan 3 u du = A tan 2 u + ln|cos u| + C 

29. J sec 3 u du = | sec u tan u + A ln|sec u + tan u| + C 

31. J sen"u du = - - sen” ” 1 u cos u t f $en" -2 u du 
n n 
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40. J u sen udu = sen u — u cos u+C 


du 1 -i u , „ 
- T = -sec r + C 

uVu-o 2 fl 1 
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RESPUES1AS A LOS PROBLEM AS DE NUMERO IMPAR 


EJERCICIOS 1.1 


1. lineal, segundo orden 3. no lineal, primer orden 
5. lineal, cuarto orden 7. no lineal, segundo orden 
9. lineal, tercer orden 43. y = -1 

45. m = 2 y m = 3 47. m = 1 ± 


ejbccios i.2 

1 . semipianos definidos por y > 0 o por y <0 
3. semipianos definidos por x > 0 o por x <0 
5. las regiones definidas por y > 2, y < -2, o por 

-2 <>-<2 

7. cualquier region que no contenga a (0,0) 

9. todo el piano xy II. y = 0,y = x 3 13. a 
15. no 

17. a) y = cx 

b) toda region rectangular que no toque al eje y 

c) No, la funcion no es diferenciable en x =0. 

19. C) (- 60 , oo); (- 0 O 1); (—oo, _ 4); (- 00 , -2); 

(-2, 00 ); (- i, 00 ); (0, 00 ) 

21. y= 1/(1 - 4e~ x ) 23. y = 1 /-\e~ x 25. y = 


EJERCICIOS L3 

l.^T = kP + r 3.^- + kx = r,k>0 
dt dt 

_ dA _ _ A _ dh__ en rr 

dt 100 dt 450 

9. L^- + Ri = E(t) ll.^ = k(M-A),k>0 
dt dt 


, 4y y 


15. m 


d 2 x 

dt 2 


= -kx 


J7 dy -x+Vx 2 +y 2 
' dx Y 


gERCICIOS DE RBttSO 

1. las regiones definidas por x 2 + y 2 > 25 y x 2 + y 2 

<25^ 


3. falso 5. ordinaria, primer orden, no lineal 


7. parcial, segundo orden 13. y = jc 2 15. y = 


x 2 


17. y = 0,y = e‘ 19. - y = 0, i y = cosx,>' = senx 

21. x < 0 0 sea x > 1 23. ^ = - hr 312 

dt loir 

25.,)* = ^ b)$-^ = 0 


C)V * 


~d v gR 




= 0 


EJERCICIOS 2.1 

1. y = -1cos 5x + c 3 ,y = ~e~ 3x + c 
5. y = x + 5 ln|x + 1| + c l.y-cx A 
9. y~ 2 = 2x -1 + c II. -3 + 3x ln|x| = xy 3 + cx 
13. -3e~ 2y = 2e 3x + c 15.2 + y 2 = c (4 + x 2 ) 

17. / = x-ln|x + l| + c 

19. y lnx -■-X 3 = J y 2 + 2y + ln|,y| + c 

21. S = ce kr 23.-~ = ce' osea P = -^—, 
l-P 1 + ce‘ 

25. 4 cos y = 2x + sen 2x + c 
27. -2 cos x + e y + ye~ y + e~ y = c 
29. (e* + I)’ 2 + 2{e y + l)" 1 = c 


31. (>/+l)~ 1 + ln|>'+l| = ~ 


J+l 


x - 


+ c 


33. y - 51n[y + 3| = x- 5 ln|x + 4| + c 

^5 


0 sea 


x + 4 


= cie^ 


3 5. -cot y = cos x + c 37. y = sen 


x 2 

2 +C 


39. -y = tan *(e*) + c 41.(1 + cos x)(l + e y ) = 4 


4y- 


3n 


43. Vy*+1 = 2 x 2 + <2 45.x = tan 
47. xy = e" (1 + I/x ) 

l-e 61 2 - e 6x ~ 2 

")r -3 <0,-3 

51. y=l 53. >> = 1 55. >» = 1 + ~ tan 

R-l 




R-2 RESPUESTAS A IDS PROBLEM AS DE NUMERO IMPAR 


EJERCICIOS 2.2 

1 . x 2 - x + -y 2 + ly = c 3. |x 2 + 4xy - 2y 4 = c 
5. x 2 ^ 2 - 3x + 4y = c 7. no exacta 
9. xy 3 + y 2 COS x - ±x 2 = c II. no exacta 
13. xy - 2xe* + 2e* -2x 3 = c 
15. x + y+ xy-3 ln|xy| = c 17. x 3 y 3 - tan - *3x = c 
19. — ln|cos x\ + COS x sen y = c 
21 . y - 2x 2 y-y 2 -x 4 = c 
23. x 4 y -5 x 3 -xy + y 3 = c 
25. jx 3 + x 2 y + xy 2 -y = j 
27. 4xy + x 2 -5x + 3y 2 -y = 8 
29. y 2 senx-x 3 y-x 2 +ylny-y = 0 
31. Jt= 10 33. 

35. M(x, y) = ye xy + y 2 -^ + h(x) 

37. 3x 2 y 3 + y 4 = c 39. x 2 y 2 cos x = c 
41. x 2 jr + x 3 = c 


EJERCICIOS 2.3 


1. y= ce 5x ,~oo<x<oo 
3. y = 2 + ce~ 4x , < x < °° 

5 . y = je 3 * + ce~ x , -oo < x < oo 

i _ 3 

7. y = 1 + ce * , -00 < X < oo 
9. y =i"'ln x + cx~ 1 ,0<x<oo 
11 . x = -jy 2 + cy~ m , 0<y< «= 


i^ i sen x c n 

13. y = — COS X +-+ 0 < X < < 

XX 


15. y = 


e*+1 


, -OO < x < oo 


7T 7T 

17. y = sen x + c cos x, - — < x < — 

19. y = 1 x 3 - 1 x + ex -4 , 0 < x < oo 

21 . y = JLrf* + 4e - *,0 <x<oo 

2x 2 x 2 


23. y = sec x + c esc x, 0< x ^ 

25. x = l e y-J- e y+' e y+c-yo< <00 
2 2y 4 y 2 y 2 7 

27. y = e~ 3x + -e -3 *, 0 < x < °° 

X * 

29. x = 2 y 6 + cy 4 , 0 < y < °° 

31. y = e~ x ln(£* + e”) + ce~ x , -oo < x < oo 

33. x = — + ~e ~ y , 0<y < °° 

y y 


35. (sec 6 + tan S)r - 6 - cos 0 + c, - ^ < 8 < ^ 

37. y = |(x + 2)- 1 + c(x + 2)“ 4 , -2 < x < oo 
39. y = 10 + ce~ senh \ -oo < * < o« 

41. y = 4 _ 2e -5 *, -oo <x <oo 


43. /(/) = § + 


fo¬ 


rt 


„-Rt!L , , , 

e ( — oo < t < OO 


.■ 7T . . 7T 

45. y = sen x cos x - cos x, - — < x < — 

47. 71(0 = 50+ 150e A ',-oo<t<oo 
49. (x + l)y = x lnx- x + 21, 0 <x < oo 

rKl-e- 2 *), 0 <x < 3 

5L y= 2 


6 I'-- 21 x>3 


X-iy 



55. y = 12 [Si(x) - Si®] 
x 4 

Y 





Respuestasa los problemasde numero impar R-3 


57. + f e*’ [erf(x) - erf(l)] 


3 ERCICIOS 2.4 


1 . x ln|x| +y - cx 
3. (x-y)ln\x-y\=y +c(x-y) 


5. x + yln|x| = cy 


7. ln(x 2 + y 2 ) + 2 tan -1 


V 


= c 


9. 4x = y(ln|y| - c ) 2 II. y 3 + 3x 3 ln|x| = 8 x 3 
13. ln|x| = e y /x - 1 15. y 3 = 1 + cx 3 

17. y~ 3 = x + 5 + ce 3jc 19. = cx 

2 i. y-^-fy'+f *- 6 

23. y = ~x -1 + tan(x + c) 

25. 2y- 2x + sen 2(x + y) = c 

27. 4( y - 2x + 3) = (x + c) 2 

29. -cot(x + y) + csc(x +y) = x + ^2-l 


g ERCICIOS DE RBttSO 

1. homogenea, exacta, lineal en y 
3. separable, exacta, lineal en y 5. separable 
7. lineal en x 9. Bernoulli 
11. separable, homogenea, exacta, lineal en x y en y 

13. homogdnea 15. 2x + sen 2x = 2 1n(y+ l) + c 

A 

17. (6*+l)/ = -3x 3 + cl9.2 = ^(51n/-l) 

21. 2y 2 \ny-y 2 - 4te‘- 4e‘- 1 

23. y = i - 320(x 2 + 4)“ 4 25. e* = 2e 2y -e 2y " 

E) ERCICIOS 3.1 


b) v —» cuando t —¥ °° 




Vo- 


mg 


-ktlm 


+ f 


uo- 


mg 


+ Sq 


29. a) P(t) = P 0 e (k ' ~ ki>t 

b) k] > k% los nacimientos son mayores que las 
muertes y as! aumenta la poblacion. 
k\ = k 2 , una poblacion constante, ya que la 
cantidad de nacimientos es igual a la canti- 
dad de defunciones. 

jt[ < k 2 , l as muertes son m&s numerosas que 
los nacimientos, con lo cual disminuye la 
poblacion. 


31. lA = -p- r + ce~ (k ' + ki)t 
k\4-k 2 



Ifm A(t) = 

t-}oo 


ki M 
k\ + kj 


Si k 2 > 0, nunca se memorizara el material 
completo. 

33. a) Sea t = 0 el afio de 1790, de modo que 
P(O) = 3.929. La constante k de crecimiento 
en la solution P(t) = 3,929e kt depende de 
cuill censo de poblacion se use; por ejemplo, 
cuando t = 10, P( 10) = 5.308 da como resul- 
tado k = 0.030. Asi, P(t) = 3.929e omt . 


1. 7.9y;10y 3.760 5.11 h 7. 136.5 h 

9. Z( 15) = 0.0009810; aproximadamente 0.1% de /q 
11. 15 600 y 13. T( 1) = 36.67”; aproximadamente 
3.06’ 


15. i(t) |-fc- 
17 ‘ 9(0 = Too " 


; i -> | cuando i 
■ 7oo e " 50< ; *(o = K 5 


00 


19. i(t) = 


_ (60- 60e~ tno , 


-r/10 


^(e 2 -\)e 

21. A(t) = 200 -170e -t/50 
23. A(t) = 1000 - 1000e~' /lo ° 


0 < 1 < 20 
/> 20 


25.64.38 lb 


3ERCICIOS 3.2 

1. 1.834; 2000 3. 1 000 000; 5.29 meses 

5. a) El resultado en (7) se puede obtener con el 

mdtodo de separacidn de variables 

b)c = |-ln /> 0 

7. 29.3 g; X -> 60 cuando t -a <»; 0 g de A y 30 g 
de5 


27. a = 

f 

Vo - 


g-ktlm 

9. Paraa->/3, Jn 

a^X 

k 1 

V 

kj 


a-/? p 

- X 


= kt + c 





R-4 


RESPUE5IAS A IDS PROBfiVIAS DE NUMB® IMPAP 


1 


P^a-U,X-a- b+c 

II. 2h m = ~±t+2'J20;t=50'l20s 
13. Para evaluar la integral indefinida del lado iz- 
quierdo de 




se emplea la sustitucion y = 10 cos 9\ por con- 
siguiente, 

lo-Vioo-j / 2 
y 


x = 10 In 


|-Vioo-/. 

15. a) v(t) = tanh ^^ t + c\ 
en donde c\ = tanh -1 VQ. 




c) s(t) = t In cosh > 


, . y ■ t + Cl + C2, 

k l » m 

en donde c 2 = Jo - In cosh Cj 
17 a l - 4(^o " l- 1 " (^° - 4) g ~ 3 ' 

^ (Po-l)-(P 0 -4)e -3 ' 

b) Cuando Pq > 4 o 1 < Pq < 4, lim P(t) = 4. 

(->00 

Cuando 0 < Po < 1, m —> 0 para un valor 
finito del tiempo t. 

c) P(t) = 0 cuando 0 < Pq < 1 


cuando t ~ j In 


Po-4 

4P 0 -4 


19. ,y 3 = 3 X + C 



21. b) la curva es ^ = 2c\x + ci 2 = 2ci 


' + ci' 
* + 2 


gmcicios 3.3 


,-Ai/ 


1. x(t) = xoe 

y (0 = \*° A l (e -Al ' - e" A2 ') 


A 2 - Ai 
z(t) = x 0 f 1 - 


a 2 


A 2 - A] 


h— e -» 


A 2 -A 


3. 5, 20, 147 dlas. El momenta en que y(t) y z(t) 
son iguales tiene sentido porque la mayor parte 
de A y la mitad de B desaparecen, de modo que 
se debe haber formado la mitad de C. 

. dxi 2 1 

5 


dxi _ 

^ = Ts Xx ~Y5 X2 

n ^1 _ T "X_^ 

dt~ 100-/ 100 + t 


X1 


dx 2 

dt 


2 . 2 

*2 
30- 
*1 

100 + t MOO -t 


XI 


9. 



Al principio, las poblaciones son iguales apro- 
ximadamente cuando t = 5.6. Los periodos 
aproximados son 45. 

11, En todos los casos, x(t) —> 6 y y(t) 8 cuando 

t —» 

13. L] ~~ + (R\ + R 2 )i 2 + i?i(3 = E(t) 

Li —jj + R\ii + (7?i + Ri)h ~ E(t) 

15. i(O)=i 0 ,s(O)= n-i 0 ,r(O) = 0 


gERCICIOS DE RBttSO 

1. P(45) = 8,990 millones 3. E(t) = Eoe~^ “ <l)/sc 




Respuestas a los problemas de numero impar R-5 




b) 

C) 


T 2 + £7j 
1+3 
T 2 + BT\ 
1+5 


7. x{0) k8 - ~ sen 20 + c, y(9) - k sen 2 0 


9. x(t) -■ 


ac \e' 


,aiil 


1 + C\e 


ak t t 


y(t) = c 2 (l+ c\e ak]l )‘ 


,ak,t\kJki 


EJERCICIOS 4.1 

1 . y = l e X-± e -* 3. y = l e 4x + l e ~ x 
5. y = 3x - 4x In x 7. y = 0, y = x 2 
9. a) y = e x cos x - e* sen x 

b) no hay solucion 

c) y = e* cos x + e - 7 r/ 2 e* sen x 

d) y = c 2 e* sen x, donde c 2 es arbitraria 

11. (-»«, 2) 15. dependiente 17. dependiente 
19. dependiente 21. independiente 
23. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial 

y son linealmente independientes en el inter- 
valo porque W(e~ 3x , e 4x ) = 7e* * 0; y = C\e~ ix + 

* Ax 
cie . 

25. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial 

y son linealmente independientes en el inter- 
valo porque W(e x cos 2x, e* sen 2x) - le 2 * * 0 ; 
y = c\i cos lx + c 2 e* sen 2 x. 

27. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial 

y son lineahnente independientes en el interva- 
lo porque W(x 3 , x 4 ) = x 6 7 * 0 ; y = c\x 3 + c 2 x 4 . 

29. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial 

y son linealmente independientes en el interva- 
lo porque fV(x, x" 2 , x~ 2 In x) = 9x~ 6 *0; 
y = C\x + c 2 x~ 2 + cyx~ 2 In x, 

33. e 2 * y e 5x forman un conjunto fundamental de 
soluciones de la ecuacion homogenea; 6 e* es 
una solucion particular de la ecuacion no homo¬ 
genea 

35. e 2 * y xe 2 * forman un conjunto fundamental de 
soluciones de la ecuacion homogenea; x 2 e 2s + x 
- 2 es una solucion particular de la ecuacion no 
homogenea 

37. y p -x 2 + 3x + 3c 2 *; y p = -lx 1 - 6 x - le 2 * 

X * 


5ERCICIOS 4.2 


1. y 2 = e 5x 3. y 2 = xe 2 * 5. y 2 = sen 4x 
5. y 2 = senh x 9. y 2 = xe 2 * 13 11. y 2 — x 4 ln|x| 

13. y 2 = 1 15. y 2 = * 2 + x + 2 r7.y 2 = xcos(lnx) 
19. y 2 =x 21.y 2 = x lnx 23.y 2 = x 3 
25. y 2 = e 2 *, y p = -1 27. n = e 2 *, = \e 3x 


gERCICIOS 43 


1. y = cj + c 2 e~ xl4 3. y = qe -6 * + c 2 e 6x 
5. y = C\ COS3x + c 2 sen 3x 7. y = c\e 3x + cyf 2x 
9. y = c, e ~ 4x + c 2 xe~ 4x 
U.y=c 1 /~ }+ ^ /2+ c^- 3 -^^ 

13. y = cie* 13 + c 2 e~ xl4 15. y = cos x + 

c 2 sen x) 


17. y = e 


-i/3 


V2 


<2 


c i cos -y x + c 2 sen — x 
5x 


19. y = C] + c 2 e x +c 3 e : 


21 . y = oe* + e 


-xl2 


Cl cos — x + c3 sen —x 


23. y = c\e x + c 2 e 3 * + c^e 3 * 

25. y = qc* + e~ x (c 2 cos x + C 3 sen x) 
27. y - off* + c 2 xe“* + c 3 xV* 


29. y = c\ + cyx + e 

<3 


-x/2 


VF 


VF 


C 3 COS — x + C 4 sen—x 

VF 


31 y = c\ cos —x + c 2 sen ~x 

2 2 c 


VF 


VF 


+ C 3 X cos ~ 2 ~x + C 4 X sen yx 


33. y « cj + c 2 e 231 + qe 2 * + C 4 cos 2x + cj sen 2x 
35. y = oe* + c 2 xe* + c 3 e~ x + C 4 xe“* + c%e~ 3x 
37. y = 2 cos 4x - 1 sen 4x 39. y = - ~e~ 5x + \e~ x 

41. y = -e* /2 cos^ + e* /2 sen ~ 43.y = 0 


45. 

49. 


y = c 2 (*-')-c*-i 47 .y = ± 

y =-e 2 * + \e~ x cos VFx - 

0 0 


_± e -^ + i xe -«* 




sen 




51. y = 2 - 2 e* + 2 xe*-|xV 53 .y = e 5x -xe 5x 
55. v = -2 cos x 

57, _ C)e -0.270534x + C2 g0.658675x + ^^.61186* 

59. y = oc-'- 74806 * + C 2 C 0 - 501219 * + c 3 e 0 62342 * cos 
(0.588965-) + c 4 e°' 62342 * sen(0.588965x) 



R-6 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR 


EJERCICIOS 4.4 

1 . y = c\e~ x + C 2 e~ 2x + 3 
3. y = cie 5x + c 2 xe Sx + \x+\ 

5. y = cie" 2 * + c 2 xe _2jc + x 2 - 4x + 2 
7. y = ci cos VFjc + C 2 sen V3~x + (-4x 2 + 4x - |)e 3jt 
9. y = ci + c 2 e x + 3x 
11. y = C\e xn + c 2 xe? 12 + 12 + |xV /2 

13. y- c\ cos 2x + C 2 sen 2x - -x cos 2x 
15. y = ci cos x + C 2 sen x - |x 2 cos x + |x sen x 
17. y =C\e x cos 2x + C 2 ^ sen 2x + \xe x sen 2x 
19. y = c\e~ x + c 2 xe~ x - ~ cos x + i^sen 2x--~ cos 2 x 
21. y = c\ + c 2 x + c 2 e 6x - |x 2 - ~ cos x + ^ sen x 
23. y = cie* + c 2 xe x + c 2 x 2 e x - x - 3 - |xV 
25. y = ci cos x + C 2 sen x + C 3 X cos x 
+ C 4 X sen x + x 2 - 2x - 3 
27. y = V 2 " sen 2x -| 

29. y = -200 + 200e "* /5 - 3x 2 + 30x 
31. y = -1 Oe -2 * cos x + 9e~ 2x sen x + 7c" 4 * 

33. x = —=• sen wt- — t cos urf 
2 w 2 2 w 

35. y= 11 _ 1 l e x + 9xe* + 2x - 12xV + \e 5x 

37. y= 6 cos x - 6 (cot 1) sen x + x 2 - 1 

fcos 2 x + j sen 2 x +1 sen x, 0<x<n/2 

39 y = 6 3 

' J || cos 2x +1 sen 2x, x > 7 t /2 

EJERCICIOS 4.5 

1. (3D - 2)(3D + 2)y = sen x 

3. (D - 6 )(D + 2)y = x -6 5. D(D + 5) 2 y = e* 

7. (D -1)(D-2)(D+ 5)y = xe~ x 
9. D(D + 2XD 2 - 2D + 4)y = 4 15. D 4 17. 

D(D -2) 

19. D 2 + 4 21. D^D 2 + 16) 23. (D+ 1)(D- l) 3 
25. DID 2 - 2D + 5) 27.1, x, x 2 , x 3 , x 4 29. e 6 *, e~ ix/2 
31. COS V5~x, sen VTx 33. 1, e 5 *, xe Sx 
35. y = c\ e~ 3x + c 2 e 3x - 6 37. y = Ci + C 2 £~* + 3x 

39. y = cie -2x + c 2 xe _2x + |x + 1 

41. y = ci + C 2 X + c 3 e~ x + |x 4 - |x 3 + 8 x 2 
43. y ~ c\e~ 3x + c 2 e 4x + \xe 4x 
45. y =cie“*+ C 2 C 3 *- e* + 3 
47. y = c\ cos 5x + C 2 sen 5x +1 sen x 
49. y = C] e~ 3x + c 2 xe~ 3x - ±xe 4x + ^e 4x 
51. y = cie " 1 + C 2 C* + ^-xV -|xV + \xe x - 5 
53. y - e*(ci cos 2 x + C 2 sen 2 x) + |e* sen x 
55. y = ci cos 5x + C 2 sen 5x - 2x cos 5x 


57. y = e ~ xl2 


V3" 


<3 


ci cos ~~ 2 ~x + C 2 sen-y x 


+ sen x + 2 cos x - x cos x 
59. y = Ct,+ c->x + c*jf + 1/ - 3/ 

61. y = cie* + C 2 xe* + cyx 2 ^ + ix 3 e* + x - 13 
63. y =C] + c 2 x + c 3 e x + cyxe x + |xV + |x 2 
65. y = le~* x + |e 8jt -1 

f _ ± r 2 + 9 , 

125 


67. y = -4L + il^_± x 2 + 

' 175 125 10 


69. y = -7T cos x - j sen x 


: cos 2x + 2x cos x 


71. y = 2c 2 * cos 2x - 2-e 2x sen 2x + lx 3 + ^x 2 + 2-x 


EJERCICIOS 4.6 


1 . y - ci cos x + c 2 sen x + x sen x 
+ cos x ln|cos x|; (tt/ 2 , tt/ 2 ) 

3. y = ci cos x + C 2 sen x +1 sen x - |x cos x 

= ci cos x + C 3 sen x - |x cos x; (-<», «>) 

5. y = ci cos x + C 2 sen x +1 - i cos 2x; (-<», °°) 
7. y = c\e x + c 2 e~ x + \xe x - \xe~ x 

= cie^ + c 2 e~ x + |x senh x; (-<», °°) 

9. y =c i e 2x + c 2 e~ 2x 

1 ( , r 31 g 4t A 

+ - e^lnlxl-e ^ dt Lx 0 > 0 ; (0,00) 

11 . y = cie"* + c 2 e -2 * + + e -2 *) ln(l + e x )\ 


(- 00 , 00 ) 

13. y = cje -2 * + c 2 e~ x - e _2x sen e*; (-°°, °°) 

15. y = cie* + C 2 XC*» y^lnC 1 + x 2 )+ xe*tan _ 1 x; 

(- “> °°) 

17. y = cie'* + c 2 xe~ x + |x 2 e _J( In x - ^x 2 e~ x ; (0, °°) 
19. y = cie* COS 3x + C 2 C* sen x 

- 3/ cos 3x ln|sec 3x + tan 3x|; (- ir/ 6 , tt/6) 
21 . y = cj + C 2 cos x + C 3 sen x - ln|cos x| 

- sen x ln|sec x + tan x|; (- tt/2, tt/2) 

23. y = cie* + c 2 e 2x + c 2 e~ x + le 3 *; (-<», °°) 

25. y = |e “ x/2 + |e x/2 + |x 2 e x/2 - jxe x/2 

27. y = ie” 4 * + ^e 2 * - V 2 * + l -e~ x 

J q 36 4 9 

29. y = c\x~ xn cosx + C 2 X _1/2 sen x + x _1/2 


EJERCICIOS 4.7 

1. y = C)X _1 + C 2 X 2 3. y = C\ + c 2 In x 
5. y = c\ cos(2 In x) + C 2 sen(2 In x) 

7. y= C 1 x(2-V6) +C2 x(2 + V6) 

9. y, = Cl cos(j In x) + C 2 sen(| In x) 
11. y = cix“ 2 + c 2 x~ 2 In x 
13. y = x[ci cos(ln x) + C 2 sen(ln x)] 



Respuestasa los pnoblemas de numero impar R-7 


- 1/2 


(43 , > 


f 44 I] 

y = x 1,z 

t 

Cl cos | 

— In x 

( 6 J 

| + c 2 sen 

— lnx 

l 6 JJ 


17. y = cix 3 + c 2 cos (42 In x) + C 3 sen(V 21 n x) 

19. y = c\x~ x + C 2 X 2 + C 3 X 4 
21. y = C\ + C 2 X + C 3 X 2 + C 4 jf 3 
23. y = 2 - 2x ~ 2 25. y = cos(ln x) + 2 sen(ln x) 
27. y = 2(-x ) 1/2 - 5(-x ) 1/2 ln(-x) 
x 2 

29. y = ci + c 2 In X + — 

31. y = cix " 1/2 + c 2 x~‘ + 2-x 2 - kt 

15 0 

33. y = cix + c 2 x In x + x(ln x ) 2 

35. y = C\X~ ] + c 2 x “ 8 + ~~x 2 

37. y = x 2 [ci cos(3 In x) + c 2 sen(3 In x)] + •+ + -+x 

39. y = C]X 2 + c 2 x “ 10 - lx -3 


+ 


43 


C 2 


1 


^ -til V3" 

e cos -y? 


/ 


,3/ 


19. x = - 6 cie ' - 3c 2 e 2 ' + 2c 3 e 
y = ae~ l + c 2 e~ 2t + c 3 e 3 ' 
z = 5cie - ' + c 2 e _2< + e 3 e 3 ' 

21. x = -cie~' + c 2 + l ? 3 - 2Z 2 + 5t 
y = cie~' + 2f 2 - 5t + 5 
23. x= e - 3, + 3+ ?e~ 3, + 3 

y = - e ->‘ + 3+ 2te - 3t + 3 
c? 2 x . 

dt 2 
_ fi? 2 v 

X = C\t+ C 2 

y = - k* 2 + c^t + c 4 


EJERCICIOS 4.8 


1 . x = c\e‘ + c 2 te‘ 
y = (c\~ c 2 )e l + c 2 te‘ 

3. x = C\ cos t + c 2 sen t + t + 1 
y = c\ sen t - c 2 cos t + 1 - 1 
5. x=jci sen? + jc 2 cos t - 2 c 3 sen VfT/- 2 C 4 cos 46 1 
y = ci sen ? + c 2 cos t + c 3 sen 46 1 + C 4 cos 46 1 


1.x- c\e 2t + c 2 e 2 ‘ + C 3 sen 2? + C 4 cos 2? + ig' 

y = C] e 2t + c 2 c“ 2 ' - c 3 sen It - C 4 COS 2? - ~e 
9. x = Ci — C- 2 .COS t + rinsert t + IZ^ 3 ' 


„- 2 / 


y = ci + c 2 sen t + c 3 cos ? - 


4 3/ 


11 . x = cje' + c 2 e ~ t/2 cos -~t + c 2 e tn sen —? 


v 


£ 

2 


£ 

2 


44 


+ 

. - jt 


43 


2 C 2 ~ 2 C3 
4 J 


<T'&>S —1 

e~ tn sen -j -? 


13. x-c\e + ~e 

y = - |c, e M + c 2 + 5e‘ 

15. x = C] + c 2 t + c 2 e‘ + C 4 e - ' - -j 2 

y = (c\ - c 2 + 2) + (c 2 +1)? + c 4 e“' - l? 2 

^ _ t _#/7 V3~ *n V3" 

17. x = cje + c 2 e sen —f + c 3 e cos ~t 

^ At 


y = c\e‘ + 


1 


V3" 


“ 2 C 2 ~T C3 

v z z y 


e ~' /2 sen ~7 
2 


z = cie' + 


V3 - 1 

T C 2 ” 2 C3 y 

' 1 x 43 ' 

~2 C2 + Y C3 


e ~" 2 cos -y ? 


e~‘ n sen ~~t 


EJERCICIOS 4.9 


3. y = ln|cos(ci - x)| + c 2 
5. y = —j In|cjx + 11- — x + c 2 

3 Cl ci 

7 - \y -< 4 y = x\c 2 

q n X 7T 3lT 

’•r-tanW-W, 


Y 



11. y = - — Vl - C] 2 x 2 + C 2 
Cl 

13. y = 1 + x + 2 x 2 + lx 3 + lx 4 + -+x 5 + 




R-8 RESPUESTAS A IDS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR 


15. y= 1 +x--x 2 + |x 3 -V + + 



17. y = -Vl -x 2 

gERCICIOS DE Rff>ASO 

1 . y=o 

3. falso. Las funciones f\(x) = 0 y / 2 (x) = e x son 
linealmente dependientes en (-oo, °o), pero^ no 
es multiplo constante de/i. 

5. (-■*>, 0); (0, °°) 7. falso 9. y p = A + £xe x 

11. y 2 - sen 2x 13. y = C] ^+ c 2 e^' 

15. y = c\ + c 2 e~ Sx + cyxe~ ix 

17. y = c\e~ x/3 + e~ ixl2 ^ ^ ^ 


c 2 cos —x + C 3 sen - 7 


19. y = C]X 1/3 + c 2 x m 

vir 


21 . y = e 3jc/2 


vir 


C] cos — 2 ~ x + C 2 sen ~yx 


i 4 v 3 i 36 y 2 t 46 Y 222 

23. y = c\ + c 2 e 2 * + C 3 e 3x +1 sen x - 1 cos x + |x 
25. y = e* ~ * cos x 27. y = x 2 + 4 
29. y = e x (c\ COS x + c 2 sen x) - e x COS x ln|sec x + 
tan x\ 

31. y = c\x 2 + c 2 x 3 + x 4 - x 2 In x 
33. y = le xa -l e 3x +xe 3x -4 
35 ■ X = -c\e‘ - fa 21 * l 
'y = -cie'-c 2 e 2, -3 
37. x= Cie'+ c 2 e 5( + te’ 

y = —cj e* + 3c 2 e 51 -te‘+ 2e‘ 

EJERCICIOS 5.1 

jx- 

1, 3.x(0 = -;COS4V6l 


5. a) x 


7T 

12 

7T 

4 


1 1 

7T 

1 

7T ^ 

J = -4 ;X 

l 8 J 

“ _ 2 ; * 



l 

4’ 


1 1 

9n' 

Fi ;x 

[32j 


V2 

4 


b) 4 jpt/s; hacia abajo 

(2»+ 1)7T 


c)/ 


16 


, « = 0 , 1 , 2 ,... 


7. a) la masa de 20 kg 

b) la masa de 20 kg; la masa de 50 kg 

c) t = m, n = 0 , 1 , 2 , . . .; en la posicion de 
equilibrio; la masa de 50 kg se mueve hacia 
arriba, mientras que la de 20 kg se mueve 
hacia arriba cuando n es par, y hacia abajo 
cuando n es impar. 

9. x(/) = - COS 2t + | sen 2t = -y^sen(2/ + 
0.05880) 

11 . a) x(t) - - \ cos 10 / + \ sen 10 / = {sen(10/ - 

0.927) * 

c) 15 ciclos 

d) 0.721 s 

e) ^ 20 1)?r + 0- 0927 > n = 0,1,2 

f) x (3) = - 0.597 ft 

g) x'(3)= -5.814 ft/s 

h) x”(3) = 59.702 ft/s 2 

i) ± 8 ] ft/s 

j) 0.1451 + y; 0.3545 + y n = 0, 1,2 ,... 

k) 0.3545 + y n=0, 1,2,... 


13. 120 lb/ft; x(t) 


y- sen 8 V3~/ 


17. a) arriba b) hacia arriba 
19. a) abajo b) hacia arriba 
21 . 1 $; 1 $, x(i) = e~ 2 ; esto es, el contrapeso esta, 
aproximadamente, a 0.14 ft abajo de la posicion 
de equilibrio. 

23. a) x(t) = |e _2< - |e -8 ' 
b) x(/) = - je~ 2t + |e -8 ' 

25. a) x(t) = e~ 2 '(-cos 4 1- \ sen 4/) 

b) x(t) = ye -2 ' sen(4/ + 4.249) 

c) /= 1.294s 




Respuestas a los problemas de numero impar R-9 


2 7 . 

29. x(t) = e -> 12 


a)/J>f b)/J = f c)0 </3<l 

‘ 4 V4 1 64 V47 ' 
” 3 C0S 2 ? ”3V47 Sen ^“ ? 


10 


+ ~ (cos 3t + sen 3t) 

31. x(t) = Ef 4t + te~ 4t m I cos 4t 
33. x(t) = - jCOS 4t + 2 sen 4t + ie~ 2t COS 4t 
-2 e ~ 21 sen 4t 


d 2 x 


, dx 


35. a) m —f = -k(x - h)- 8 —, o sea 
dr dt 

d 2 x , dx , 2 2 , ,„ 

~dF 2X ~d t UJX = ujh ^'- 
en donde 2A = (3/m y u> 2 = k/m 
b)x(t) -e~ 2t (-~COS2t sen 2t) + — COS? + 

'y'j 13 13 13 

™ sen t 

37. x(t) = -COS 2t-~ sen 2t + -t sen 2t + 1/ C 0 S 2 ? 

_ 8 4 4 

39. b) — -t sen wt 
2u> 

45. 4.568 C; 0.0509 s 
47. < 7(0 = 10 — 10e _3f (cos 3t + sen 3t) 
i(t) = 60e“ 3 ' sen 3t; 10.432 C 

49. q p = 122 sen t + ^ cos t 

i P = if cos / - i |2 sen t 
53. q(t) = -ie-'°‘(coslOt + sen 10f) + \\\C 

57. g(0 = (ft, - . £ °?.- lcos 


1 - ^LC 


V 1 J ^ J 

+ HCi 0 sen 


He 


t , EqC 

■■ + 1-;-~COS 7 1 


W = 


t 


He 


loCOS Hc 


i 

'He 


qo - 


E 0 C 


1-7 2 LC 


sen 


He 


EqC'j 


1-7 2 LC 

EJERCICIOS 5.2 


sen 7 / 


3. a) y(x) = (31V - 5Lx 3 + 2x4) 



5. a)>'radx = 


WrJ 4 

8 El 


b) — de la flecha maxima en la parte a) 

f waEI fp 
7. y(x) = -cosh 3/— 


_ 'Ei" r 

woEI t Jp , woLHI ) senh 'EI X 

~ senh Hi l —RT 


v p 

, Wn 1 , wqEI 
2p x ~ 


i 


D 

cosh A/ r Z 

£j1 


9. A = w 2 , n= 1, 2, 3, ...;y- sennx 

11 \_(2«-1) 2 tt 2 , „ 0 (2« - X)ixx 

11. A =-r-, n = 1,2, 3,...;y = cos-—— 

41 ^ 

13. \ = n 2 ,n = 0, 1, 2,...; y = cosnx 

1C \ - 1 O , -c W7TX 

15. A--^-,« = l,2,3,...;y = e sen — 

n \ - W7r -10 2 mx 

17. A - — « - 1 , 2 , 3 ,...; y = sen — 

19. A = tf 2 , n = 1, 2, 3 ,...; y = sen(n In x) 

21 . A = 0;y = 1 

. wV . 0 
A = 1,2,3 =cos 

25. w M = —— «= 1 , 2 , 3 ,...; y = sen 


r m . A 

— lnx 

. 1 ) 


Lip 


nnx 

~Y 


27. w(r) = 


«o - Ml 

b-a 


ab uib-uga 
r b-a 


EJERCICIOS 5.3 



1. a) y(x) =^~(6ZV - 4Zx 3 + x 4 ) 







R-10 RESPUE5IAS A IDS PROOBVIAS DE NUMTO IMPAR 


Para el primer problema de valor inicial, el 
periodo T es aproximadamente 6 ; para el segun- 
do problema de valor inicial, el periodo T es 
aproximadamente 6.3. 



Para el primer problema de valor inicial, el 
periodo T es aproximadamente 6 ; la solucion 
del segundo problema de valor inicial no es 
periodica. 

5. |xi| s 1.2 

7 d 2 x -l - n 
7, —- + x = 0 
d? 

9. a) Se espera que x —> 0 cuando / 

(b) x 



11. Cuando k\ es muy pequena, el efecto de no 
linealidad se reduce y el sistema se acerca a la 
resonancia pura. 

13. Cuando A = 2 y w = 1, el movimiento correspon- 
de al caso sobreamortiguado. Cuando A = \ y 
w = 1 , el movimiento corresponde al caso suba- 
mortiguado._ 

15. a) xy” = r'J 1 + (y'f . Cuando / = 0, x = a, y = 0, 
y dy/dx = 0. 
b) Cuando r ^ 1, 



1 

1 +r 


(*T r 


b) 

l+r-i 

a j 


v ) 

. 


l-r 2 ' 


Cuando r= 1 ,y(x) : 


(* 2 -« 2 ) + 1 l n £ 

2 a a x 3 


c) Las trayectorias se intersecan cuando r < 1. 

19. a) 0.666404 b) 3.84411, 7.0218 

ej macros de rb>aso 

1. 8 ft 3. -m 

4 

5. falso; podn'a haber una fuerza aplicada que im- 
pulsara al sistema 
7. sobreamortiguado 9. - lb/ft 
11 . x(t) = — |e~ 2 ' + je 41 A 0 < m < 2 

i- _ 8^3 

15. 7 - — 


17. x(t) = e 


,-4< 


Y^cos2V2? + ^^sen2V2i 


19. a) qlt) = - -jL sen 1 00/ + ^ sen 50t 

b) i(t) = - 1 cos 1 00 / + | cos 5 1 

c) /= = 0 , 1 , 2 ,.. . 


J 




EjERCICIOS 6.1 

1. (-1, 1] 3. [-4,4)5. [2, 4] 7. (-5, 15)9. {0} 
11 . x + x 2 +4x 3 -4rx 5 +■ ■ ■ 

I JO 

13. x-fx 3 + 2 5 x 5 -^x 7 + ... 


15. y = ce~ x ; y = c 0 £ 


« = 0 


«! 


17.y = ce j:3/3 ;y = coS^ 


n = 0 


V 3 , 




1 -X 

n = 0 

21. y = C\ cos x + C 2 sen x 




nr a 2„+i 


y _ Co y (=ir x 2 „ + 

23. y = C { C 2 e x 


y = c 0 = ci = c 0 - ci + c\ £ 


n= 1 

y = c 0 - ci + Cie t 


n = 1 


X 

n! 


EJERCICIOS 6.2 


1 . yi(x) = c 0 


1 +-Ah+ 


3-2 


6 5 3 2 


1 


9 • 8 • 6 • 5 3 ■ 2 


-x 9 + 




Respuestas a los pioblemas de numero impar R-ll 


yi(x) = c\ 

3. y,(x) = c 0 
yi(x) = c, 


x + -^rx‘ t +- 


1 


4-3 7• 6 •4•3 

1 


10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 


10 + - 


. 1 2 3 4 21 6 

1 — - X — - X — -V — • 

2! 4! 6 ! 


. 1 Jx 5 5 45 7 

X + F + 5i* + 7i* 7+ - 


1 x 3 + —x 6 

3! 6 ! 


5. y*(x) = c 0 

yi(x) = ci 
7. yiW = Co; y 2 (x ) = C, £ x" 


9! 


rW+.. 


2 2 4 . 5 2 ■ 2 2 7 8 2 - 5 2 • 2 2 ,o , 

* _ 4!* ~ir x ~~w~ x + ' 


n = 0 


9. yi(x) = coX X 2 "; y 2 (x) = Cj £ x 2 " 41 

n = 0 w = 0 


11 . yi(x) = c 0 


1 .2 7 4 23'7 6 


+ —r — 

4 4 -.4!. 


x + 


8 - 6 ! 


■x 6 - 7 


yi(x) = ci 


x--x 1 3 + 


2 5! 


■XI}-' 


4 ■ 7! 


-m- 


13. y,(x) = cq[ 1 + |x 2 + lx 3 + lx 4 + -. •] 


2 6 t 

a . l v 3 4. 1 v 4 . 


15. y(x) = -2 


19. y,(x) = Co [l-^x 3 + 1 i i x 5 + . . •] 

1 V- 4 X 1 J> 


yiix) = ci[x + ^x 0 +.. •] 

21 . yi(x) = c 0 [ 1 - jX 2 + ix 3 - ^x 5 + . . •] 
y 2 (x) = cj[x - lx 3 + *—x 4 - ^x 5 +. •] 


23. yi(x) = c 0 

+ Ci 


+ —Js + -4 
3! 0 : 


9! 


m + 


X + —X 4 + 

4! 


5_2 7 8-5-2 


7! 


X- + 


10 ! 


x 10 + 


+ 1^2,5^, 9 '6 ;3 ,, 
2! 5! + 8 ! + ir!' 


EJERCICIOS 6.3 

1 . x = (^untsingular irregular 
3. x = - 3puntfingular regular; x =3, punto 
singular irregular 

5. x = 0, 2 i, -2 i, puntos singulares regulares 
7. x= -3, 2puHi(Kgulares regulares 
9. x = Opuiskigular iiregular; x = - 5 . 5 ; 2, 
puntos singulares regulares 

11. n = f,r 2 = 0 

y(x) = Cix 3/2 


. 2 
1-TX + 


5 7 • 5 • 2 


c 2 2 2 


9 - 7 - 5 - 3! 

+.< * 


1 


C 2 L1 2x-2x 2 t~tI ! 2 3 ■ 


13. r, = 2r 2 = 0 


y(x) = Cix 1/: 1 - —x + 


+ C 2 


2 2 

1 + 2 x + r—x 2 - 


15 23 15 2 

2 3 

31 • 23 - 15-3! 
2 3 


x 3 + . 


15 - n = \,r 2 = 0 


L 2 2 4 J 

1 + —-x 2 +——x 3 + —x 4 + 

2! 3! 4!* 

Xx) = 

C,x 1/3 ’ 

+ 6 x 

- 

- 2 e* 

+ C 2 

!+ix 

■12x 2 + 4x 4 


_ 


9-2 17-9-3! 


1 + \x + x 2 + —x 3 + ■ 

3 3 2 2 3 3 3! 


-v-3 


17. n=f,r 2 =o 

y(x) = C\x sn 


+ 2.2 + rx 2 2 2 3 


2 3 4 

ll-^-x 3 + 
■91 


1 


+ C 2 


19. r,=f,r 2 = 3 


2 ^ = 1 
.2/3 r 


. . 1 1 2 1 3 
1 + 3 X ~6 X '~6 x 


y(x) = C\X Zli \ 1 " \x + ^x 2 - ~X 3 + . ■] 
+ C 2 x 1/3 [1 - 2-x + jx 2 - ~x 3 + • ■ 
21- r\ =1, r 2 = -i 
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y(x) = C\x 


1 + — X H — X 2 -t--- X'? + ■ 

5 5-7 579 


- 1/2 


+ C 2 x 

23. r\ = 0, r 2 = -1 

y(x) = C l x~ ] £ —- 2 ” 


1 + X X + X 2 + 3 x 3 + ■ 

2 2-4 2 - 4-6 


n = 0 


(2 «)« 


x"‘ + 


C 2 x“ 1 £ 


1 


n = 0 


(2n + 1)!' 


V.2/H-1 


= -[Cl cosh X + Cl senh x] 

X 

2 5. r\ = 4, r 2 - 0 

y(x) = c, 


l +^x + jx 2 + C 2 Yj (n + l)x ” +4 

n = 0 


27. ri - r 2 - 0 

y{x) = C\y\(x) + C 2 

+ >7 to 


jito tax: 


_ + 1 2 

1 3 4 

> 


X ' .X — 

4 

V 

njy* + 4 . 4j x ' 

> 



1 


en donde ^i(x) = X = e 


n = 0 


29. r\~r2-0 

y{x) = Cjvi(x) = C 2 [y\(x) In x 

+>-i(x)( 2 x + |x 2 + ^x 3 + " ■)], 

Hlln 


en 


donde y,(x) = ]T —tt„x" 
n = 0 


to) 2 "' 


^ERCICIOS 6.4 


!■ y = C]J\n(x) + c 2 J- i/ 3 (x) 

3. y = c\Js/ 2 (x) + c 2 J-5n(x) 

5. y = c\Jq{x) + c 2 Y 0 (x) 

7 . y = c\J 2 (3x) + c 2 Y 2 (3x) 

9. y = C]X~' l2 J \/2 (Xx) + C 2 X- 1 / 2 J_,/ 2 (Ax) 

13. Segun el problema 10, y = x 1 / 2 Ji/ 2 (x); del pro- 
blema 11, y - x 1 /2 J_i/ 2 (x)- 

15. Del problema 10, y =x~ x J-\{x)\ del problema 11, 
y = x - 1 ./ito- Como y_i(x) =-Ji(x), no se produ¬ 
ce una solucion nueva. 

17. Del problema 12 con A = 1 y v = ± 
vx Jm(x) yy= VxJ_ 3 / 2 (x). 


y = 


* TTY 


27. J_i/ 2 (x) = 1 — COSX 
1 nx 

- n T , , .. 2 COSX 

29. J-y 2 (x)= — -senx - v 

7TX X 



2 3 

31. J_ 5 / 2 (x) =3/ — -senx + 

7 TX X 


f 3 


x 2 1 

COSX 


33. J- 7/2 to = t!| l-7j S en-^ 

35. y = Cl I v (x) + c 2 I-v(x), v * entero 
43. a) x(t) = -0.809264x 1 n J\ /3 (|x 3/2 ) 

l. 1/2 ] 


^6 15" 


+ 0.782397x I/2 J_i/ 3 (|x 3/2 ) 

45. a) /> 6 (x) = 2 (23 lx 6 - 3 1 5x 4 +1 05x 2 - 5) 

jP 7 (x) = i(429x 7 - 693x 5 + 3 1 5x 3 - 35x) 
b) P 6 (x) satisface a (1 - x 2 )y" - 2xy' + 42_p = 0. 

P 2 (x) satisface a (1 - x 2 )_y" - 2xy' + 56y = 0. 

gmcicios de repaso 

1. Los puntos singulares son x = 0, X = -1 + V3/, 
x = -1 - VFi; todos los demas valores finitos de 
x, reales 0 complejos, son puntos ordinarios. 

3. x = 0, punto singular regular; x = 5, punto 
singular irregular 

5. x = -3, 3, puntos singulares regulares; x = 0, 
punto singular irregular 

7. |x| < oo 


9. ^i(x) = c 0 

A 2 to = ct 


1 .2x 1 „4 


1 +-X 2 + 

2 2-4 


x H + - 


x + jx 3 + ^-^x 5 + -- - 


A’lto = Co[l +1 x 2 +1 x 3 +1 x 4 + ■ • •] 
y 2 {x) = ci [x + i x 3 + I x 4 + ■] 

13. y(x)=3 


X 2 + TX 4 -T i TX 6 + 


3-5 


1 


15. ri = l,r 2 = -- 


3*(x) = Cix 


X — — x 3 H--— X 5 — ■ 

2 2-4 2-4-6' 


1 _ 2 

- X 


1 + 5 x + 7-5'2 


+ - 


9 • 7 • 5 ■ 3 ■ 2 


x 3 + 


+C 2 x- 1/2 
17. r\ = 3, r 2 = 0 

yito = c 3 


1 - x - xx 2 - 


3 2 -2 


x 3 -- 


x 3 + 1^4 + 11^5 + . 
4 8 



Respuestas a los problemas de numero impar R-13 


y(x) = C\y\{x) + C 2 


36 


_Vi(x) In x 


+yi(x) 


IA + I± + -LA + 

3x 3 4X 2 16* 


19. r\ = r 2 = 0 ; y(x) = C\e x + C 2 e x In * 
EJERCICIOS 7.1 

2 1 11 1 + e~ sn 

l.-e- s -~ 3. 4-4*“' 5.-^— 

s s s 1 s' s l + 1 

p~ s 

7. —+ 4 



15. 

e 3t sen t 

17. <f 2, c 


19. 

e _( - te~‘ 

21.5- 

\ n 


—s 

-2s 


23. 

— 25. 

v +2 - 

y - 

on 

s 

6e~ s 

01 1 /^ 


9 .—- 4+ e 


13. 


15- 


S 5 2 5 2 

1 


11 . 


17. 


5-1 

5 2 -l 


A + l ) 2 


(s - 4) 2 5 2 + 2s + 2 

u. « » a 4-!S 

S* S z s S* S* s 

*4+4+4+* J7 .i + -4 

J 4 S 3 S 2 5 5 5-4 

29 .i + JU_L 31 .» “ 

5 5-2 5-4 s 3 5 2 + 9 

- e~ h 

33. Use senh kt ---- para demostrar que 


^{senhfey' = ~2 


k 


35. 


1 


1 


2(5 - 2) 2s 

EJERCICIOS 7.2 


37. 


5 2 +16 


41 


5‘- A 2 ' 

25 3/2 ' 


.3/2 


1. V 3.t-2t 4 5. 1 + 3/ +1/ 2 +1/ 3 

2 2 o 

7 . / - 1 + g 2f 9. V ' /4 11. 1 sen It 

4 7 

13. COS ~ 15- - senh 4/ 17.2 COS 3t -2 sen 3t 

2 4 

19. i - V 3 ' 21. V 3, +V 

23. 0 3e 01,+ 06e" 02 ' 25. \e 2t - e 3 ' + \e 6t 

27. - *e _< + — e 2t - -e~ 3t 29. 2/ - 1 sen 2t 

3 15 5 4 8 

31. - 1 cos 2t + 2 sen 2t 33. 1 sen / - 2 sen 2/ 

4 4 4 3 6 


EJERCICIOS 7.3 


6 


7. 


11 . 


(s 410) 2 


(s + 2) 4 

9. 1 


5. 


3 


(s - l ) 2 + 9 

2 * 


- 5 ) 2 - 9 (s - 2 ) 2 (s - 3 ) 2 (s - 4 ) 2 
1 


_-5 + 1- 

2 5+1 (5+l) 2 + 4 


13.1/V 2 ' 


-2s 

s 


i e 

5 2 + 4 


2 

-m 


29. 


(s - 1 )' 


7 31. 2(t - 2) s \L(t - 2) 


33. -sen t °IL(/ - n r) 35. °tt(/ - 1) - <T ( '“ s U(t - 1) 

2_ 4 65+2 125-24 

37. 4—39. . , — 41.; lZS 


(s 2 + 4) 2 


(5 2 -1) j 


[(s - 2) 2 + 36] 


43. it sen t 45. (c) 47. (f) 49. (a) 


4 3s 


51. f{t)=2-4%t- 3); !£{f(t)}= ~-^e- 
53. 1) 

= (/- lf%t- 1 ) + 2(t - 1 ) a ll(t - 1 ) + °U(t - 1 ) 
p~ s e~ s e~ s 

2{/«}=2 4 r + 24 r + T 

5 5 S 

55. f(t) = t-t s U,(t-2) 

= t-(t - 2 ) °lL(t - 2 ) - 2 fl U(/- 2 ) 

n -2s -2s 




57. /(/) = %t -a)- °U0 - b); 2£{f(t)} =~~ 


-bs 



EJERCICIOS 7.4 

1. Como f'(t ) = e‘, f(Oj = 1, de acuerdo con (1) 
££{e‘} = 5 2£{e ! } - 1. A1 resolver obtenemos 
^{e'} = l/(s- 1 ). 

3 . (5 2 + 3 s ) Y ( s )- 5-2 5 . Y ( s )= 25 “ 1 

„ 1 „ 5+1 

7. . 9, 


(s -l) 2 


11 . 


13. 


5(5-1) ' s[(s + l) 2 + 1] 5 2 (5 “ 1) 

3s 2 + 1 6 48 

-2f „2 . i\2 ic'75 n ' 


S 2 (S 2 +1) 15 5 5 17 5* 

19. -- 21. [7(r)<r 5( ' -T) rfT 

(s + l)[(s - l ) 2 + 1 ] 

23 . 1 - e~‘ 25. - 2 e ~ l + l e 21 27. it sen 2t 
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(1-0- 1 

5(1 - e ~ 2as ) 5(1 + O 

coth(7T5/2) 1 


47 ' j(t> = l R^ e ' R ‘ /L - 1] 


+ i X (e~ m ~ n)IL - 1 ) °U(/ - n) 


gmcicios 7.5 

1. y = -\+e l 3.y = te~ 4, + 2e 
5. y = -e~‘ - -e~ 4 ‘ 7.y = h+l 


5. y = -e ' - -e 41 7. y = ^ ^ - —e 3( + ^/e 3t 

3 3 J 9 27 27 9 

9. v = —f 5 e 2 ' 11. v = cos t - i sen / - -t cos t 

J 20 ' 2 2 

13. y = i - ie' cos / + je/ sen / 
l 5 .y = .V (/2 + V 2 ' + J. e ' + I e -' 

9 9 18 2 

17. y = COS / 19.3'=[5-5e“ ( '" 1) ] (5 ll(^l) 

21.y = -i + i t + l e - 2t -\%t-l) 

-1(/-1)°U(/-1) 

+ 4 -e“ 2( '"') ^(t -1) 

23. y = cos 2t - j sen 2 (t - 2n) ®U(/ - 2if) 

+ i sen(t 6 - 27r) °U(/ - 27r) 

25. y = sen t + [1 - cos(t - 7r)] <J l i(t - if) 

-[1 - cos(t - 2if)\ °ll( t — 2if) 

27. y = (e + l)te~‘ + (e - \)e~‘ 29. /(O = sen f 
31. fit) = - V' + le* + + Ve' 33./(/) = e* 

35. fit) = |e 2 ' + je~ 21 + ~ COS 2t + ~ 4 sen 2t 
37. y sen t — \t sen t 

39. i(t) = 20 600[/e _10 °'- (t -1)*" 10 *# - ’) % t -1)] 

*(0 = f'O c 

43 . q(t) = 2 <U(t -3)-1 e~ 5(t " 3) °U(/ - 3) 

45 - a)i(,) = i5I c ' IO '-Tor cos,+ lm sen ' 

_ JJL „-10(/ - 3tt/2) a,, L_ ITT 

101 l 2 J 

, 10 f 37r^|„ f 37r' 

ToT co V _ T ^ /_ T 

iui v, ^ y ^ z y 

1 f 37r'L ( 3n' 

+ ioT ( tJ'( tJ 

b) / m ^ x « 0.1 cuando f ~ 1.6 

/min = -0.1 cuando t ~ 4.7 



Cuando 0 < t < 2, 

- + — (e- Rt/L - n 
R R> ( ’’ 

m=< R + ~ja (t ~ RtlL ~ !) 


0 < /< 1 


\<t<2 


49. q(t) = je~ 10 ' + 6/e“ 10 ' - | COS 10/ 
fit) - - 60/e -10 ' + 3 sen 10/ 

La corriente de estado estable es 6 sen 10/. 

51. q(t) = -- e~ h - cos -t— 

L(k 2 +l/LC)[ <LC 

kEo'[C/L t 

+ I 2 +I/Zc sen: ?Zc 

53. x(t) = - K- m cas sen^t 

2 2 lv ■ 

gg y / x } = 1 K2^L_ j2 WoL_ 3 _*0_ 4 

55-y() 16£/ 12EI +24EI 

_JZL( x _kU x _k) 

24El{ 2) { 2) 

57 ‘ yW 48EI24E1 X 


w 0 5A 4 5 ,[ L L 

~2 X + '“J 


gERCICIOS 7.6 

1. y = e 3( ' “ 2) °U(t - 2) 3. y = sen t + sen t %(/ - 27r) 
5. y- -cos / a ll / - - J + cos t °ll / - 

{ 2 ) { 2 J 

7. y = 1 - le- 2 ' + [1 - 9] °U(/ - 1) 

9. y = e -2 ( ,_ 2?r ) sen / °U,(/ - 27r) 

11 . y = e~ 2t cos 3/ + fe~ 2t sen 3/ 

+ je~ 2( ‘~ w) sen 3(t- if) °U(/ - it) 

+ I e ~ 2( '^ 37r ) sen 3(/ - 3 tt) %t - 3tt) 


13. Xx) = • 


£7 4 6 


0 <x < ; 


I X _A] ^<x<i 

^ 4£7 2 12 r 2 


Respuestasa los problemasde numero impar R-15 


gERCICIOS 7.7 


1 x - -„-e 21 + V 3. x = -cos 3/ - t sen 3/ 


y = Ie“ 2 ' + |e' 


y = 2 cos 3/ -1 sen 3/ 


5 . x = -2e 3 ' + -e 2t -1 7. x = -\t-\^2 sen V2 ~t 


2 2 

y- 

9 - x=8+ ji f3+ i t4 

y 3! 4! 

11 .x = \t 2 + t + 1 -e“ ( 
y = _ I + fe-f + lie-' 

3 3 


r 


2 4 

-1/+ 2 V2"sen V2"/ 


1 2 VfT 2 2 

13. xi =-rsenf + — —sen^l6t + ~cos(--cos^6t 


Xl 5 
x 2 - 2 


V 6 r- 4 1 /— 

sen f - — sen \6 1 + — cos t + — cos V6 1 


15. b ) i2 = ^-me- mi 

■ _ 80 __ 80g-900! 

c) /, = 20 - 20 e“ 900 ' 


17. f 2 =-^ 2 ' - ”,W 15 ' + —113 cos ? + m sen ' 

'3 = 7 i e " 2 ' + ^ 15 ' - ^ cos i + 115 sen / 

. »i = | - ye -100 ' cosh 50^2/ -1001 sen/i 50 V2 / 


19 


10 


12 = 


: - 6 Te _100, eosh 5(W?/ - ^~e -100 1 senh 50 -Jit 


5 5 - 5 ~ 

21. 0i= ~ COS 4 COS 2t 
4 ^ 3 - 4 

1 2 3 

02 = x cos —1 + — cos 21 

2 VT 2 


gERCICIOS DE RERASO 

1. - -rf -s 3. falso 5. cierto 7. 

s s 

2 


9. 


7 + 4 


11 . 


4s 

”( 7 + 4) 2 


4 3 


j + 7 

’ If 5 1 5. ifV' 


17. 7' nos 2f + let 51 sen 2f 


19. cos tr(t - 1) °U(f - 1) + sen 7r(l - 1) 3 ll (t - 1) 
21. -5 23. e~^~ a) F(s - a) 

25. a) f(t) = t-(t-\) °U(l -1) - ^(f - 4) 


b)^{/w}=4-V s - 1 ^ 

s* sr s 


c) X{e‘m = 


1 


(S_l) 2 ( 5 _1) 2 

1 e ~ A ( s - 1) 


e^-l) 


S - 1 

27. a) f{t) = 2 + (/ - 2) °U.(t - 2) 


b)2{ /(<)}= 7 + ^ 

«(.'/(,)!=7 T+ ^ T7 ,- ! <'-') 

29. y = 5 te‘ + 1/V 

31. y = 5 °U( 1 - 7 r) - 5e 2 (*~^ cos V2~(l - n) %L(t - tt) 
+ 5 V2 7° s$n <2(t - tt) %t - tt) 

33. y = -J_--4-if 2 + «V‘ 

■' 125 25 5 125 

+ 1 ^7('-»] <U(t - 1) 

35. y = 1 + t + j/ 2 

37. x = -l + le- 2 ‘ + y i 

y = t + Y 11 ~ \e 2t 

39. i{t) = -9 + 2t+ 9e~‘ 15 
w 0 


41. y(x) = 


12 EIL 


"5 xS+ 2* 4 "f* 3 + T e2 


+ i 

5 


V 




EJ ERCICIOS 8.1 


1. X' = 


3. X' = 


3 -5 
8 


V 


X, en donde X = 


07 

7, 


-3 4 -9 
6-10 
10 4 3 


X, en donde X = 


y 

z 





J 



V 

J 


fi -1 n 


f 0 'i 


f 0 


f-n 

5. X' = 

2 1 -1 

x + 

-3 1 2 

+ 

0 

+ 

0 


1 1 1 


t 2 


-t 


2 





V J 

\ y 


v 7 


en donde x =| 

\z j 

7. : j ( = 4x + 2y+dx 


dy 

dt 


= -x + 3 y-e‘ 


9. ^ = x-y + 2z + e‘-3t 

^j- = 3x~4y+ z + 2e~‘ +1 
dt 


dz_ 

dt 


- -2x + 5y + 6z + 2e~' - 1 


17. Si; JF{Xi, X 2 ) = -2e 8, #0 sigruficaque X] y X 2 
son linealmentE independientes en (-<*>, <»). 



R-16 RESPUES1AS A IDS PROBEMAS DE NUMBED IMPAR 


19. No; FF(Xi, X 2 , X 3 ) = 0 para toda t. Los vectores 
solution son linealmente dependientes en (-«>, 
00 ). Observe que X 3 = 2Xi + X 2 . 


EJERCICIOS 8.2 

A \ f 1 N 

1 . X = ci 2 e 5t + C 2 _J e 1 

w v 7 

3. X = Cl J e -3 ' + C2 j e' 

W w 

(c\ M 

5. X = ci 2 e it + c 2 \ e _10( 

w w 

(\\ h\ (V 

7 . X = ci 0 e' + C 2 3 e 2( +C 3 0 i e " f 

r-0o fp 2 

0 v ^ 4 ^' 

1 -i 3 1 

9. X=V C\) O e -'+c 2 V ) 4e 3t + c3 -1 e~ 2 ‘ 

1 3 I 3 

' 4] r-12^ ( 4 

11. x = ci 0 e~‘ + c 2 6 e _,/2 + C 3 2 e _3 ' /2 
-1 5 -1 

v J V y v y 

13. X = 3 j e tn + 2 J e~' /2 

J w 

f0.382175^ f 0.405 188^1 

15. X=c\ 0.851161 c 8 58979 '+c 2 -0.676043 e 225684 ' 
0.359815 0.615458 


(-0.923562 
+ c 3 -0.132174 e 
0.35995 


-0.046632U 


(11 fll tl 
17. X = C) ! +C 2 ~ 1+ _{ 

V J Lw V *J4 
19. X = c, f 1 1 e 2( + c 2 IQ 1 te 2t + l~ I] e 2 ' 


21. X = ci 1 e f + c 2 V Je 2 '+ c 3 1 ie 2 ' 

1 0 1 

V / 

M f 2 1 

23. X = ci -5 + c 2 0 e 51 
2 -1 

V ) \ . 

rr 2^ 

+ c 3 0 /e 5 ' + e 5 ' 


0| [ 0 ] (o'] 

25. X = ci 1 e‘+ C 2 1 1 

1 10, 

\ J -v Jte’ + v Me 4 

YoV 2 (O'] k ' 

+ C 3 1 — e‘ + 1 te‘ + 0 e 1 
10 0 


2,. X = -7 J]e 4 '+13 2t t + + \ e 4 ' 

\ J V / 

29. Los vectores propios correspondientes al valor 
propio A) = 2, de multiplicidad cinco, son 

(\\ foA ( 0 ) 

0 0 0 

Ki= 0 ,K 2 = 1 ,K 3 = 0 . 

0 0 1 

0 0 0 


31 X = ci f cos ' le 4 ' + C7 sen ' e 4 ' 
1 2 cos t + sen t 2 2 sen t - cos t 


x = c, cos ' e 4 ' + C7 sen ' Ie 4 ' 
/-cos / + sen t \ 2 /-sen * + cos / 


35. „ _ V 5 cos 3/ 1 V 5 sen 3/ 

C ’ 4 cos 3/ + 3sen 3 1 ° 2 4 sen 3f - 3 cos 3t 


1 | j — cos / A sen! 

37. X = ci 0 + C 2 cos t + C 3 -sen t 
0 sen t cos t 

v / v y v y 

r 0) fsenP ( cos A 
39. X = ci 2 e' + c 2 cos! e‘ + C 3 -sen7 e‘ 
1 cos t -sen t 

v y \ j \ j 

"28") 5 cos 3t A 

41, X = -5 e 2( + c 2 -4cos3/-3 sen3i e~ 2t 
25 0 I 

\ J J 

' 5 sen 3/ A 

+ C 3 -4 sen 3/ + 3 cos 3 1 e~ 2 ‘ 

0 

v y 

f25A fcos 5/- 5sen 5^ 

43. X = - -7 e t - cos 5 1 

6 cos 5 1 


5 cos 5 1 + s 
+ 6 sen 51 

sen 51 





Respuestas a las problemas de numero impar R-17 


EJERCICIOS 8.3 


EJERCICIOS 8.4 


> v- (1U (3) < ("I, (15) 

1. X-c, , +« 2 e - „ >- , 0 

\ J \ J \ J \ J 

A>\ (— \ (\ \ 

3. X = cj \ e' n + c 2 l ° 3 e 3(/2 - £ te‘ n - | e 1 ' 2 

V y \ J V 4 y w 

A \ (■M 

5. X = ci e’ + c 2 j e 2( + 3 e' + 2 


4 |„3f , (-2 ] -n , f-12 ] f 


7. X — ci j e 3 ' + C2 j e 3( + 


0 ! 

/ v 3 , 


f A /-i \ / J\ 

9. X = ci e' + C 2 1 , e' + 2 e - ' 

-1 t ~' —2 


„ cos? . sen? 
11. X = Ci + Co 

sen ? -cos ? 


, cos? . , -sen? . . , 

+ ? + _ In cos ? 

sen ? cos ? 1 1 


,, v cos ? t , sen ? t . cos ? V t 
13. X = ci e + C2 e + ?e 

sen ? -cos ? sen ? 


v cos? , sen? , cos? , 
15. X = ci + C2 + ? 

-sen? cos? -sen? 


-sen ? I [ sen ? 


sen ? tan ? cos ? 


ln|cos ?| 


v _ ^sen?') , (2 cost) ,,(3sen t) 

17. X = ci , e + c 2 , e + 3 , te r 

cost -sen? -cos? 

\ J \ J V J 

+ f- Hen ? V ,n l sen <1 + f-sen? ] e ' ln|cos 'I 

f 0 fO f°l 

19. x= Ci -1 + C2 1 e 2 '+ C3 0 e 3t 

0 0 1 

V ) \ ) V 

( -i e 2 ' + i? e 2 ' ^ 

+ -e‘ + i e 2 ' + it e 2 ‘ 

I ? 2 c 3 ' 

V 2 J 

(o\ ( 1 fo\ 

21. X= 2 ^ 2 '+ j e 2 '+ l} ie4,+ 0 

v y v y v y w 

f: \ /, > A , N 

23 , = 2 3 ^' + ! -? ‘- 11 ' 


1 ■ --.-aw ^ 


j+i 1. fi 

3. c A '= l t+1 l 

-2t -2t -2?+ 1 


11 \ t 

5. X = ci Q e' + C 2 j e 2t 


?+n t ] ft 

7. X = Cl ? + C2 ? + 1 + C3 ? 

- 2 ? - 2 ? - 2?+1 

v y V y v 

/a\ y_3\ 

9. X = C3 „ e' + C4 1 e 2 '+ j. 

U 1 


11 v - cosh t . fsenh r f 1 
M ■ X = C\ , + c 2 , , - . 

senh? cosh? 1 


r?+n r ? i f ? 

13. X= ? -5 ?+l +6 ? 

- 2 ? - 2 ? - 2?+1 


19. X = 


K'-K' + 


2 e $t 2 e St _ i-e 3 ' + ~e 5 ' y W 
- - 2 2 


EJERCICIOS DE REPASO 

( \\ [f \\ fo\ ' 
3. X = c\ _j e'+C2 _j ?e r + j e' 


c v [ cos 2? i ( . [sen2? ] , 
5 ' X = CI -sen2( ‘* C2 cos2/ e 


-1 | (-1 ] (1 ] 

7. X = ci 1 + C2 0 + C3 1 e 3f 
0 1 1 


o v- Ml 2[4] 41.(16).. Ill 
9. X = c, Q e + c 2 j c 4 '+ _ 4 ?+ _j 


v cos? , sen? 1 

11. X = Cl + Co - , 

cos ? - sen ? sen ? + cos ? 1 


+ 276 t 168 ^®S ? 


, sen ? . 1 , ,,, 

+ In esc t - cot ? 

sen ? + cos ?, 1 1 

V 1 
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Valor 

5. 

/l = 0.1 


II 

-5= 




yn 


verdadero 






— 






Xn 

_ h _ 

X n 

.V/, 


0.00 

2.0000 


2.0000 


0.00 

0.0000 

0.00 

0.0000 


0.10 

2.1000 


2.1230 


0.10 

0.1000 

0.05 

0.0500 


0.20 

2.2440 


2.3085 


0.20 

0.2010 

0.10 

0.1001 


0.30 

2.4525 


2.5958 


0.30 

0.3050 

0.15 

0.1506 


0.40 

2.7596 


3.0650 


0.40 

0.4143 

0.20 

0.2018 


0.50 

3.2261 


3.9082 


_ 0.50 

0.5315 _ 

0.25 

0.2538 

— 








0.30 

0.3070 









0.35 

0.3617 

h = 

0.05 

















0.40 

0.4183 









0.45 

0.4770 





Valor 







X n 

yn 


verdadero 




0.50 

0.5384 


0.00 

2.0000 


2.0000 

7. 

O 

II 


II 

■si 



0.05 

2.0500 


2.0554 












Xn 

_ yn _ 

X n 

yn 


0.10 

2.1105 


2.1230 






0.15 

2.1838 


2.2061 


0.00 

0.0000 

0.00 

0.0000 







0.10 

0.1000 

0.05 

0.0500 


0.20 

2.2727 


2.3085 












0.20 

0.1905 

0.10 

0.0976 


0.25 

2.3812 


2.4358 












0.30 

0.273 1 

0.15 

0.1429 


0.30 

2.5142 


2.5958 


0.40 

0.3492 

0.20 

0.1863 


0.35 

2.6788 


2.7997 


_ 0.50 

0.4198 

0.25 

0.2278 


0.40 

2.8845 


3.0650 




0.30 

0.2676 


0.45 

3.1455 


3.4189 




0.35 

0.3058 


0.50 

3.4823 


3.9082 




0.40 

0.3427 









0.45 

0.3782 

o 

It 


h 

II 





0.50 

0.4124 






9. 

O 

II 

■s: 


II 

-s; 


X n 

y >i 


x n 

yn 






1.00 

5.0000 


1.00 

5.5000 


Xn 

_ h _ 

X n 

_ yn 

1.10 

3.8000 


1.05 

4.4000 


0.00 

0.5000 

0.00 

0.5000 

1.20 

2.9800 


1.10 

3.8950 


0.10 

0.5250 

0.05 

0.5125 

1.30 

2.4260 


1.15 

3.4707 


0.20 

0.5431 

0.10 

0.5232 

1.40 

2.0582 


1.20 

3.1151 


0.30 

0.5548 

0.15 

0.5322 







0.40 

0.5613 

0.20 

0.5395 

_L£H 

_ 1.8207 


1.25 

2.8179 












0.50 

0.5639 

0.25 

0.5452 




1.30 

2.5702 














0.30 

0.5496 




1.35 

2.3647 




0.35 

0.5527 




1.40 

2.1950 




0.40 

0.5547 




1.45 

2.0557 




0.45 

0.5559 




1.50 

1.9424 




0.50 

0.5565 
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Sr - 

II 

o 


h = 0.05 


c) h = 0.1 


h = 0.05 


x n 

y n 

X n 

y n 

x n 

yn 

X n 

yn 

1.00 

1.0000 

1.00 

1 .0000 

0.00 

0.0000 

0.00 

0.0000 

1.10 

1.0000 

1.05 

1 .0000 

0.10 

0.0952 

0.05 

0.0488 

1.20 

1.0191 

1.10 

1.0049 

0.20 

0.1822 

0.10 

0.0953 

1.30 

1.0588 

1.15 

1.0147 

0.30 

0.2622 

0.15 

0.1397 

1.40 

1.1231 

1.20 

1.0298 

0.40 

0.3363 

0.20 

0.1823 

1.50 

1.2194 

1.25 

1.0506 

0.50 

0.4053 

0.25 

0.223 1 



1.30 

1.0775 



0.30 

0.2623 



1.35 

1.1115 



0.35 

0.3001 



1.40 

1.1538 



0.40 

0.3364 



1.45 

1.2057 



0.45 

0.3715 



1.50 

1.2696 



0.50 

0.4054 

a) h = o.i 


h = 0.05 


d ) h = o.i 


h = 0.05 


x n 

y n 

x n 

yn 

Xn 

y n 

Xn 

yn 

1.00 

5.0000 

1.00 

5.0000 

0.00 

5.0000 

0.00 

0.5000 

1.10 

3.9900 

1.05 

4.4475 

0.10 

0.5215 

0.05 

0.5116 

1.20 

3.2545 

1.10 

3.9763 

0.20 

0.5362 

0.10 

0.5214 

1.30 

2.7236 

1.15 

3.5751 

0.30 

0.5449 

0.15 

0.5294 

1.40 

2.3451 

1.20 

3.2342 

0.40 

0.5490 

0.20 

0.5359 

1.50 

2.0801 

1.25 

2.9452 

0.50 

0.5503 

0.25 

0.5408 



1.30 

2.7009 



0.30 

0.5444 



1.35 

2.4952 



0.35 

0.5469 



1.40 

2.3226 



0.40 

0.5484 



1.45 

2.1786 



0.45 

0.5492 



1.50 

2.0592 



0.50 

0.5495 

b ) h = 0.1 


h = 0.05 


e) h = 0.1 


h = 0.05 


x n 

_ yn _ 

x„ 

y n 

X n 

y n 

X n 

yn 

0.00 

0.0000 

0.00 

0.0000 

1.00 

1 .0000 

1.00 

1 .0000 

0.10 

0.1005 

0.05 

0.0501 

1.10 

1.0095 

1.05 

1.0024 

0.20 

0.2030 

0.10 

0.1004 

1.20 

1.0404 

1.10 

1.0100 

0.30 

0.3098 

0.15 

0.1512 

1.30 

1.0967 

1.15 

1.0228 

0.40 

0.4234 

0.20 

0.2028 

1.40 

1.1866 

1.20 

1.0414 

_ 0.50 

0.5470 

0.25 

0.2554 

_ 1.50 

1.3260 

1.25 

1.0663 


0.30 

0.3095 

1.30 

1.0984 

0.35 

0.3652 

1.35 

1.1389 

0.40 

0.4230 

1.40 

1.1895 

0.45 

0.4832 

1.45 

1.2526 

0.50 

0.5465 

1.50 

1.3315 



Respuestas a los pnoblemas de numero impar R-21 


15. a) El aspecto de la grafica dependera del pro- 
grama ODE solver que se use. La grafica de 
abajo se obtuvo con Mathematica en el inter- 
valo [1, 1.35561. 



b) 


) /(c)yS(l)^ = 0.005 


c) Si h = 0.1, ys — 0.4198. Si h = 0 . 05 , yio = 
0.4124. 

d) Con h = 0.1 el error es 0.0143 y con h = 0 . 05 , 
es 0 . 0069 . 


EJERCICIOS 9.3 


1.1 

1.2 1.3 

-j X 

Euler 

1 . 

x n 

_ h _ 

Valor 

exacto 

X„ 

Euler 

mejorado 

0.00 

2.0000 

2.0000 

1.0 

1.0000 

1.0000 

0.10 

2.1230 

2.1230 

1.1 

1.2000 

1.2469 

0.20 

2.3085 

2.3085 

1.2 

1.4938 

1.6668 

0.30 

2.5958 

0.5958 

1.3 

1.9711 

2.6427 

0.40 

3.0649 

3.0650 

1.4 

2.9060 

8.7989 

0.50 

3.9078 

3.9082 


17. a) y\ - 1.2 

b) y”(c) y = 4e 2c - 0.02e 2c < 0.02e°' 2 = 

0.0244 

c) Valor exacto esy(O.l) = 1.2214. El error es 
0.0214. 

d) Si/i= 0.05, y 2 = 1.21. 

e) Con h = 0.1 el error es 0.02 14 y con h = 0.05, 
es 0.0114. 

19. a) y\ = 0.8 

b) y ” (C) \ = 5e ~ 2 ° = °- 025e ~ 2c SO.025 

paraOIcIO. 1. 

c) El valor exacto es y'(O.l) = 0.8234. El error 
es 0.0234. 

d) Si ft = 0.05, y 2 = 0.8125. 

e) Con h = 0.1 el error es 0.0234 y con h = 0.05, 
es 0.0109. 

21. a) El error es 19/tV 3(c -'). 

b) y"(c) y<19(0.1) 2 (l) = 0.19 

c) Si h — 0.1, y$ — 1.8207. Si h= 0.05, y w = 
1.9424. 

d) Con h = 0.1 el error es 0.2325 y con h = 0.05, 
es 0.1109. 

1 h 2 

23. a) El error es-< —, 

(E77) 2 2 


X n 

yn 

5, 

Xn 

y n 

1.00 

5.0000 


0.00 

0.0000 

1.10 

3.9724 


0.10 

0.1003 

1.20 

3.2284 


0.20 

0.2027 

1.30 

2.6945 


0.30 

0.3093 

1.40 

2.3163 


0.40 

0.4228 

1.50 

2.0533 


0.50 

0.5463 


x n 

_ y n 

9. 

Xn 

Vk 

0.00 

0.0000 


0.00 

0.0500 

0.10 

0.0953 


0.10 

0.5213 

0.20 

0.1823 


0.20 

0.5358 

0.30 

0.2624 


0.30 

0.5443 

0.40 

0.3365 


0.40 

0.5482 

0.50 

0.4055 


0.50 

0.5493 


x H 


1.00 

1 .0000 

1.10 

1.0101 

1.20 

1.0417 

1.30 

1.0989 

1.40 

1.1905 

1.50 

1.3333 
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13. a) v ( 5 ) = 35.7678 
b) Y 



c) v ( t ) = ■ 


t\ vv ( 5 ) = 

35.7678 

15 . a) h = 0.1 

h = 0.05 


x n 

yn 

x n 

yn 

1.00 

1.0000 

1.00 

1 .0000 

1.10 

1.2511 

1.05 

1.1112 

1.20 

1.6934 

1.10 

1.2511 

1.30 

29425 

1.15 

1.4348 

1.40 

_ 903.0282 

1.20 

1.6934 



1.25 

2.1047 



1.30 

2.9560 



1.35 

7.8981 



1.40 

1.1 E + 15 


b) El aspecto de la grafica depende del progra- 
ma ODE solver que se use. La siguiente 
grafica se obtuvo con Mathematica para el 
intervalo [1, 1.35561. 


v 



17. a) y ] = 0.82341667 

b) y (5) (c)| = 40e- 2£ ~^40e 2 (°^ 

= 3.333 x 10” 

c) El valor exacto es_p(0.1) = 0.8234134413. El 

error es 3.225 x 10^ < 3.333 x 10”. 

d) Si h = 0 . 05 , y 2 = 0.82341363. 

e) El error con h = 0.1 es 3.225 x 10” y con h 
= 0.05 es 1.854 x 10" 7 . 


2,5 

19. a,) i y( 5 )(c)™=-24— h 5 

5! (c+ l) 5 5! 



c) y $ = 0.405465 17, calculado con h = 0.1. 


_Pjo = 0.405465 11, calculado con h = 0.05 


E| ERCICIOS 9.4 

1. y(x) = -x + e x ; y(0.2) = 1.0214, >-(0.4) = 1.0918, 
X0.6)= 1.2221, ,y(0.8)= 1-4255 


_ X n _ h. 


0.00 

1 .0000 

0.20 

0.7328 

0.40 

0.6461 

0.60 

0.6585 

0.80 

0.7232 


5. 


7 . 


Xn 

J'n 

0.00 

0.0000 

0.20 

0.2027 

0.40 

0.4228 

0.60 

0.6841 

0.80 

1.0297 

1.00 

1.5569 


x n 

yn 

0.00 

0.0000 

0.20 

0.0026 

0.40 

0.0201 

0.60 

0.0630 

0.80 

0.1360 

_um_ 

0.2385 _ 


Xn 

JVi 

0.00 

0.0000 

0.10 

0.1003 

0.20 

0.2027 

0.30 

0.3093 

0.40 

0.4228 

0.50 

0.5463 

0.60 

0.6842 

0.70 

0.8423 

0.80 

1.0297 

0.90 

1.2603 

1.00 

1.5576 


_2a 


0.00 

0.0000 

0.10 

0.0003 

0.20 

0.0026 

0.30 

0.0087 

0.40 

0.0200 

0.50 

0.0379 

0.60 

0.0629 

0.70 

0.0956 

0.80 

0.1360 

0.90 

0.1837 

1.00 

0.2384 
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gERCICIOS 9.5 

1. y(x) = -le 1 * + Sxe 2 *; y(0. 2) = -1.4918, 
y 2 = -1.6800 

3. y,= -1.4928,y 2 = -1.4919 
5. y i = 1.4640, y 2 = 1.4640 
7. jr, = 8.3055, yi = 3.4199; 

x 2 = 8.3055, y 2 = 3.4199 
9. x,= -3.9123, y x = 4.2857; 

X 2 = -3.9123, y 2 = 4.2857 
11. Xi = 0.4179, yi = -2.1824; 
x 2 = 0.4173,72 = -2.1821 


gmcicios 9.6 

1. y x = -5.6774^2= -2.5807, yy 6.3226 
3. y\ =-0.2259, y 2 =-0.3356, y 3 =-o.33os, 
y 4 =-0.2167 

5. y\ = 3.3751, y 2 = 3.6306, y 3 = 3.6448, 
y 4 = 3.2355, ys = 2.1411 

7. y 1 = 3.8842^2= 2.9640,y3= 2.2064, 

y4 = 1.5826, ys = 1.0681, ye = 0 . 6430 , 

y7 = 0.2913 

9 . y\ = 0.2660, y 2 = 0.5097, y 3 = 0 . 7357 , 
y4 = 0.9471 ,y 5 =i . 1403 , y 6 = 1.3353, 

37 — 1.5149,y 8 = 1-6855, y 9 = 1.8474 
11. yi = 0.3492,^2 = 0.7202, y 3 = 1.1363, 

^4 = 1.6233,^ = 2.2118,^ = 2.9386, 

y7 = 3.8490 

13 . c) fa -2.2755 ,yx = - 2 . 0755 , 

y 2 = -1.8589, y 3 = -1.6126 ,y 4 = -1.3275 


^BCICIOS DE REPASO 

1. Todas las isoclinas y = CX son soluciones de la 
ecuacion diferencial 



3. Comparacion de los metodos numericos con h = 0.1 


X n 

Euler 

Euler 

mejorado 

Runge- 

Kutta 

1.00 

2.0000 

2.0000 

2.0000 

1.10 

2.1386 

2.1549 

2.1556 

1.20 

2.3097 

2.3439 

2.3454 

1.30 

2.5136 

2.5672 

2.5695 

1.40 

2.7504 

2.8246 

2.8278 

1.50 

3.0201 

3.1157 

3.1197 

Comparacion de los metodos numericos 

con h = 0.05 

X„ 

Euler 

Euler 

mejorado 

Runge- 

Kutta 

1.00 

2.0000 

2.0000 

2.0000 

1.05 

2.0693 

2.0735 

2.0736 

1.10 

2.1469 

2.1554 

2.1556 

1.15 

2.2329 

2.2459 

2.2462 

1.20 

2.3272 

2.3450 

2.3454 

1.25 

2.4299 

3.4527 

2.4532 

1.30 

2.5410 

2.5689 

2.5695 

1.35 

2.6604 

2.6937 

2.6944 

1.40 

2.7883 

2.8269 

2.8278 

1.45 

2.9245 

2.9686 

2.9696 

1.50 

3.0690 

3.1187 

3.1197 

Comparacion de los metodos numericos 

con h = 0.1 

x„ 

Euler 

Euler 

mejorado 

Runge- 

Kutta 

0.50 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.60 

0.6000 

0.6048 

0.6049 

0.70 

0.7095 

0.7191 

0.7194 

0.80 

0.8283 

0.8427 

0.8431 

0.90 

0.9559 

0.9752 

0.9757 

1.00 

1.0921 

1.1163 

1.1169 

Comparadon de los metodos numericos 

con h = 0.05 

x„ 

Euler 

Euler 

mejorado 

Runge- 

Kutta 

0.50 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.55 

0.5500 

0.5512 

0.5512 

0.60 

0.6024 

0.6049 

0.6049 

0.65 

0.6573 

0.6610 

0.6610 

0.70 

0.7144 

0.7194 

0.7194 

0.75 

0.7739 

0.7802 

0.7801 

0.80 

0.8356 

0.843 1 

0.8431 

0.85 

0.8996 

0.9083 

0.9083 

0.90 

0.9657 

0.9757 

0.9757 

0.95 

1.0340 

1.0453 

1.0452 

1.00 

1.1044 

1.1170 

1.1169 
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EJERCICIOS 10.1 

7 - 9 • \/f 1L II 1 !! = X ^P’ cos y* = 


EJERCICIOS 10.2 

!• f(x) = ~ + ~ Z -—.. sen nx 

2 it n 

3. /(a:) = 7 + 5] (' ^ , 1 cos n ttx - — sennjrx 


3. f( x ) ~ 7 + y 1 - —4-j—cos n?rx - — sennjrx | 

4 „rl [ n-iT 2 nn J 

5. /(*) = £+2 cos nr 

+ ( , (zi)!!!£ + Jl. [(-1)"- l]) sen nx 
\ n 7 J / 

7. f(x) = 7T + 2 Y -———sennx 

»-i n 

Q , 1,1 Jv (-!)" + ! 

9. f(x) = - + - sen* + - V —f— cos nx 
TT 2 IT ~ 2 1 “ H 

,, . 1 , 1 vi I 1 n!7 n?7 

u- /(*) = - 4 + -S |~ -senycosy a: 

, 3 /, n;r\ mr 1 

+ «l 1 ‘ cos y) sen T jr 


13. fix) = 2 + 


r v> f(~l)" - 1 mr 

5 Z n-ir- C OS~X 
n=l l n TT J 

^(~1)" +1 mi 

-l-sen — x 

ntr 5 


r , , 2 senh jr T 1 , •£. (- 1 )" , 

15. f(x) - - + £ t— —2 ( cos nx - n sen nx) 

H |_z rt*l 1 ' ft 

19. Fijar x = Till. 


EJERCICIOS 10.3 

I. impar 3. ninguno 5. par 7. impar 
9. ninguno 

x/ \ 2 v 1 - (“l)* 

II . f(x) = - X--——sennx 

tt „ =1 n 

13- /(*) = y;Z - — =1 - cos nx 

1 Ti n ,\ n 

fM lJv (-l)” 

15- f(x) = r + 7ZyV-cos mix 

17. /(x) = ^ + 4 y tiPcos nx 

19. f(x) ^yl-'-^^sennx 

*r»-i n 

-j a oo COS 1 

21 -/W = I + i2— 


f/ , 2 , 2 v 1 + (-1)" 

23. f(x) = —l— V —^ cos f\ 

^ 7T„=2 1“ W 

nn 

1 2 - sen T 

25. f(x) = - + - y-COS mrx 

2 tt n= , « 

, mr 
„ . 1 - cos — 


f(x) = ~2 -—sennjrx 

JT „ =1 n 

2 4 ,A 1 V 

27. f(x) = - + - 5] i— 7-5 cos 2n* 

77 TT" 1 - 4at 

m= l%j^~\* ninX 

~ » 2 cos^p - (-l)'!,- 1 

29.f(x)=P?S- * - 


4^ se y 

/(*) = “ Z —T“ sen 

TT n = i n 2 

mr 

. cos T -l 

<v..\_Z J 4 V A _ n7T 


3L / W = 4 + ^2— c °S Y x 

/W = |{^n^-^(-l)»}senfx 

33. f(x) =-V 3( ~^ 1 COS /tJTX 

,, . . v f(-l )" +1 +(-1)” - 1] 

/(■*) = 4 Z 1 -z- tt— 560 

»=i l nn «V 

35. f(x) : + 4^ Pcosnx --sennx} 

3 _»-i n J 

37. f(x) = 7 - - y - sen2nirx 

in * 1 — (— 11 " 

39. X.,t , = 7 7 r](| 0 l _ n U„„, 

, . 2 w 0 L 4 -^ (- 1)" +1 mr 

43. (b) y(x) = - 7 , - - Z-— 5 —sen—-x 
E/ir n 5 L 

„ ff . v f(— 1 )" — 1 , (- 1)" +1 

51. T+ Z K — ,— cosnx + i —-— sennx 
4 .. 1 1 ™ n 

l-Ck ft 'I 1 , 1 V 1 (“l) m 1 

53. /(x, y) = - + — 2j '—— -cos rmrx 


* m 2 


A. 1 V(-l)"-l 
tt 2 ^—P - 


EJERCICIOS 10.4 


cos nrry 


L COS msx cos njry 


L y = cosVa: x; cotVA = VA; 0.7402,11.7349, 41.4388, 



Respuestas a las problemas de numero impar R-25 


90.8082; cos0.8603x,cos3.4256x,cas6.4373x, 
COS 9.5293x 
5. $(1 +sen 2 VXI) 


7 (,)A= (S)’ >,=sen (S ,n 4 M=1 ’ 2 ’ 3 ’-" 


(b)-f[*y'] + ->“0 

dx x 


(c) J^sen^~lnxjsen^^^lnjcjdx = 0,m^n 

9. (a) f t cos x m x cos x„x dx = 0, m ^ n, donde x m y 

X„ son rai'ces positivas de x = x 

II. £[xe _ y] + ne x y = 0; j*e- s L m (x)L n (x)dx = 0, 
m ¥= n 

13. (a) A = 16/x 2 , y =sen(4/i tan-’ x), n = 1, 2, 3,. . . 

(b) sen(4m tan' 1 *) sen (4n tan~'x) dx = 0, 

m f n 


I9.f(x) = \l 


M 2A,) 

A,/ i 2 (4A,) 


7 0 (A,x) 


EJERCICIOS 11.1 

1. Los posibles usos se pueden sumarizar en una fonna 
u = C\C t t s * n , donde C\ y c 2 son constantes. 

3. u = c i e r+c 2 < x ' y) 5. u = c,(xy) c 3 

7. no separable 

9. u = e^{A y e H2 ‘ cosh Ax + B x e u2 ' senh Ax) 
u=e-'(A 2 e' k * 2, cosAx + B 2 g“* A! ' sen Ax) 

« = (CjX + c s )c 9 e 1 
II. U= (c, cosh Ax + c 2 senh Ax) 

x (c 3 cosh A at + c 4 senh A at) 

U = (C; cas Ax + C 8 sen Ax)(c 2 cas Aflf + c 8 sen A at) 

« = (c?X + C,o)(c n f + C, 2 ) 

13. u = (c, cosh Ax + C} senh Ax)(c 3 cos Ay + c 4 sen Ay) 
u = (c 5 cos Ax + c b sen Ax)(c, cosh Ay + c 8 senh Ay) 
u = (c,x + c 10 )(c„y + c, 2 ) 

15. For A 2 > 0 existen tres posibilidades 


EJERCICIOS 10.5 

1. 1.277, 2.339, 3.391, 4.441 

1 ,|x| = 20 I (2A, ! +1 )yl(4A.) J|( ^ 


9./(x) = ?- 4 2 

2 i»i Ajj J if (3 A,J 


7 0 (A,x) 


II. /(x) = iP 0 (x) + §P 2 (x) 

13. f(x) = iP 0 (x) + £Pi(x) + &P 2 (x) - Af 4 (x) + 

15. Usar COS 28-2 cos 2 0 - 1. 

w. fix) = iP„(x) + |P 2 (x) - &P 4 (x) + " . 

f(x) = |x| sobre (-1, 1) 


gERCICIOS DE REPASO 

1. verdadero 3. coseno 5. \ 7. falso 


1 


' vT^ 




13. /(x) 


=3+-i{4- 

2 7 T “i L « 2 7 T 


[(-1)" - 1]C0S M77X 


+ - (-l)"sen njrx 
n 


jl 1 — 1—1 Iv 1 

15. /(x) = 1 - <r‘ + 2 X 4 r. 2 2 cos mrx 

„«i i + n it 

n. i, , i. 2 . 3 . 


y = cos 


2m-1 


trlnx 


U = (c, cosh Ax + c? sen h Ax) 

x (c 3 cosh Vl - A 2 y + C 4 senh Vl - A 2 y), 

A 2 < 1 

U = (c, cosh Ax + Ci sen h Ax) 

x (c 3 cos VA 2 - ly + c 4 sen VA 2 - ly), 

A 2 > 1 

u = (c | coshx + c 2 senh x)(c 3 y + c 4 ), 

A 2 = 1 

Los resultados para el caso -A 2 < 0 son similares. Para 
A 2 = 0 tenemos 

u = (c,x + c 2 )(c 3 cosh y + c 4 senh y). 

17. elfptica 19. parabolica 21. hiperbolica 
23. parab61ica 25. hiperbolica 
29, u — e“ { ~ ix+y) u = e" ,2xxy> 

31. La ecuacion x 2 + 4y 2 = 4 define una elipse. 

La ecuacion diferencial partial es hiper¬ 
bolica al exterior de la elipse, parabolica 
sobre la elipse y eliptica dentro de la elipse. 


E|ERCICIOS11.2 


1. Jt^ = —,0<x<L, t>0 
dx 2 dt 


u(0,t) = 0, 


= 0, / > 0 


u(x, 0) = /(x), 0 < x < L 
, fc^ = ^,0<x<L, r>0 


u(0, t) = loo, = -hu(L,t), t>0 

u(x, 0) = /(x), 0 < x < L 



R—2 6 FE5PUE51AS A IDS PRDBLBMAS DE NUMB© IMPAR 


= 0,0 <x<L 


s -“ , 5? = S- 0< * <I - ,>0 

m(0, t) = 0, u(L, l) = 0,1 > 0 
m(x,0) =x(L-x), y 

'>» 

h(0, t) = 0, u(L, t) = sen nt, t > 0 
du I 


m(x, 0) = f(X), 


bt 


= 0,0 <x<L 


9. y^ + yyO, 0<x<4,0<y<2 
dx 2 dy l 


t=o 


du 
dx 
du 

by |y=o 


= 0, «(4,y) =f(y), 0<y<2 
= 0, m(x, 2) = 0, 0<x<4 


EJERCICIOS 11.3 

. . /-cos^+ 1\ 

1 . u(X ,o = -2 (-“- Isilly* 


«,(*, y = f(x) dx 


LU 

5. m(x, 0 = e - '” 

, 2 


+ T 2 (/(*) cos -f'xdxje >' cos y x 


z/o /Wdx 

|(| o i / ( x )c ° s yx^)e- 


l /_2 2 ,. 2 \. tTTT 

k(n n IL )l CQS -^ 

L J 


EJERCICIOS 11.4 

, , , l-(-l)” turn m 

1 . m(x, f)= —X———cos—isen —x 
« 3 L L 

. . 6 V3 (va n 

3. u(x,t) = —r- cos — /sen-* 

71"\ L L 

1 5™ 5j7 

-? cos T ,sen T x 

. 1 7ffa 7ff 

+ ycos —fsenyx - ■■ 

5. m(x, f) = - senat sin x 
a 

m 

x sen — 

, , , 8« v 2 /ura /iff 

7. m(x, t) = —^y. —r— cos —— t sen—x 
ff 2 Jh « 2 L £ 


to ft 

9. m(x, y = e A V A„{cos q„t + f sen 9 „/}sen nx, 

n=l 

2 fn __ 

donde /4„ = - J 0 f(x) sen nx dxy q„= V/i 2 - B 

op / li ^ TT ^ 

11. m(x, t) = 2 cos -y at + B„sen y at 
mi 

x sen —x, 

donde A„=j^j L o f(x)se^^xdx 

5„ = y^j 0 ^)^nyxdx 
15. m(x, t) = t + sen x cos al 

17. m (x, $= y sen2xsen 2at 

19. (a) 


H-1-1-H 



H-1-h 


EJERCICIOS 11.5 

1 m(x y)=-i'| ---P7(x)sen— x dx j 

o 

, /iff /iff 

X senh —y sen—x 
a a 

3 m(x y) = - S (---f7(x)sen —xJx ) 

( ,y) -aU.^ Jo ° / 

nff,, , nff 
Xsenh — (ft -y)sen —x 
a a 

5 m(x v) = -x + S 1 ,~™W — senh mix cos /iffy 

a. u\x,y) 2 a M 2 senhnff 

_ , , 2 y fl - ( 1)"] 

7. -- 

x ncosh/ix + senhnx senny 

/i cosh /iff + senh /iff 


9. m(x, y) = g o /(x)sennxdxj e^sennx 

® / M7T /ITT" \ /ITT 

11. M(x,y) = S (A. coshyy+ B„senhyyjseny 

2 f(.v . «ff . 
donde /4„ = ^J 0 f W sen — x ^ 



Respuestas a los prablemas de numero impar R - 2 7 


1 2 (a 


,mr 

senh — b 
a 


- f“g(x)sen —xdx - A„cosh — b | dondeA „ = — f f(x) 

a) o a a / LJo 


, In - \ \ j 
) sen I ——— tjx ax 

\ / 


13. u = U[ + u 2 , donde 

u,(x, y) = - ^—5^- senhny sem 

"" =ul MsenhnTr 

, , 2 ■A [1 — (-1)"] 

senh nx + senh n{n — x) 

senh/zjr 


EJ ERCICIOS 11.6 

1 . u(x,t) = 100 + — ~—ig-faiVijen mx 

ft m=l W 

3. «(x,f) = «o-^-l) + 22[^+^_ 

X [(-1)” - lK^'sen mr* 

5. m(jc, t) = 4>(x) + 2 A n e' k " 2 ” 2l smmx, 

n =1 

donde i/>(x) = [-e - * + (e - * -1)* +1] 

kp 


Y A " = 2 f 0 lft x) ~ M x )1 sen n7W dx 
-j i / \ /, senh V/z/fcjt'l 

7 -* I )= H 1 " srw ,) 

9. u(x, t) = g^(x - x’) 

+ 2.4 v^( — l)” 

- 5 —r A i— cos nirat sen nnx 
« » " n 3 


«(x, y) = (no - “i )y + «i 

+ 2 y mq(-i)" - «i 
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donde +{ T ) 
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, „ cos-j- cos-^- 

5 . u(x,t)=—'Z - 5 -— sen rnial sen nnx 
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n , . 100^ l-(-l)" , 

7. m(x, y) = — V-^7—^senh m sen ny 

77 ^r ( n senh nu 

Q . . 100vl-(-l)" „ 

9. u(x,y) =— 2j - i —~ e sen ny 

77 n=1 n 

II. u(x,t) = e~‘ sen x 

13. u(x,t) = e -<* + '> jr A„[Vn 2 + 1 cosVn 2 + It 
n “' - 

+ sen Vn 2 + 11] senwc 
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